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1 はじめに

対称性は現代物理学の重要な概念のひとつである．連続対称性が自発的に破れた時，それにともなっ
て基底状態が無限に縮退する．別の言い方をすると，連続対称性にともなうパラメータ πを空間的に
一様に変化させても系は自由エネルギーを変化させない．もし，この πを空間的にゆるやかに変化さ
せると，自由エネルギーは (∇π)2に比例して大きくなる．そのような変数は弾性変数と呼ばれる [1].

格子結晶中の変位ベクトルやハドロン物理におけるパイ中間子の自由度がそれにあたる．弾性変数は
破れた対称性の電荷密度と正準共役の意味で結合し，いわゆる南部-Goldstone(NG)モードを形成す
る [2, 3, 4, 5]. 自発的に破れた対称性の電荷が陽に座標によらない場合，その弾性変数の数 (NEV)は，
破れた対称性の数 (NBS)に等しい．しかしながら，一般には NGモードの数 (NNG)は必ずしも弾性
変数の数に等しいとは限らない．弾性変数とNGモードの関係は，近年，渡辺-村山ら，独立に私自身
によって次の公式で与えられることがわかった [6, 7]:

NNG = NBS −
1

2
rank⟨[Q̂a, Q̂b]⟩. (1)

ここで， Q̂a は破れた対称性の電荷演算子である．⟨[Q̂a, Q̂b]⟩ ̸= 0 は，Q̂aが電荷であるだけでなくそ
の電荷密度が弾性変数であることも意味する．そのような電荷密度同士が正準ペアとして結合し同じ
NGモードを形成する．したがって，そのようなペアの数だけ独立なNGモードの数は減るのである．
式 (1)の右辺の第 2項はそのペアの数を表している．
一方，電荷が陽に座標による場合は状況が異なる．この場合，式 (1) は必ずしも成り立たない．例

えば，格子結晶中のフォノンは，並進と回転対称性が同時に破れている. 回転対称性に対応した角運
動量演算子は，陽に座標に依存した演算子である．この時，観測されるNGモードは並進にともなう
ものだけで回転に対応したものはない [1]．この場合は，そもそも弾性変数の数が破れた対称性の数に
一致しないのである．本稿では，この弾性変数に注目し，その数と破れた対称性の数の関係を明らか
にする．

2 座標に陽に依存した対称性の自発的破れと弾性変数

2.1 並進共変な演算子と並進不変な電荷

ここではミクロな理論が並進対称性を持つ場合を考える．その時間及び空間並進の演算子をそれぞ
れ Ĥ と P̂ iとする．この時，並進共変な演算子を

Ô(t,x) = eiĤtT̂xÔ(0,0)T̂ †
xe

−iĤt (2)

を満たす演算子として定義する．ハットは量子的な演算子であることを意味し古典量と区別する．こ
こで T̂x = e−iP̂ ·xは有限の並進演算子である．一般に電荷は，この並進演算子に対して

T̂xQ̂aT̂
†
x = ca

b(x)Q̂b (3)



と変化する．並進演算子の性質 T̂x+x′ = T̂xT̂x′ より，cab(x + x′) = ca
c(x)cc

b(x′)が満たされる．
Hermiteな電荷 (Q̂†

a = Q̂a)に対して， ca
b は実である．電荷が陽に座標によらない場合，電荷は P̂ i

と可換で ca
b(x) = δa

bを満たす．このような電荷を並進不変な電荷と呼ぶ．逆に陽に座標に依存した
電荷は並進不変でない．典型的な並進不変でない電荷の例は，回転演算子 (角運動量演算子)である．
それは式 (3)の元で，T̂xL̂ijT̂

†
x = L̂ij − xiP̂j + xiP̂j と変化する．

以下の議論で使うため，ある任意の演算子 Ôの期待値を ⟨Ô⟩ ≡ tr ρ̂eqÔと定義する．ここで，我々
は ρ̂eqをGibbs分布 [ρ̂eq ≡ exp(−βĤ)/ tr exp(−βĤ) ]に取る．化学ポテンシャルを導入する場合は，
Ĥ を Ĥ − µN̂ に置き換えれば良い．また，ゼロ温度の理論は β → ∞によって得られる．

2.2 弾性変数

ここで，独立な弾性変数と対称性の破れの関係について議論しよう．このために我々は自由エネル
ギーを用いる．弾性変数は，自由エネルギーを変化させない変数として定義される．まず，熱力学ポ
テンシャルを

W [J ] = − 1

β
ln tr exp

[
−βĤ + β

∫
ddxϕ̂i(x)J

i(x)

]
(4)

と定義する．ここで ϕ̂i(x)は線形表現に属する並進共変なHermite演算子の組とする．これは基本的
な場でも複合場でもよい．ただし，ϕ̂i(x)は各破れた電荷に対して少なくとも１つは秩序変数を含む
ように選ぶ．自由エネルギー (F [ϕ])は，熱力学ポテンシャルの Legendre変換で得られる:

F [ϕ] =W [J ]−
∫
ddxJ i(x)

δW [J ]

δJ i(x)
. (5)

２階微分は感受率の逆，

χij(x,y) =
δ2F [ϕ]

δϕi(x)δϕj(y)

∣∣∣∣
ϕ=⟨ϕ̂⟩J=0

(6)

になっており，感受率 χij(x,y) ≡ limJ→0 δ⟨ϕj(y)⟩J/δJ i(x)に対して，
∫
ddwχik(x,w)χkj(w,y) =

δi
jδ(x− y) を満たす．ここで ⟨· · · ⟩J は外場 J の元での期待値を表す．もし，χij(x,y)を演算子と見
た場合， ∫

ddyχij(x,y)ψj(n,k,y) = λn(k)ψ
i(n,k,x) (7)

の固有値方程式を考えることができる．ここで， ψi(n,k,x) = ψi(n,k,x)である. 固有値 λn(k) は
自由エネルギーの凸性から非負である．また，並進は完全には破れておらず，少なくとも１方向には
離散的でも良いので残っているとする．これは，モードを考える上で必要な条件である．その破れて
いない並進は，並進ベクトルRを用いて T̂Rで表される．対応する運動量 (k)は第一 Brillouinゾー
ンを走る. 固有関数は，並進との同時固有関数に取ることができ，この並進 (x → x + R)の元で
ψi(n,k,x +R) = eik·Rψi(n,k,x)と変化する．χij(x,y)のゼロ固有値を持つ固有関数が弾性変数と
なる．
次に自由エネルギーの対称性を考えよう．ハミルトニアンと可換な電荷について，量子異常がなけ

れば自由エネルギーは， ∫
ddy

δF [ϕ]

δϕj(y)
⟨ĥaj(y)⟩J = 0 (8)



を満たす．ここで ĥai(x) = i[Q̂a, ϕ̂i(x)] = [Ta]j
iϕ̂i(x)である．ここで，弾性変数となる χij(x,y)の

ゼロ固有値の固有関数を探そう．これは，自由エネルギーを対称性変換することで求めることができ
る．自発的対称性の破れは，

i⟨[Q̂a, ϕ̂i(x)]⟩ = lim
J→0

⟨ĥai(x)⟩J ≡ hai(x) ̸= 0 (9)

となる局所場 ϕ̂i(x)が存在することで定義され，hai(x)は秩序変数と呼ばれる．cahai(x) = 0は ca = 0

の時のみという意味で線形独立とし，aは 1からNBSを走ることとする．式 (8)をϕi(x)で微分すると，∫
ddy

δ2F [ϕ]

δϕi(x)δϕj(y)
⟨ĥaj(y)⟩J +

∫
ddy

δF [ϕ]

δϕj(y)

δ⟨ĥaj(y)⟩J
δϕi(x)

= 0 (10)

を得る．J = 0の時，停留点 [δF [ϕ]/δϕj(y) = 0]で第 2項は消え，∑
j

∫
ddyχij(x,y)haj(y) = 0 (11)

を得る．従って，秩序変数 haj(y)はゼロ固有値の固有関数の候補となる．もし秩序変数が座標によっ
ておらず，並進が破れていなければ， haj(y)は固有関数でその数は，NBSに等しい．しかしながら，
一般の場合には haj(y)は必ずしも固有関数にはなっていない．これを見るために，破れてない並進
T̂Rを考えよう．もし，haj(y)の線形結合が固有関数ならば，破れていない並進に対して同時固有関
数になっているべきである．この並進の元で秩序変数は，

hai(x) = i⟨[TRQ̂aT
†
R, T̂Rϕ̂i(x)T̂

†
R]⟩

= ica
b(R)⟨[Q̂b, ϕ̂i(x+R)]⟩

= ca
b(R)hbi(x+R)

(12)

と変換する．従って，線形結合から作られる固有関数 fahai(x)は，fahai(x) = eik·Rfaca
b(R)hbi(x)を

満たさなければならない．自明でない faが弾性数を与え，この式を満たすためには，k = 0でなければ
ならない．さらにAb

a(R) ≡ (δb
a−cab(R))として，任意の並進ベクトルRに対して f bAb

a(R) = 0を満
たさなければならない．よって，独立な弾性変数の数はAb

a(R)の核の次元 (dimkerA = NBS−rankA)

に等しい:

NEV = NBS − rankA. (13)

これが本稿で示したかったことである．添字 a, bは，破れた電荷の足を走る事に注意．この条件は，並
進不変でない電荷は固有関数を生成しないということを意味しない点に注意しよう．例えば，回転対
称性が破れた場合，式 (2.1)より，

⟨[T̂RL̂ij T̂
†
R, ϕ̂k(x)]⟩ = ⟨[L̂ij , ϕ̂k(x)]⟩ −Ri⟨[P̂j , ϕ̂k(x)]⟩+Rj⟨[P̂i, ϕ̂k(x)]⟩ (14)

となる．もし並進が破れていなければ，回転対称性の破れにともなう弾性変数が現れる．一方，もし
回転と並進が同時に破れた場合は，並進のみが弾性変数になる．このような状況は，実際に液晶で起
きる事が知られている．ネマティック相では，空間回転対称性がO(3) → O(2)に破れ，並進は破れな
い．この場合，独立な弾性変数の数は 2つである．一方スメクティックA相では，回転に加え，並進
も破れる．この場合，回転は弾性変数にならない [1]．



3 まとめ

本稿で，我々は弾性変数と破れた対称性の関係について議論した．弾性変数の数は，式 (13)で与え
られる．これらの弾性変数は，電荷密度と結合しNGモードを作るだろう．並進不変でない電荷に対
して自発的に破れた対称性と分散の関係に対しての一般論は今の所わかっていない1．特に有限温度
の分散関係は複雑なものになると予想される．例えば，ネマティック相のNGモードについて，分散
は，ω = ak2 + ibk2の形になる事が知られている [10]. 実部と虚部は kについて同じ次数で, 温度に
よっては，a = 0となり拡散モードとなってしまい，パラメータに依存した分散となる．また，液体
の表面に現れる表面張力波の分散は ω ∝ k3/2となることが知られており，並進不変な電荷に対する
Nielsen-Chadarの分類 [11]には現れない分散を持つ．これらのモードに対する一般論を構築すること
は今後の課題である．
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1ゼロ温度の理論に関しては参考文献 [8]や [9]で議論されている．


