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1 はじめに

一定外部磁場の加わった量子色力学 (QCD)では，その磁場に対してカイラル凝縮が単調に増加す
るmagnetic inhibition(MI)と呼ばれる現象が知られており [1]，格子 QCDシュミュレーションでは
低温度において実証されている．この現象は，空間次元の減少と関連させて良く説明される．古典論
では荷電粒子が磁場の方向に巻き付いて横方向の運動が制限されるが，量子論ではこの横方向の運動
量が離散化されて Landau準位が現れる．荷電フェルミオンはこの Landau準位に零モードがあるた
めに，ループ補正の infrared singularityの次数が上がり，1 + 1次元の時空間でのものと同じになる．
この singularityのために，平均場近似では必ずカイラル対称性の自発的破れが起こる．これをもって
空間次元の減少に関連付けるが，本当に次元が下がるわけでわない．なぜなら 1 + 1次元以下では，
Mermin–Wegner–Coleman (MWC)の定理により連続対称性の自発的破れは禁止されてしまうからで
ある．
しかし，最近，格子QCDシュミュレーションで，カイラル相転移温度が逆に磁場に対して減少す

る結果が報告された [2, 3]．低温での結果と相反することから，この現象の理由がいかに非自明かが分
かる．ここではこの現象をmagnetic inhibition (MI)と呼ぶ [4]．MIを説明する機構として，この報
告では福嶋氏と日高氏らの仕事 [4]を取り上げる．彼らは，MWCの定理に注目した．MWCの定理
では，南部・Goldstoneモードの量子補正の infrared singularityが重要になるが，荷電パイメソンは
磁場程度の質量を持ったように振る舞うため脱結合してしまうし，中性のパイメソン π0は磁場を感
じない．しかし，クォークで構成される π0の内部構造が効いてくるほどの磁場の強さがあれば，π0

は磁場を感じ，その量子補正の infrared singularityのために対称性が回復する可能性がある．特に，
有限温度では松原周波数の周期性のためにフェルミオンよりボソンの寄与が支配的になって，MIが
起きると考えられる．
我々はこのMIの機構を非摂動くりこみ群 (NPRG) を使って検証する．その定式化の一つとして

Wetterichのフロー方程式 [5]
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を用いる．ここで，Γk[Φ]は量子補正がスケール kで赤外切断された有効作用で，Rkはその赤外切断
を与える正則化関数である．今，紫外から赤外に向かって解くのでくりこみのスケールパラメータを
t = logΛ/kとおいている．Λは理論を定義する初期スケールで，理論を定義する作用 S0を初期条件
Γk=Λ = S0 として式 (1)を解けば，フルな量子補正が取り込まれた有効作用 Γk→0 = Γが得られる．
この方程式を厳密に解くことはできないので近似を用いる必要があるが，この近似を改善する系統的
な方法を伴うために非摂動現象の解析に威力を発揮する．
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2 線形シグマ模型

MIの検証を行うために，クォーク場 ψを基本自由度とするNJL模型の解析を行いたいが，NPRG

を用いた解析では 4-fermi結合定数の発散をうまく取り扱わなければならず，直接的な方法では難し
い [6]．そこで，今回はNJL模型を補助場の方法を用いてメソン場ϕt = (σ, π)を導入した模型，所謂，
線形シグマ模型について，一定外部磁場B = (0, 0, B) = ∇ ×Aのもとでの解析を行う．実際には，
local potential近似を改善した以下の有効作用を考える：
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ここで，クォークの共変微分をDµ = ∂µ − iqAµとした．メソン場の運動項は磁場Bに対して縦の成
分と横の成分の微分 ∂∥,µ = δµ,4∂4 + δµ,3∂3に分け，その係数 Z

∥
ϕ, Z

⊥
ϕ を区別する．これらはメソン場

の波動関数くりこみの逆数に対応しており，初期スケール k = Λで零になるべきである．しかし，そ
れではメソン場の伝播関数の分母が零になって解析できないので，徐々に零に近づけてその極限で得
られた結果を採用する．
メソン場に関する有効ポテンシャルは，その最小値を与える点 ρ0 = σ20/2の周りで展開して途中で

止める近似を行う:

Uk(ϕ) ≡ Uk(ρ, σ) =
3∑

n=0

λ̄i
n!
(ρ− ρ0)n − c̄σ. (3)

ここで ρ = (σ2 + π2)/2とおいた．c̄σはカイラル対称性を陽に破る線形項である．実際には，カイラ
ル極限 c̄→ 0で評価するが，数値計算の都合でこの線形項を導入した．
ここで解析する模型ではクォークのフレーバー数Nf を１としたので，NGモードの数は一つであ

る．QCDの有効模型としては，Nf = 2が適しているが，荷電パイメソン π±は磁場程度の質量を持
つ一方，中性パイメソン π0はその影響を受けない．このため，磁場が大きい (qB ∼ f2π 程度)場合に
は，Nf = 1の模型で十分である．

3 背景場フロー

有効作用 (2)のくりこみ群発展は， Wetterich方程式 (1)を背景場の導入により修正した背景場フ
ロー方程式 [7, 8]を用いて評価する．ここでは，背景場フローについて簡単に説明する2．例えばス
カラー場 ϕ(x)の理論では，通常の正則化関数Rk(−∂2)は微分を引数とするが，この方法では背景場
ϕ̃を導入して定義した有効作用 Γk[ϕ, ϕ̃]の２点関数 x̃ := δ2

δϕ2
Γk[ϕ, ϕ̃]

∣∣∣
ϕ=ϕ̃

を引数にする．この方法は

元々，ゲージ不変なくりこみ群フローを得るために導入された．ここでは，背景場と通常の場を同一
視する近似を行う：ϕ̃ = ϕ. その結果，フロー方程式の左辺が proper-time表示で表される:
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ここで，fk(s)が proper-time sについて正則化を与える関数であり，Rk(x)から一意に決まる．同様
にして，フェルミオンの自由度が加わった有効作用 (2)についての背景場フロー方程式が得られる．
この背景場フローの方法の利点は，伝播関数が proper-time表示で表現できるので，Schwingerの

方法 [9]が使えることである．これにより，伝播関数が運動量固有状態で表せるので，微分（運動量）

2詳しくは他の記事で解説する: K.-I. Aoki, D. Sato and M. Yamada in preparation (2013).



展開が容易に行え，運動項の係数につていのくりこみ群方程式の導出が可能となる．最終的には次の
有効ポテンシャル Uk(ρ, σ)とメソン運動項の係数 Z

∥
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⊥
ϕ に関するくりこみ群方程式が得られる：
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ここで，ωn = 2nπT , νn = (2n+ 1)πT，p2⊥ = p21 + p22とおいた．メソン σ, πとクォーク ψの質量に
対応するものはそれぞれ，
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と与えられる．proper-timeの正則化関数は ∂tfk(s; a) = (sk2)ae−sk
2
/Γ(a)の形をとる．ここで，Γ(a)

はGamma関数である．式 (5)–(7)中にメソンの横運動量 p2⊥の係数として横速度の２乗 v2⊥ = Z⊥
ϕ /Z

∥
ϕ

が現れる．この小ささが対応するループ補正の infrared singularityの大きさに対応する．
ここでの解析では a = 5/2に選ぶ．また，ここでは湯川結合定数 ḡの補正を無視している．
実際の解析では，赤外 (t→∞)での有効ポテンシャルの最小点 σ0を評価する．この点の値がパイ

メソンの崩壊定数 fπ に一致する．模型のパラメータとしては，湯川結合定数はクォークの構成質量
と fπ との比から ḡ = 3.2と決まる．初期スケール Λは現実的な有効模型の値と比べて大きな値に選
び（Λ = 2 GeV），T = qB = 0で fπ = 0.030 GeVとなるように他の模型パラメータを設定する [10]．
ここで，現実的な値から Λを大きく取り，fπ を小さく取ったのは模型の cutoff artifactを避けつつ，
磁場 qBのスケールが fπ より十分大きな領域を調べたいからである．

4 結果と議論

異なる外部磁場 qBにおける fπ の温度 T 依存性を計算した結果を図 4に載せる．この結果から分
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図 1: 左図：崩壊定数 fπ の温度依存性．それぞれの線は異なる外部磁場 qBでの結果を表す．右図：
横運速度の二乗 v2⊥の温度依存性．



かるように，磁場を大きくしても相転移温度 Tcは単調に増加するのみである．したがって，magnetic

catalysis(MC)しか見られず，期待されたmagnetic inhibition(MI)の兆候は現れなかった．実際，MI

を引き起こす横速度 v⊥が磁場に対して小さくなりきれていないように思われる．
式 (5)から，クォークの量子補正によるMCは横速運動量の２乗 p2⊥の係数 tanh qBs/qBsが小さ

くなることから現れると解釈できる．従って，これとパイメソンの量子補正によるMIとの競合が起
きるには，横速度の２乗がこの係数と同程度に小さい必要がある：

v2⊥ ∼
k2

qB
. (9)

ここで qB ≫ k2と，proper-time sが ∂tf(s; a)のピーク値から s ∼ k−2と見なすことができる事実を
使った．今，相転移の次数が２次であると仮定しているので，有効ポテンシャル Uk(ϕ)の原点ϕ = 0

での振る舞いを調べれば十分である．さらに，Z∥
ϕとZ⊥

ϕ に対するメソンからの補正は小さいとして無
視し，Lowest Landau levelを取る近似をすると，零温度 T = 0での横速度の２乗は

v2⊥ ∼
2k2

qB
log

Λ2

k2
(10)

となり，式 (9)より大きくなってしまう．この結果，MIは起きないと結論できる．有限温度の場合は
自明でないが，クォークの温度方向の半周期性により松原モードに零エネルギーがなくなって横速度
v⊥の減少が抑えられてしまうことから，MIは起きないと考えられる．
零温度での結果は，具体的に秩序変数を評価したわけではないが文献 [1]ですでに指摘されていた．

文献 [4]でMIが見える結論に至っていたのは，パイメソンの横運動量に
√
qB程度の切断を入れてい

たからである．実際，我々の解析にこの運動量切断を導入したところ，（その結果は示さないが）Tcが
磁場に対して非単調な振る舞いを示した．しかし，この様な有限磁場 qB ̸= 0における切断とゼロ磁
場 qB = 0における切断とを繋げることのできる有効模型は自明でない．
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