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カイラル非一様凝縮相における有限クォーク質量効果を議論する。

1 はじめに

近年、カイラル対称性の自発的破れに関する非一様構造に関する研究が脚光を浴びている。通常、
自発的対称性の破れに伴う秩序変数は通常定数であり、その値が０であるか否かによって相構造の変
化を議論する。ところで、秩序変数は定数である必然性はなく、空間的異方性を持つ関数であると考
えるのがより一般性のある視点であると言えるだろう。このような精神に基づいて、秩序変数に空間
変数依存性を与えたものを非一様構造という。
非一様構造の概念は、物性物理学の分野では FFLO超伝導 [1]・スピン密度波 [2]などの様々な理論

体系に対して用いられている。このアイデアをQCDにおけるカイラル対称性の自発的破れに対して
適用したものが、カイラル非一様構造である。実際、理想化された状況の下では、有限温度・密度平
面上でのQCD相図においてカイラル非一様構造が熱力学的に優位になる相 (カイラル非一様相)が出
現することが知られている。
本研究の主眼は、こでまで理想化された状況下でのみ議論されてきたカイラル非一様構造の研究を、

より現実的な系へ近づけていくことにある。具体的には、カイラル極限・外場無し・アイソスピン対
称といった制限を外していく。特に有限クォーク質量系への拡張は重要であるので、これを本研究で
議論する。その理由を以下に述べる。
カイラル対称性の自発的破れは有効ポテンシャルがワインボトル型になることで起こるが、カイラ

ル極限の場合このポテンシャルの底 (カイラル球面)は等しい値であり、これが縮退した真空を表して
いる。ところがクォークが有限な裸の質量を持つことによりカイラル対称性は陽に破れてしまい、結
果カイラル球面上の各点はもはや等価ではなくなってしまう。このことはカイラル非一様構造に対し
ても大きな影響を与える。カイラル極限で知られていた構造の関数形が、高々数MeVの質量を考慮
するだけで大きく変化してしまうのである。カイラル極限で知られている非一様構造の代表的な関数
形の１つとして、Dual Chiral Density Wave(DCDW)[3]があり、これは次のような構造である：

⟨ψ̄ψ⟩ = ∆cos(qz)

⟨ψ̄iγ5τ3ψ⟩ = ∆sin(qz)

ここで∆は凝縮の大きさであり、qは波数である。式を見れば分かるように、DCDWとはカイラル
円周上に「等価に」巻き付いたような構造である。クォーク質量がスイッチすることによって等価性
はもはや失われてしまい、DCDWはカイラル円周上の一点に「局在した」構造に変質してしまう。定
量的な議論としては、NJL模型を用いて変分法的にこれを導出する。実際、クォーク質量の最低次ま
で考慮した場合 sine-Gordon方程式によって非一様構造が決定されることを示し、その熱力学的につ
いて議論する。
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2 フレームワーク

本章では、非一様構造に対する変分的取扱いを議論する。本研究ではNf = 2, Nc = 3のNJLモデ
ルを用いて議論する。ラグランジアンは

LNJL = ψ̄(i/∂ −mc)ψ +G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τψ)
2]. (1)

で与えられる。ここでmcは裸のクォーク質量である。本研究では DCDWからの有限質量効果によ
る変形に興味があるので、非一様構造の関数形を以下のように変分関数 θ(z)を用いて定義する [4]：

⟨ψ̄ψ⟩ = ∆cos θ(z) , ⟨ψ̄iγ5τ3ψ⟩ = ∆sin θ(z). (2)

DCDWの関数形と比較すれば明らかなように、(2)はDCDWの一般化に対応していることが分かる。
∆は空間一様な凝縮の大きさを表している。一方 θ(z)は空間非一様なカイラル角を表しており、こ
れを変分関数として取り扱うことで有限質量効果によるDCDWの変形を議論する。(2)を (1)に代入
し、平均場近似を行うことで、ラグランジアンは

LMF = ψ̄[i/∂ −M − U(θ(z))]ψ −G∆2, (3)

と書ける。ここでM = mc − 2G∆は構成子クォーク質量であり、U(θ(z)) = −2G∆exp(iγ5τ3θ(z))−
M +mcである。(3)はクォーク場に関する双二次形式であるのでこれは積分可能である。最終的に虚
時間法を用いて有限温度の理論とし、さらに化学ポテンシャルを導入することで、熱力学関数の表式
が以下のように得られる。

ΩMF = −TTr log[i/∂ −M + µγ0 − U(θ(z))] +G∆2V, (4)

ここでTrはフレーバー、カラー、松原振動数に関する和と運動量空間に関する積分を表している。ま
た、V は系の体積である。

3 非一様構造の関数形と熱力学ポテンシャルの表式

以上の準備の下で θ(z)の関数形を決定する。まずはじめに系のDirac作用素及びDirac-Hartree-Fock

方程式は次のように与えられる：

HD = −iγ0 γ · ▽ + γ0M + γ0U(θ(z)), (5)

HDψα = Eα(θ)ψα, (6)

⟨ψ̄ψ⟩+ i⟨ψ̄iγ5τ3ψ⟩ = ∆eiθ(z). (7)

(6)及び (7)を同時に解くことができれば、θ(z)の関数形は完全に決定されたことになるが、残念なが
ら一般解は未だ発見されていない。そこで、本研究では θ(z)の満たすべき運動方程式を ΩMFを微分
展開することで求める [5, 6]。
具体的に微分の２次まで求めた結果は

Ωder
MF =

1

2
f∗2π (∂zθ(z))

2 −mc∆cos θ(z). (8)

となる。ここで f∗π はパイオンの崩壊定数である。(8)から θ(z)の運動方程式を得る：

d2θ(z)

dz2
−m∗2

π sin θ(z) = 0, (9)



(9)は sin-Gordon方程式である。この方程式の一般解は知られており、 θ(z) = π + 2am
(
m∗

πz
k , k

)
で

ある。ここで 0 < k < 1はモジュラスパラメータと呼ばれており、kは１に近づくほど kink的な構造
を示すことが分かる。θ(z)の関数形が求まったので、これを熱力学ポテンシャルに代入し、O(mc)ま
で求める。結果は

ΩMF ≃ ΩDCDW +ΩSB +G∆2V, (10)

ΩDCDW = −TTr log[S−1
ref + µγ0], (11)

ΩSB = −TTr[(S−1
ref + µγ0)

−1F (mc; θ(z))]. (12)

である。

4 数値計算結果

前章で熱力学ポテンシャルの表式が求まったので、各 T, µごとに∆, kに関して最小化する。その
上で、一様構造に限定した場合の熱力学ポテンシャルと比較すればよい。

図 1: mc = 0, 5MeVでの温度・化学ポテンシャル平面上でのQCD相図。赤で塗りつぶされた領域が
非一様構造が熱力学的に優位になるよう領域。mcの上昇と共に非一様相が減少していく。

図 1は温度・化学ポテンシャル平面上でのQCD相図である。赤で塗りつぶされた部分が非一様構
造が熱力学的に優位になる領域であり、mcが 0MeV, 5MeVのいずれの場合にも非一様相が出現して
いることが分かる。

図 2: Left: 温度の上昇に伴う相境界上の kの値の変化。緑 (赤)線は左 (右)側の相境界での kの値の
推移を表している。黒点 (黒四角)はそれぞれ臨界点 (リフシッツ点)を表す。 Right: ⟨ψ̄ψ⟩の関数形
の変化。実線は低温領域での非一様構造の関数形であり、点線は臨界点近傍での関数形である。

図 2は温度の変化に伴う kの値の変化及び非一様構造の関数形の変化を表している。温度の上昇に
伴い、kは 1に近づいていくことが分かる。即ち、低温領域では DCDW的な関数形である一方、臨
界点近傍では非一様構造は kink的な関数形が現れることが理解できる。
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