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概要

　Yang-Mills理論のラグランジアンからはインスタントンやモノポールといった様々なソリトン解

が導かれる．それらは当初，自己双対/Bogomolny方程式にアンザッツを課すことで場当たり的に

解かれていたが，後に発表されたADHM/Nahm構成法によって系統的に求められるようになった．

ADHM/Nahm構成法ではインスタントンやモノポールの持つ情報はすべて ADHM/Nahmデータ

に集約される．また，特に Nahm構成法からは TP1 と呼ばれる空間に住むスペクトル曲線の概念

が導かれ，それらの対称性を考察することで正多面体の対称性を持つ高度なモノポールを構成する

こともできる．さらに，ADHM/Nahm構成法は周期性を持つインスタントンである caloronにも

応用され，いくつかの新たな解が発見されつつある．この記事では，そのような ADHM/Nahm構

成法に関する基礎的な知識について，初学者向けに解説する．
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第1章 Introduction

原子核の理論やQCD(Quantum ChromoDynamics, 量子色力学)などの基礎となるYang-Mills

理論のラグランジアンからは，インスタントンやモノポールといった様々なソリトン解が導かれる．
インスタントンやモノポールは，当初，SU(2) Yang-Mills理論に特有の自己双対条件やBogomolny

条件と呼ばれる条件下で，場当たり的なアンザッツによって見出された．しかし，インスタントン
は，1978年にAtiyah, Drinfeld, Hitchin, Maninらによって発表されたADHM構成法 [24]によっ
て，系統的に求められるようになった．また，モノポールも，その後に発表された，ADHM構成
法をモノポールに応用したNahm構成法 [25, 26]によって，系統的に求められるようになった．解
を得るための手法であるADHM/Nahm構成法は，インスタントンやモノポールの存在を保証す
るという意味でも重要である．また，その中に現れるADHMデータやNahmデータ，Nahmデー
タから示唆されるモノポールのスペクトル曲線も重要な意味を持つ．
ADHM/Nahm構成法の原理は，インスタントンやモノポールの住む空間とは別の次元におい

て対応する方程式系が存在し，それぞれの解空間から定義されるモジュライ空間と呼ばれる空間
が 1対 1に対応していることにある．それにより，インスタントンやモノポールが満たすべき条
件とは別の方程式を解き，その解を変換することでインスタントンやモノポールを構成すること
ができる．このとき，インスタントンやモノポールの持つ情報はすべて，対応する方程式の解で
ある ADHMデータ，Nahmデータにそれぞれ集約される．また，特に Nahmデータには，TP1

という空間上の曲線であるスペクトル曲線が対応する．ADHM/Nahm構成法を用いる利点は，
これらの量の方がインスタントンやモノポールのゲージ場よりも扱いやすいことにある．特に，
ADHM/Nahm構成法に現れる方程式は，それぞれ代数方程式と 1階の微分方程式である．
ADHM/Nahm構成法の応用として，ADHMデータやNahmデータに対称性を課すことで，対

称性を持つインスタントンやモノポールを構成することができる．対称性の種類には様々なもの
があるが，特に興味深いのは元の空間における幾何学的な対称性である．モノポールの場合，そ
のような対称性はモノポールの持つ位相不変量であるトポロジカルチャージN によって異なり，
N = 1, 2, 3, 4, 7ではそれぞれ球，トーラス，正 4面体，正 8面体，正 20面体の対称性となる [29]．
そのようなモノポールを実際に構成するには，まずスペクトル曲線に対称性を課し，次にそのス
ペクトル曲線からNahmデータを見出し，最後にNahmデータから対応するモノポールをNahm

構成法によって構成する．このとき，Nahmデータを見つけるまでは，困難であるが，解析的な
範囲で可能である．しかし，それらより fullのモノポールをNahm構成法により構成することは，
解析的な範囲ではほとんど不可能であり，数値計算に頼らなければならない [30]．とはいえ，数
値計算を用いれば，Nahmデータがわかっている様々なモノポールのエネルギー密度やその散乱
の様子を図示することができる．
Yang-Mills理論のラグランジアンからは，インスタントンやモノポールの他に caloronと呼ばれ

るソリトン解が導かれる．caloronは，一言でいえば時間に関して周期的なインスタントンであり，
4次元ユークリッド空間R4の 1方向がコンパクト化された空間R3×S1に住むとされる．caloron

1
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はいくつかの重要な性質を持つ．まず，caloronには長周期極限，長スケール極限と呼ばれる 2つ
の極限があり，それぞれにおいてインスタントン，モノポールに帰着する，すなわち，caloronは
インスタントンとモノポールを繋ぐ解となっている．また，caloronは周期 βを持つが，これは物
理的には β = 1/kBT と解釈でき，caloronが応用される物理現象に有限温度の知見を与えること
ができる．例えば，インスタントンのホロノミーからスキルミオンを構成するAtiyah-Manton構
成法という手法が知られているが [33]，caloronもインスタントンの一種であり，caloronからも
スキルミオンを構成することができる．その場合，そのスキルミオンは有限温度を持ち，スキル
ミオンによる有限温度の場の理論を議論することができる [36]．さらに，SU(2)における caloron

は一般に 2つのモノポール成分を持ち，そのような caloronは非自明なホロノミーを持ち得る．そ
のような機構は，QCDにおいて磁気的モノポールからクォークの閉じ込めを議論する分野におい
ては，confinement-deconfinementの相転移の機構に関わると期待されている [37, 38]．
インスタントンやモノポールは ADHM/Nahm構成法により系統的に得られるが，それらは

caloronに対しても適用できる [25]．ADHM/Nahm構成法において，caloronのADHMデータは
一種のフーリエ変換と見なされ，その構成法はデルタ関数型の不純物項を持つNahm構成法へと
拡張される．そのような構成法に現れるNahm方程式，Weyl方程式の解法としては，グリーン関
数を用いるものと，方程式を定義域内と境界に分けて解くものがある．Nahm方程式については，
モノポールの Nahmデータに新たに境界条件を課すことでいくつかの解が得られている (例えば
[40, 41, 43])．また，Weyl方程式に関しては，グリーン関数を用いて解く手法が既に見つかって
いる [42]．さらに，近年，インスタントンチャージ k = 2を持つ caloronの一般解の Nahmデー
タが発見され [43]，その特別な場合における数値的Nahm変換も行われている [44]．
第 2章では，SU(2)Yang-Mills理論におけるインスタントンについてトポロジカルチャージや

自己双対条件などの基本的な事柄について述べた後，インスタントンの例として’t Hooftインス
タントンとWittenによる Liouville解について述べた．この章の内容は筆者が卒業研究のゼミ
で担当した箇所であり，主に [1]を参考にしている．第 3章では，SU(2)Yang-Mills-Higgs理論に
おけるモノポールについて’t Hooft-Polyakovモノポールや Bogomolny条件について述べた後，
well-separatedなマルチ-モノポールに対するモジュライ空間の計量であるGibbons-Manton計量
について述べた．この章の内容は主に [2, 3]を参考にしている．ADHM/Nahm構成法について
は第 4章で詳しく述べた．ADHM構成法に関してはその原理を詳しく述べ，実際に’t Hooftイン
スタントンの構成を行った．Nahm構成法に関してはその原理に加え，TP1におけるスペクトル
曲線と対称性を持つモノポールのNahmデータについて述べ，それらの数値Nahm変換の手順に
ついても詳しく紹介した．この章の内容はADHM/Nahm構成法に関する国内大学での集中講義，
[2]やいくつかの論文に加え，[45]などを参考にしている．さらに，第 5章では caloronの Nahm

構成法についての基本的な知識について述べた．
この記事は，主に筆者の卒業論文をもとにしている．
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第2章 自己双対Yang-Millsとインスタントン

本章では，自己双対 Yang-Millsにおけるインスタントンの基本的な知識について述べる．2.1

節では 4次元ユークリッド空間と双対について，2.2節では 4次元ユークリッド空間における pure

Yang-Mills理論と自己双対条件について，2.3節では自己双対Yang-Millsにおける応用上重要と
なる’t Hooft解について，2.4節では円柱対称性を持つ Liouville解について述べた．

2.1 4次元ユークリッド空間と双対

本章で扱う 4次元ユークリッド空間について述べておく．4次元ユークリッド空間は 4次元ミン
コフスキー空間と同じく 4次元の空間であるが，すべての変数が空間変数であり，内積は単に和
をとればよい．4次元ユークリッド空間においても，3次元の場合と同様の球座標が定義できる．
また，4次元ユークリッド空間においては双対と呼ばれる量が重要な意味を持つ．

2.1.1 4次元ユークリッド空間

4つの実数の組全体の集合 R4に計量

gµν = diag(1, 1, 1, 1) =


1 O

1

1

O 1

 = δµν (µ, ν = 1, 2, 3, 4) (2.1)

を定めた空間を 4次元ユークリッド空間 (4-dimensional Euclidean space)という．このとき，任
意のテンソル Tµに対して

Tµ = gµνT
ν = δµνT

ν = Tµ, (2.2)

すなわち，4次元ユークリッド空間では添え字の上下に区別がないことに注意．また，定義より，
座標 xµ = (x1, x2, x3, x4)に対する内積は

xµxµ = x21 + x22 + x23 + x24 (2.3)

となり，これは T = (Tµν) =
t(T−1) ∈ O(4)による直交変換に対して

xµxµ 7→ TµνxνTµσxσ = T−1
νµ Tµσxνxσ = δνσxνxσ = xνxν (2.4)

のように不変となることに注意．

3

Soryushiron Kenkyu



14:39, 25th Apr, 2014

2.1.2 4次元球座標

4次元ユークリッド空間における座標 (x1, x2, x3, x4)に対して
x1 = r cosα1,

x2 = r sinα1 cosα2,

x3 = r sinα1 sinα2 cosα3,

x4 = r sinα1 sinα2 sinα3

(2.5)

となる座標 (r, α1, α2, α3) (0 ≤ r <∞, 0 ≤ α1 < π, 0 ≤ α2 < π, 0 ≤ α3 < 2π)を 4次元球座標と
いう．また，α1, α2, α3を特に角座標という．定義を逆に解けば，以下が得られる．

r = |x| = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2,

α1 = tan−1{(x24 + x23 + x22)/x
2
1},

α2 = tan−1{(x24 + x23)/x
2
2},

α3 = tan−1(x4/x3).

(2.6)

また，ヤコビアンを計算すると，∣∣∣∣∂(x1, x2, x3, x4)∂(r, α1, α2, α3)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα1 −r sinα1 0 0

sinα1 cosα2 r cosα1 cosα2 −r sinα1 sinα2 0

sinα1 sinα2 cosα3 r cosα1 sinα2 cosα3 r sinα1 cosα2 cosα3 −r sinα1 sinα2 sinα3

sinα1 sinα2 sinα3 r cosα1 sinα2 sinα3 r sinα1 cosα2 sinα3 r sinα1 sinα2 cosα3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r sinα1 sinα2

∣∣∣∣∣∣∣
cosα1 −r sinα1 0

sinα1 cosα2 r cosα1 cosα2 −r sinα1 sinα2

sinα1 sinα2 r cosα1 sinα2 r sinα1 cosα2

∣∣∣∣∣∣∣
= r2 sin2 α1 sinα2

∣∣∣∣∣ cosα1 −r sinα1

sinα1 r cosα1

∣∣∣∣∣ = r3 sin2 α1 sinα2

(i = 3, 2, 1に対し，sinαi cosαi ̸= 0として最下行から 1/ sinαi，その 1つ上の行から 1/ cosαiを
それぞれ括り出し，最下行をその 1つ上の行に足し，右下の要素について余因子展開すればよい．
また，sinαi = 0のときは cosαi = 1，cosαi = 0のときは sinαi = 1なので，右下かその 1つ上
の要素についてそのまま余因子展開すればよい)となり，4次元球座標における体積素は

d4x = r3 sin2 α1 sinα2 dr dα1dα2dα3 = r3dr dΩ (2.7)

となることがわかる．ただし，

dΩ = sin2 α1 sinα2 dα1dα2dα3 (2.8)

は 4次元球座標における立体角であり，その全立体角は以下のようになる．∫
dΩ =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ π

0
sin2 α1 sinα2 dα1dα2dα3 =

π

2
· 2 · 2π = 2π2. (2.9)
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また，4次元球座標における面積素ベクトルは，単位ベクトルxµ/|x|を用いて以下のように表せる．

dσµ = |x|3 dΩ · xµ
|x|

= xµ|x|2 dΩ. (2.10)

2.1.3 双対とBianchiの恒等式

4次元ユークリッド空間において，テンソルTµνに対する以下の量をTµνの双対 (dual)という∗)．

T̃µν =
1

2
εµνρσTρσ. (2.11)

反対称テンソルAµν = −Aνµに対して以下が成り立つ．˜̃
Aµν = Aµν . (2.12)

∵ ˜̃
Aµν =

1

4
εµνρσερστκAτκ =

1

2
(δµτδνκ − δµκδντ )Aτκ =

1

2
(Aµν −Aνµ) = Aµν .

また，テンソル Tµν の Tµν 7→ gTµνg
−1という変換に対し，双対は以下のように変換される．

T̃µν 7→ gT̃µνg
−1. (2.13)

∵ T̃µν =
1

2
εµνρσTρσ 7→ 1

2
εµνρσgTρσg

−1 = g

(
1

2
εµνρσTρσ

)
g−1 = gT̃µνg

−1.

さらに，テンソルAµに対し，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]は以下の関係を満たす．

DµF̃µν = ∂µF̃µν + [Aµ, F̃µν ] = 0. (2.14)

これをBianchiの恒等式という．これを示すには，まず，F̃µν を計算する．すると，

F̃µν =
1

2
εµνρσ(∂ρAσ − ∂σAρ + [Aρ, Aσ])

=
1

2
εµνρσ(∂ρAσ +AρAσ)−

1

2
εµνρσ(∂σAρ +AσAρ)

=
1

2
εµνρσ(∂ρAσ +AρAσ)−

1

2
εµνσρ(∂ρAσ +AρAσ) (ρ↔ σ)

= εµνρσ(∂ρAσ +AρAσ). (完全反対称テンソルの反対称性)

これより，

DµF̃µν = εµνρσ{∂µ(∂ρAσ +AρAσ) + [Aµ, ∂ρAσ +AρAσ]}
= εµνρσ(∂µ∂ρAσ + ∂µAρAσ +Aρ∂µAσ

+Aµ∂ρAσ +AµAρAσ − ∂ρAσAµ −AρAσAµ)

= εµνρσ(∂µAρAσ +AµAρAσ − ∂ρAσAµ −AρAσAµ)

(第 1項と第 3項 + 第 4項はそれぞれ µと ρについて対称)

= 0. (µ→ ρ→ σ → µ)

∗)∗Tµν ,
⋆Tµν などとも書かれる．
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2.2 自己双対Yang-Mills

4次元ユークリッド空間では，ゲージ群 SU(2)に対する pure Yang-Mills理論を考えることに意
味がある．その作用が有限となるための境界条件を考えると，R4の無限遠方としての 3次元球面
と SU(2)ゲージの内部空間としての 3次元球面との間にトポロジーが定義でき，場の方程式であ
るYang-Mills方程式の解はトポロジカルチャージにより分類できることがわかる．また，4次元
ユークリッド空間におけるBianchiの恒等式とYang-Mills方程式を見比べれば，解となるための
十分条件である自己双対条件が得られる．

2.2.1 4次元 pure Yang-Mills理論

4次元ユークリッド空間において，ゲージ場 (gauge field, Yang-Mills field) Aµ(x) ∈ su(2)に対
する局所ゲージ変換 (local gauge transformation)を以下のように定義する∗)．

Aµ 7→ gAµg
−1 + g∂µg

−1. (2.15)

ただし，g(x) ∈ SU(2)であり，∂µ(gg−1) = ∂µgg
−1 + g∂µg

−1 = 0より以下となることに注意．

∂µgg
−1 = −g∂µg−1. (2.16)

ゲージ場Aµ(x)に対し，場の強さ (field strength) Fµν(x)は以下のように定義される．

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (2.17)

定義より，場の強さは反対称，すなわち，Fµν = −Fνµとなることに注意．また，Aµ ∈ su(2)より，

F †
µν = ∂µA

†
ν − ∂νA

†
µ +A†

νA
†
µ −A†

µA
†
ν

= −∂µAν + ∂νAµ +AνAµ −AµAν = −Fµν ,

すなわち，Fµν ∈ su(2)であることに注意．さらに，g(x) ∈ SU(2)に対する場の強さのゲージ変
換は以下のようになる．

Fµν 7→ gFµνg
−1. (2.18)

∵ Fµν 7→ ∂µ(gAνg
−1 + g∂νg

−1)− ∂ν(gAµg
−1 + g∂µg

−1)

+ [gAµg
−1 + g∂µg

−1, gAνg
−1 + g∂νg

−1]

= ∂µgAνg
−1 + g∂µAνg

−1 + gAν∂µg
−1 + ∂µg∂νg

−1 + g∂µ∂νg
−1

− ∂νgAµg
−1 − g∂νAµg

−1 − gAµ∂νg
−1 − ∂νg∂µg

−1 − g∂ν∂µg
−1

+ gAµAνg
−1 + gAµ∂νg

−1 − ∂µgAνg
−1 − ∂µg∂νg

−1

− gAνAµg
−1 − gAν∂µg

−1 + ∂νgAµg
−1 + ∂νg∂µg

−1

= g(∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ])g
−1 = gFµνg

−1.

∗)各演算の優先順位は「−1」>「 ∂」>「 ·」などとする．
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以上のように定義された場に対し，4次元ユークリッド空間における pure Yang-Mills理論の作用
(action) SYMは以下のように定義される．

SYM = − 1

2g2

∫
d4xTrF 2

µν . (2.19)

ただし，gは結合定数 (coupling constant)と呼ばれる実数であり，積分は 4次元ユークリッド空
間の全空間で行うものとする．場の強さのゲージ変換とトレースの循環律より，SYMは明らかに
ゲージ変換に対して不変である．
SYMに対する場の方程式は以下のようになる．

DµFµν = ∂µFµν + [Aµ, Fµν ] = 0. (2.20)

これをYang-Mills方程式という．Yang-Mills方程式はゲージ変換に対して不変である．

∵ ∂µFµν + [Aµ, Fµν ] = 0 7→ ∂µ(gFµνg
−1) + [gAµg

−1 + g∂µg
−1, gFµνg

−1]

= ∂µgFµνg
−1 + g∂µFµνg

−1 + gFµν∂µg
−1

+ gAµFµνg
−1 − ∂µgFµνg

−1 − gFµνAµg
−1 − gFµν∂µg

−1

= g(∂µFµν + [Aµ, Fµν ])g
−1 = 0.

本来，ゲージ場はこの方程式を解いて求められるべきであるが，fullのYang-Mills方程式の解は
ほとんど見つかっておらず，主に後に見る自己双対条件を用いて求められる．

2.2.2 ピュアゲージ

場の強さ Fµν は反エルミートなので，Fµν の 2× 2行列としての成分 fij (i, j = 1, 2)に対して
f∗ji = (F †

µν)ij = (Fµν)ij = −fij が成り立つ．すると，

−TrF 2
µν = −

∑
i,j

fijfji =
∑
i,j

|fij |2 ≥ 0

より SYM ≥ 0，すなわち，4次元ユークリッド空間における pure Yang-Mills理論の作用は常に
正であることがわかる．このとき，等号成立条件は明らかに Fµν = 0であり，これがYang-Mills

方程式の解を与える条件であることがわかる．そのようなゲージ場として Aµ = 0が考えられる
が，Fµν = 0は明らかにゲージ不変なので，Aµ = 0を任意のゲージ g(x) ∈ SU(2)で変換した

Aµ 7→ gAµg
−1 + g∂µg

−1 = g∂µg
−1 (2.21)

も Fµν = 0を満たすことがわかる．実際，このとき，

Fµν = ∂µ(g∂νg
−1)− ∂ν(g∂µg

−1) + [g∂µg
−1, g∂νg

−1]

= ∂µg∂νg
−1 + g∂µ∂νg

−1 − ∂νg∂µg
−1 − g∂ν∂µg

−1 − ∂µg∂νg
−1 + ∂νg∂µg

−1

= 0

であり，逆に任意のAµに対してAµをAµ = 0に変換するゲージ g−1(x) ∈ SU(2)が存在し，

Aµ 7→ g−1Aµg + g−1∂µg = 0 ⇐⇒ Aµ = −∂µgg−1 = g∂µg
−1,
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すなわち，Fµν = 0を満たす解はすべてAµ = g∂µg
−1という形で表されることがわかる．このよ

うな解をピュアゲージ (pure gauge)という．このとき，Fµν = 0はゲージ不変であるが，ピュア
ゲージはゲージ不変でないことに注意．ピュアゲージ Aµ = g∂µg

−1の g′ ∈ SU(2)によるゲージ
変換は，以下より単に g 7→ g′gとすればよいことがわかる．

g∂µg
−1 7→ g′g∂µg

−1g′−1 + g′∂µg
′−1 = g′g(∂µg

−1g′−1 + g−1∂µg
′−1)

= g′g∂µ(g
−1g′−1) = g′g∂µ(g

′g)−1. (2.22)

2.2.3 境界条件とトポロジカルチャージ

Yang-Mills方程式において興味のある解は，作用が有限で局所的となるような解である．その
ような解に課される境界条件は無限遠方において作用が 0となることであるが，そのような条件
は前小節で見たようにゲージ場Aµ(x)がピュアゲージとなることであった，すなわち，

lim
|x|→∞

Aµ(x) = g(∞)∂µg
−1(∞), g(∞) ∈ SU(2) (2.23)

となるような関数 g(x)が存在すればよい (無限遠方以外の場所では必ずしも g(x) ∈ SU(2)である
必要はないことに注意)．このような極限を考えるには，Aµ(x)を 4次元球座標 (r, α1, α2, α3)で
表し，無限遠方ではその角座標 (α1, α2, α3)のみを考えるのが便利である．ところが，そのとき
Aµ(x)は一般に動径方向成分Ar(x)を含むので，無限遠方において動径方向への微分が定義でき
なくなるように思われる．これを回避するには，与えられたゲージ場を以下のゲージで変換した
ものを考えればよい．

g(x) = P exp

(∫ r

0
dr′Ar(x

′)

)
.

すると，r成分の変換は以下のように 0となり，動径方向の微分を考える必要はなくなる．

Ar 7→ gArg
−1 − ∂rP exp

(∫ r

0
dr′Ar

)
g−1 = gArg

−1 − gArg
−1 = 0.

このとき，境界条件は以下のようになる．

lim
r→∞

A′
µ = g(α1, α2, α3)∂µg

−1(α1, α2, α3).

式 (2.23)の g(∞) ∈ SU(2)は，極限をとることにより自由度が 1つ減り，4次元ユークリッド空
間の無限遠方としての 3次元球面 S3

∞上で定義されるような関数である．一方，SU(2)の任意の
元は aµaµ = 1を満たす 4つのパラメーター a1, a2, a3, a4を用いて(

a4 + ia3 a2 + ia1

−a2 + ia1 a4 − ia3

)
= a4 + iaiσi = aµe

†
µ (2.24)

のように表せる．すると，g(∞)は S3
∞を aµaµ = 1が表す 3次元球面 S3へ写す写像，すなわち，

g : S3
∞ → S3
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と見なせるが，このような連続写像はある整数Q ∈ Zによって一意に分類できることが知られて
いる．そのようなQをトポロジカルチャージ (topological charge)という∗)．境界条件より，有限
の作用を持つ任意の解に対してこのような g(∞)が存在するので，作用が有限となる任意の解も
またトポロジカルチャージによって分類できることがわかる．そのようなトポロジカルチャージ
は与えられたゲージ場から直接計算でき，その表式は以下のようになる．

Q = − 1

16π2

∫
d4xTr(FµνF̃µν). (2.25)

ただし，Fµν は解に対する場の強さ，F̃µν はその双対であり，積分は 4次元ユークリッド空間の全
空間について行うものとする．この表式について以下で見てみる．
まず，式 (2.25)の体積積分を面積分に書き換えることを考える．そのためには，被積分関数を

発散の形に書き換えればよいが，トレースの循環律と 2.1.3小節の

F̃µν = εµνρσ(∂ρAσ +AρAσ), DµF̃µν = ∂µF̃µν + [Aµ, F̃µν ] = 0

などを思い出せば，ひとまず，

Tr(FµνF̃µν) = Tr{(∂µAν − ∂νAµ)F̃µν + (AµAν −AνAµ)F̃µν}
= Tr{(∂µAν − ∂νAµ)F̃µν +AµAνF̃µν −AµF̃µνAν}
= Tr{(∂µAν − ∂νAµ)F̃µν +Aµ[Aν , F̃µν ]}
= Tr{(∂µAν − ∂νAµ)F̃µν −Aµ∂νF̃µν} = Tr{∂µAνF̃µν − ∂ν(AµF̃µν)}
= εµνρσTr{∂µAν∂ρAσ + ∂µAνAρAσ − ∂ν(Aµ∂ρAσ)− ∂ν(AµAρAσ)}
= εµνρσTr{∂µAν∂ρAσ + ∂µAνAρAσ + ∂µ(Aν∂ρAσ) + ∂µ(AνAρAσ)}

となる．すると，

εµνρσ∂µ(Aν∂ρAσ) = εµνρσ(∂µAν∂ρAσ +Aν∂µ∂ρAσ) = εµνρσ∂µAν∂ρAσ,

εµνρσTr ∂µ(AνAρAσ) = εµνρσTr(∂µAνAρAσ +Aν∂µAρAσ +AνAρ∂µAσ)

= 3εµνρσTr(∂µAνAρAσ)

より，結局，以下となることがわかる．

Tr(FµνF̃µν) = ∂µ

{
2εµνρσTr

(
Aν∂ρAσ +

2

3
AνAρAσ

)}
. (2.26)

ここで，S3
∞上においてAµ = g∂µg

−1となる g ∈ SU(2)が存在することと，

F̃µν = εµνρσ(∂ρAσ +AρAσ) = 0 ⇐⇒ εµνρσ∂ρAσ = −εµνρσAρAσ (2.27)

が成り立つことに注意すれば，ストークスの定理より，

Q =
1

24π2

∫
S3
∞

dσµ εµνρσTr(AµAρAσ)

∗)Pontryagin indexということもある．
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= − 1

24π2

∫
S3
∞

dσµ εµνρσTr(∂νgg
−1∂ρgg

−1∂σgg
−1). (2.28)

ただし，dσµは 4次元ユークリッド空間における面積素ベクトルであり，ゲージ場が全空間で特
異点を持たないと仮定していることに注意．このとき，S3

∞ の座標を (x1, x2, x3)，S3 の座標を
(ξ1, ξ2, ξ3)とすると，S3上の任意の g(x) ∈ SU(2)は ξ1, ξ2, ξ3を用いて g = g(ξ1, ξ2, ξ3)のように
も表されるので，S3

∞と S3の 2つの座標は g(x)を介して連鎖律 (chain rule)

∂g

∂xℓ
=
∂g

∂ξi

∂ξi
∂xℓ

で関連づけられ，式 (2.28)の表面積分は以下のように書き換えられることがわかる．

Q = − 1

24π2

∫
S3
∞

dxℓdxmdxn εℓmnTr

(
∂g

∂xℓ
g−1 ∂g

∂xm
g−1 ∂g

∂xn
g−1

)
= − 1

24π2

∫
S3

dxℓdxmdxn εℓmnTr

(
∂g

∂ξi
g−1 ∂g

∂ξj
g−1 ∂g

∂ξk
g−1

)
∂ξi
∂xℓ

∂ξj
∂xm

∂ξk
∂xn

= − 1

24π2

∫
S3

dξidξjdξk εijkTr

(
∂g

∂ξi
g−1 ∂g

∂ξj
g−1 ∂g

∂ξk
g−1

)
= − 1

24π2

∫
S3

dµ(g). (2.29)

ただし，

dµ(g) := ρ(ξ1, ξ2, ξ3) dξ1dξ2dξ3, ρ(ξ1, ξ2, ξ3) := εijkTr

(
g−1 ∂g

∂ξi
g−1 ∂g

∂ξj
g−1 ∂g

∂ξk

)
である．ここで，ρ(ξ1, ξ2, ξ3)の g̃ ∈ SU(2)によるゲージ変換を考えてみる．それには，2.2.2小節
の議論より，ρ(ξ1, ξ2, ξ3)の中の gを以下で置き換えればよいのであった．

g′(ξ′1, ξ
′
2, ξ

′
3) = g̃g(ξ1, ξ2, ξ3).

すると，

g = g̃−1g′, g−1 = (g̃−1g′)−1 = g′−1(g̃−1)−1 = g′−1g̃

(gと g̃が SU(2)の元であるためにこのような変換が許される)に注意して，

ρ(ξ1, ξ2, ξ3) 7→ εijkTr

(
g′−1g̃g̃−1 ∂g

′

∂ξ′p

∂ξ′p
∂ξi

g′−1g̃g̃−1 ∂g
′

∂ξ′q

∂ξ′q
∂ξj

g′−1g̃g̃−1 ∂g
′

∂ξ′r

∂ξ′r
∂ξk

)
= Tr

(
g′−1 ∂g

′

∂ξ′p
g′−1 ∂g

′

∂ξ′q
g′−1 ∂g

′

∂ξ′r

)
εijk

∂ξ′p
∂ξi

∂ξ′q
∂ξj

∂ξ′r
∂ξk

= Tr

(
g′−1 ∂g

′

∂ξ′p
g′−1 ∂g

′

∂ξ′q
g′−1 ∂g

′

∂ξ′r

)
εpqr det

∣∣∣∣∂ξ′∂ξ

∣∣∣∣ = ρ(ξ′1, ξ
′
2, ξ

′
3) det

∣∣∣∣∂ξ′∂ξ

∣∣∣∣
であることがわかり，dµ(g)の変換は以下のようにして不変となることがわかる．

dµ(g) 7→ ρ(ξ′1, ξ
′
2, ξ

′
3) det

∣∣∣∣∂ξ′∂ξ

∣∣∣∣ dξ1dξ2dξ3 = ρ(ξ′1, ξ
′
2, ξ

′
3) dξ

′
1dξ

′
2dξ

′
3 = dµ(g′). (2.30)

10

Soryushiron Kenkyu



14:39, 25th Apr, 2014

これより，dµ(g)は S3の座標に依らない微分，すなわち，S3の面積素であることがわかり，式
(2.25)は g(x)の巻き数 (winding number)を与える積分であることがわかる．
最後に，式 (2.25)の係数が実際にQ ∈ Zとなるようにとられていることを確認する．それには，

以下のゲージを用いて計算を行えばよい．

g1(x) =
1

|x|
xαe

†
α =

1

|x|
(x412 + ixiσi). (2.31)

ただし，|x| = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2 である．ここで，g1(x)は x = 0で特異となっているが，

今は表面積分のみを見るので気にしなくてよい．また，g1(x)は x ̸= 0で明らかに SU(2)の元で
あり，式 (2.24)より明らかに S3

∞から S3への全単射なので巻き数 1であることに注意．さらに，
g1(x) ∈ SU(2) (x ̸= 0)より，以下となることに注意．

g−1
1 = g†1 =

1

|x|
xαeα =

1

|x|
(x412 − ixiσi). (x ̸= 0) (2.32)

これより，

∂νg1 =
1

|x|
∂νxαe

†
α + ∂ν

1

|x|
xαe

†
α =

e†ν
|x|

− xν
|x|3

xαe
†
α =

e†ν
|x|

− xν
|x|2

g1,

∂νg1g
−1
1 =

e†ν
|x|
g−1
1 − xν

|x|2
=

1

|x|

(
e†νg

−1
1 − xν

|x|

)
などとなり，ひとまず，以下のようになる．

εµνρσTr(∂νgg
−1∂ρgg

−1∂σgg
−1)

=
1

|x|3
εµνρσTr

{(
e†νg

−1
1 − xν

|x|

)(
e†ρg

−1
1 − xρ

|x|

)(
e†σg

−1
1 − xσ

|x|

)}
=

1

|x|3
εµνρσTr(e

†
νg

−1
1 e†ρg

−1
1 e†σg

−1
1 ).

この先は場合分けをして考える．まず，µ = 4の場合は，

ε4νρσTr(e
†
νg

−1
1 e†ρg

−1
1 e†σg

−1
1 ) = iεabcTr(σag

−1
1 σbg

−1
1 σcg

−1
1 )

=
i

|x|3
εabcTr{σa(x4 − ixiσi)σb(x4 − ixjσj)σc(x4 − ixkσk)}

=
i

|x|3
εabcTr{σax4 − ixi(δai + iεaiℓσℓ)}{σbx4 − ixj(δbj + iεbjmσm)}

· {σcx4 − ixk(δck + iεcknσn)}

=
i

|x|3
εabcTr{(σax4 + εaiℓxiσℓ)(σbx4 + εbjmxjσm)(σcx4 + εcknxkσn)}

=
i

|x|3
εabcTr(x

3
4σaσbσc + 3εbjmεcknx4xjxkσaσmσn + 3x24εcknxkσaσbσn

+ εaiℓεbkmεcknxixjxkσℓσmσn)

= − 2

|x|3
(x34εabcεabc + 3εabcεbjmεcknεamnx4xjxk + 3x24εabcεcknεabnxk

+ εabcεaiℓεbkmεcknεℓmnxixjxk)
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となるが，括弧内の各項は，

第 1項 = 6x34,

第 2項 = −3(δajδcm − δamδcj)(δcaδkm − δcmδka)x4xjxk

= −3(δjk − 3δjk − δjk + δjk)x4xjxk = 6x4x
2
k,

第 3項 = 6x24εcknδcn = 0,

第 4項 = (δbiδcℓ − δbℓδci)εbkm(δcℓδkm − δcmδkℓ)xixjxk

= (3δbiδkm − δbiδkm − δbiδkm + δimδbk)εbkmxixjxk = 0

となるので，

ε4νρσTr(∂νg1g
−1
1 ∂ρg1g

−1
1 ∂σg1g

−1
1 ) = − 12

|x|6
x4(x

2
4 + x2k) = − 12

|x|4
x4

となる．また，µ = a = 1, 2, 3の場合は，

εaνρσTr(e
†
νg

−1
1 e†ρg

−1
1 e†σg

−1
1 )

= εa4ρσTr(g
−1
1 e†ρg

−1
1 e†σg

−1
1 ) + εaν4σTr(e

†
νg

−1
1 g−1

1 e†σg
−1
1 ) + εaνρ4Tr(e

†
νg

−1
1 e†ρg

−1
1 g−1

1 )

= 3εaρσ4Tr(g
−1
1 e†ρg

−1
1 e†σg

−1
1 ) = −3εabcTr(g

−1
1 σbg

−1
1 σcg

−1
1 )

= − 3

|x|3
εabcTr{(x4 − ixiσi)σb(x4 − ixjσj)σc(x4 − ixkσk)}

=
3i

|x|3
εabcTr{xiσiσb(x4 − ixjσj)σc(x4 − ixkσk)}

=
3i

|x|3
εabcTr[xiσi{x4σb − ixj(iεbjmσm + δbj)}{x4σc − ixk(iεcknσn + δck)}]

=
3i

|x|3
εabcTr{xiσi(x4σb + εbjmxjσm)(x4σc + εcknxkσn)}

=
3i

|x|3
εabcTr{x24xiσiσbσc + x4xiσi(εcknxkσbσn + εbjmxjσmσc) + εbjmεcknxixjxkσiσmσn}

= − 6

|x|3
{x24εabcεibcxi + x4εabc(εcknεibnxixk + εbjmεimcxixj) + εabcεbjmεcknεimnxixjxk}

となるが，括弧内の各項は，

第 1項 = 2x24δaixi = 2xax
2
4,

第 2項 = x4 {(δakδbn − δanδbk)εibnxixk + (δaiδbm − δamδbi)εbjmxixj}
= −εibaxbxi − εbjaxbxj = −εibaxbxi + εjbaxbxj = 0,

第 3項 = −(δajδcm − δamδcj)(δciδkm − δcmδki)xixjxk

= −(δajδik − 3δajδki − δijδak + δajδki)xixjxk = 2xax
2
k

となるので，

εaνρσTr(∂νg1g
−1
1 ∂ρg1g

−1
1 ∂σg1g

−1
1 ) = − 12

|x|6
xa(x

2
4 + x2k) = − 12

|x|4
xa
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となる．これらの µの場合を合わせると，結局，以下となることがわかる．

Q =
1

2π2

∫
dσµ

xµ
|x|4

=
1

2π2

∫
dΩ =

1

2π2
· 2π2 = 1. (2.33)

ただし，dσµ = xµ|x|2 dΩ,
∫
dΩ = 2π2を用いた．

以上より，式 (2.25)が実際にゲージ場に対するトポロジカルチャージを与えることが示せた．
そのようなトポロジカルチャージは，境界条件を満たすYang-Mills方程式の解を一意に分類する．
それらの解のうち，|Q| = kのものを k-インスタントン (k-instanton)，|Q| > 1のものをマルチ
インスタントン (multi-instanton)，|Q| < 0のものをアンチインスタントン (anti-instanton)など
という．また，k = |Q|をインスタントン数 (instanton number)という．

2.2.4 自己双対条件

Yang-Mills方程式と Bianchiの恒等式を見比べると，以下の条件を満たす場は自動的に Yang-

Mills方程式を満たすことがわかる．

F̃µν =
1

2
εµνρσFρσ = ±Fµν (2.34)

この条件を (反)自己双対条件 ((Anti-)Self-Dual condition)または (A)SD条件という∗)．ここで，
場の強さとその双対の変換性より，自己双対条件は明らかにゲージ不変であることに注意．また，
自己双対条件は与えられたゲージ場がYang-Mills方程式の解であるための十分条件であるが，必
要十分条件ではないことに注意．自己双対条件は，以下のようにして作用の表式からも導かれる．
場の強さの反対称性を思い出すと，

F̃µνF̃µν =
1

4
εµνρσεµναβFρσFαβ =

1

2
(δραδσβ − δρβδσα)FρσFαβ

=
1

2
Fρσ(Fρσ − Fσρ) = FµνFµν (2.35)

となるので，式 (2.19)は以下のように平方完成できる．

SYM = − 1

4g2

∫
d4xTr(FµνFµν + F̃µνF̃µν)

= − 1

4g2

∫
d4xTr(Fµν ± F̃µν)

2 ∓ 1

2g2

∫
d4xTr(FµνF̃µν). (2.36)

このとき，第 1項は先と同様に正となることがわかる．また，第 2項はトポロジカルチャージQ

を用いて以下のように書ける．

∓ 1

2g2

∫
d4xTr(FµνF̃µν) = ±8π2

g2

{
− 1

16π2

∫
d4xTr(FµνF̃µν)

}
=

8π2

g2
|Q|.

これより，4次元ユークリッド空間における pure Yang-Mills理論の作用は正であるだけでなく，
以下のような不等式を満たすことがわかる．

SYM ≥ 8π2

g2
|Q|. (2.37)

∗)式 (2.34)の符号が正の場合が self-dual，負の場合が anti-self-dual．
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自己双対条件はこの不等式の等号成立条件であり，作用の極小を与える条件であることがわかる．
また，これより，自己双対条件を満たす解の作用は常にトポロジカルチャージの 8π/g倍に等しい
ことに注意．
自己双対なテンソルと自己双対条件について考えてみる．まず，テンソルFµνが自己双対ならば，

Fµν = ±1

2
εµνρσFρσ = ∓1

2
ενµρσFρσ = −Fνµ

より Fµν は反対称テンソルである．すると，Fµν の成分は
0 F12 F13 F14

−F12 0 F23 F24

−F13 −F23 0 F34

−F14 −F24 −F24 0


と書け，独立な成分は 6つであることがわかる．これにさらに自己双対条件が課されると独立な
成分は 3つとなり，それらを定める自己双対条件のトリビアルでない成分はたかだか 3つである
ことがわかる．それらを書き下すと，

F̃12 =
1

2
ε12ρσFρσ =

1

2
(F34 − F43) = F34 = ±F12,

F̃13 =
1

2
ε13ρσFρσ =

1

2
(F42 − F24) = F42 = ±F13,

F̃14 =
1

2
ε14ρσFρσ =

1

2
(F23 − F23) = F23 = ±F14,

改めて書いて，以下のようになる．

F12 = ±F34, F13 = ±F42, F14 = ±F23. (2.38)

自己双対なテンソルは反対称性を持つので添え字の順番に注意．自己双対なテンソルとしては，
以下の’t Hooftの η記号が重要である (付録A.4)．

ηa(±)
µν = εaµν4 ± (δaµδν4 − δaνδµ4), η̃a(±)

µν =
1

2
εµνρση

a(±)
ρσ = ±ηa(±)

µν .

また，’t Hooft行列 η
(±)
µν = η

a(±)
µν σaも同様に自己双対である (付録A.9)．

自己双対条件は与えられたゲージ場が Yang-Mills方程式の解となるための十分条件であるが，
それでも自己双対条件からは多くのインスタントンが導かれる (知られているインスタントンの
ほとんどは自己双対である)．4次元 pure Yang-Mills理論において，自己双対インスタントンを
扱う分野を自己双対Yang-Mills (ASDYM)という．

2.3 ’t Hooftインスタントン

自己双対条件を用いて解を探すには，何かしらのアンザッツを仮定しなければならない．’t Hooft

アンザッツに自己双対条件を課すと，自己双対Yang-Millsにおける応用上重要なインスタントン
である’t Hooft解が得られる．’t Hooft解は任意個数の特異点を持つ解であるが，それらのうち
のいくつかは特異なゲージ変換によって取り除くことができる．
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2.3.1 ’t Hooftアンザッツと’t Hooft解

以下のアンザッツを’t HooftアンザッツまたはCFtHWアンザッツという [4, 5, 6]∗)．

Aµ(x) =
i

2
η(−)
µν ∂ν lnϕ(x). (2.39)

ただし，ϕ(x)は実関数であり，アンザッツの未知関数である．また，η(±)
µν は’t Hooft行列である．’t

Hooft行列についての性質をいくつか思い出しておく．

[η(±)
µν , η

(±)
ρσ ] = 2i(δµρη

(±)
νσ + δνση

(±)
µρ − δµση

(±)
νρ − δνρη

(±)
µσ ),

εµνρση
(±)
τσ = ±(δµτη

(±)
νρ + δντη

(±)
ρµ + δρτη

(±)
µν ),

η̃(±)
µν =

1

2
εµνρση

(±)
ρσ = ±η(±)

µν .

自己双対条件を課すために，まず，’t Hooftアンザッツから場の強さ Fµν を求める．すると，

Fµν =
i

2
η(−)
νρ ∂µ∂ρ lnϕ− i

2
η(−)
µρ ∂ν∂ρ lnϕ− 1

4
[η(−)
µρ , η

(−)
νσ ](∂ρ lnϕ)(∂σ lnϕ)

=
i

2
η(−)
νρ ∂µ∂ρ lnϕ− i

2
η(−)
µρ ∂ν∂ρ lnϕ

− i

2
(δµνη

(−)
ρσ + δρση

(−)
µν − δµση

(−)
ρν − δρνη

(−)
µσ )(∂ρ lnϕ)(∂σ lnϕ)

=
i

2
η(−)
νρ {∂µ∂ρ lnϕ− (∂µ lnϕ)(∂ρ lnϕ)}

− i

2
η(−)
µρ {∂ν∂ρ lnϕ− (∂ν lnϕ)(∂ρ lnϕ)} −

i

2
η(−)
µν (∂ρ lnϕ)

2. (2.40)

次に，Fµν の双対 F̃µν を求めると，

F̃µν =
i

2
εµναβη

(−)
βρ {∂α∂ρ lnϕ− (∂α lnϕ)(∂ρ lnϕ)} −

i

4
εµναβη

(−)
αβ (∂ρ lnϕ)

2

=
i

2
(δµρη

(−)
να + δνρη

(−)
αµ + δαρη

(−)
µν ){∂α∂ρ lnϕ− (∂α lnϕ)(∂ρ lnϕ)}+

i

2
η(−)
µν (∂ρ lnϕ)

2

=
i

2
η(−)
να {∂µ∂α lnϕ− (∂µ lnϕ)(∂α lnϕ)}

− i

2
η(−)
µα {∂ν∂α lnϕ− (∂ν lnϕ)(∂α lnϕ)}+

i

2
η(−)
µν ∂α(∂α lnϕ). (2.41)

これで自己双対条件を用いる準備が整った．まず，自己双対条件として Fµν = F̃µν を課すことに
する．すると，η(−)

νρ , η
(−)
µρ の項は既に満たされているので，

∂ρ(∂ρ lnϕ) + (∂ρ lnϕ)
2 = ∂ρ

(
∂ρϕ

ϕ

)
+

(
∂ρϕ

ϕ

)2

=
�ϕ
ϕ

− ∂ρϕ

ϕ2
∂ρϕ+

(
∂ρϕ

ϕ

)2

= 0

すなわち，

�ϕ
ϕ

= 0 (2.42)

∗)アンザッツ (ansatz)とはドイツ語で処方箋という意味であり，解の形の仮定を指す言葉として用いられる．
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がアンザッツの未知関数に課される条件であることがわかる．この解は，正則なものに限れば ϕ

が一定となる自明なものしか存在しない．しかし，正則でないもの，例えば，以下のような解は
x = 0で特異な非自明解である．

ϕ(x) =
1

|x|2
. (2.43)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ̸= 0のとき，∂ρ|x| = xρ/|x|と ∂ρxρ = 4に注意して，

�ϕ
ϕ

=
1

ϕ
∂ρ

(
−2xρ
|x|4

)
=

1

ϕ

(
− 8

|x|4
+

8

|x|4

)
= 0.

また，dσµ = xµ|x|2 dΩ,
∫
dΩ = 2π2であることを思い出すと，∫

�ϕdx4 =
∫
∂ρ

(
1

|x|2

)
dσρ =

∫ (
−2xρ
|x|4

)
xρ|x|2 dΩ = −4π2.

故に，�ϕ = −4π2δ4(x)であり，

1

ϕ
�ϕ = −4π2|x|2δ4(x) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

この一般的な形として，定数項を含む以下の形が考えられる．

ϕ(x) = 1 +

N∑
i=1

λ2i
|xµ − aiµ|2

. (2.44)

ただし，λiは実定数であり，aiµは 4次元ユークリッド空間内の位置である．これを’t Hooft解
という．また，定数項を含まない以下のような形も考えられる．

ϕ(x) =

N+1∑
i=1

λ2i
|xµ − aiµ|2

. (2.45)

これを JNR解 (Jackiw-Nohl-Rebbi solution)という [7]．JNR解は，λ2N+1/a
2
N+1 = 1を保ちな

がら極限 a2N+1 → ∞, λ2N+1 → ∞をとることで’t Hooft解に帰着する∗)．
式 (2.44)でN = 0の場合，ϕ(x) = 1よりゲージ場は 0となるのでQ = 0の真空解に対応する

ことがわかる．以後，N ≥ 1の場合の’t Hooft解について見ていく．

2.3.2 ’t Hooft 1-インスタントン

式 (2.44)でN = 1の場合，yµ = xµ − a1µ, y
2 = yµyµと置くと，ϕ(x)は以下のように書ける．

ϕ(x) = 1 +
λ21
y2
. (2.46)

∗)caloronにおいては，JNR解が必ずしも’t Hooft解の一般化であるとは限らない [40]．
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これを式 (2.39)に代入すれば，∂µyρ = δµρ, ∂µy = yµ/y, ∂µy
2 = 2yµなどに注意して，

Aµ(x) =
i

2
η(−)
µν ∂ν{ln(y2 + λ21)− 2 ln y} = iη(−)

µν

(
yν

y2 + λ21
− yν
y2

)
= −iη(−)

µν

λ21yν
y2(y2 + λ21)

(2.47)

となることがわかる．すると，場の強さは，

Fµν = −iη(−)
νρ

{
λ21δµρ

y4 + λ21y
2
− λ21yµyρ

(y4 + λ21y
2)2

(4y2 + 2λ21)

}
+ iη(−)

µρ

{
λ21δνρ

y4 + λ21y
2
− λ21yνyρ

(y4 + λ21y
2)2

(4y2 + 2λ21)

}
− 2i

λ41yρyσ
(y4 + λ21y

2)2
(δµνη

(−)
ρσ + δρση

(−)
µν − δµση

(−)
ρν − δρνη

(−)
µσ )

= 2iη(−)
µν

λ21
(y2 + λ21)

2
+ 4iη(−)

νρ

λ21
(y2 + λ21)

2

yµyρ
y2

− 4iη(−)
µρ

λ21
(y2 + λ21)

2

yνyρ
y2

= 2i
λ21

(y2 + λ21)
2

{
η(−)
µν +

2

y2
(η(−)
νρ yµ − η(−)

µρ yν)yρ

}
(2.48)

となり，これより作用も以下のようにして求められる．まず，

Tr

{
η(−)
µν +

2

y2
(η(−)
νρ yµ − η(−)

µρ yν)yρ

}2

= Tr

{
η(−)
µν +

2

y2
(η(−)
νρ yµ − η(−)

µρ yν)yρ

}{
η(−)
µν +

2

y2
(η(−)
νσ yµ − η(−)

µσ yν)yσ

}
= Tr

{
η(−)
µν η

(−)
µν +

2

y2
η(−)
µν (η(−)

νσ yµ − η(−)
µσ yν)yσ +

2

y2
(η(−)
νρ yµ − η(−)

µρ yν)η
(−)
µν yρ

+
4

y4
(η(−)
νρ yµ − η(−)

µρ yν)(η
(−)
νσ yµ − η(−)

µσ yν)yρyσ

}
となるが，

Tr(η(±)
µν η

(±)
αβ ) = 2(±εµναβ + δµαδνβ − δµβδνα),

Tr(η(±)
µν η

(±)
µα ) = 6δνα, Tr(η(±)

µν η
(±)
µν ) = 24

に注意すれば，トレース内の各項は，

第 1項 = 24,

第 2項 =
2

y2
(−6δµσyµ − 6δνσyν)yσ = −24,

第 3項 =
2

y2
(−6δρµyµ − 6δρνyν)yρ = −24,

第 4項 =
4

y4
Tr(η(−)

νρ η
(−)
νσ y

2 + η(−)
µρ η

(−)
µσ y

2 − η(−)
νρ η

(−)
µσ yµyν − η(−)

µρ η
(−)
νσ yνyµ)yρyσ

=
4

y4
{12δρσy2 − 2(−ενρµσ + δνµδρσ − δνσδρµ)yµyν

− 2(−εµρνσ + δµνδρσ − δµσδρν)yνyµ}yρyσ = 48,
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となり，

Tr

{
η(−)
µν +

2

y2
(η(−)
νρ yµ − η(−)

µρ yν)yρ

}2

= 24− 24− 24 + 48 = 24

となって，以下が得られる．

SYM =
2λ41
g2

· 24
∫

d4x

(y2 + λ21)
4
. (2.49)

残りの積分は 4次元球座標をとることで計算できる．d4x = y3dy dΩ,
∫
dΩ = 2π2に注意すると，∫

d4x

(y2 + λ21)
4
= 2π2

∫ ∞

0

y3dy

(y2 + λ21)
4
= 2π2

∫ π
2

0

1

λ81 sec
8 θ

· λ31 tan3 θ · λ1 sec2 θ dθ

=
2π2

λ41

∫ π
2

0
cos3 θ sin3 θ dθ

(
y = λ1 tan θ

dy = λ1 sec
2 θ dθ

y 0 → ∞
θ 0 → π/2

)

となるが，∫ π
2

0
cos3 θ sin3 θ dθ =

∫ π
2

0

(
eiθ + e−iθ

2

)3(
eiθ − e−iθ

2i

)3

dθ

= − 1

64i

∫ π
2

0
(e2iθ − e−2iθ)3 dθ = − 1

64i

∫ π
2

0
(e6iθ − 3e2iθ + 3e−2iθ − e−6iθ) dθ

= − 1

32

∫ π
2

0
(sin 6θ − 3 sin 2θ) dθ =

1

32

[
1

6
cos 6θ − 3

2
cos 2θ

]π
2

0

= − 1

16

(
1

6
− 3

2

)
=

1

12

なので，結局，以下となることがわかる．

SYM =
2λ41
g2

· 24 · 2π
2

λ41
· 1

12
=

8π2

g2
· (+1). (2.50)

これと式 (2.37)を比較すれば，’t Hooft 1-インスタントンはチャージQ = +1を持つ解であると
見なせる．また，’t Hooftアンザッツの式 (2.39)で η

(−)
µν を η

(+)
µν に置き換えたアンザッツ

Aµ(x) =
i

2
η(+)
µν ∂ν lnϕ(x)

を用いると，η(−)
µν と η

(+)
µν が入れ換わり，Q = −1の場合となることがわかる．

2.3.3 ’t Hooft解のゲージ変換とBPST解

前小節の式 (2.46)は y = 0，すなわち xµ = aµで特異となっている．このように解が特異点を
持っていると不便なので，適当なゲージ変換を行って特異点を取り除くことを考える．それには，
2.2.3小節で扱った以下のようなゲージを用いればよい．

g1(y) =
yν
|y|
e†ν . (2.51)
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ただし，yµ = xµ − a1µ, y
2 = yµyµである．ゲージ変換を行う前に，まず，

g−1
1 = g†1 =

yν
|y|
eν , eµe

†
ν = δµν12 + iη(−)

µν

より

∂µg1 = ∂µ
1

|y|
yνe

†
ν +

1

|y|
∂µyνe

†
ν = − yµ

|y|3
yνe

†
ν +

1

|y|
δµνe

†
ν = − yµ

|y|2
g1 +

1

|y|
e†µ,

g−1
1 ∂µg1 = − yµ

|y|2
12 +

yν
|y|2

(δνµ12 + iη(−)
νµ ) = −iη(−)

µν

yν
|y|2

となることを用いて，式 (2.47)を以下のように変形しておく．

Aµ(x) = g−1
1 ∂µg1

λ21
y2 + λ21

. (2.52)

これを見ると，この時点で既に特異点が取り除かれているように見えるが，まだ g1の中に特異点
が含まれる．ここで，解は (無限遠方でなく) yµ → 0，すなわち，xµ → aµでピュアゲージ g−1

1 ∂µg1

に近づくことに注意．これを先のゲージで変換すれば，ひとまず，以下のようになる．

Aµ(x) 7→ A′
µ(x) = g1

(
g−1
1 ∂µg1

λ21
y2 + λ21

)
g−1
1 + g1∂µg

−1
1

= g1∂µg
−1
1

(
− λ21
y2 + λ21

+ 1

)
= g1∂µg

−1
1

y2

y2 + λ21
. (2.53)

これを見ると，A′
µ(x)が無限遠方でピュアゲージに近づくのは明らかである．また，

e†µeν = δµν12 + iη(+)
µν

に注意すれば，

∂µg
−1
1 = ∂µ

1

|y|
yνeν +

1

|y|
∂µyνeν = − yµ

|y|3
yνeν +

1

|y|
δµνeν = − yµ

|y|2
g−1
1 +

1

|y|
eµ,

g1∂µg
−1
1 = − yµ

|y|2
12 +

yν
|y|2

(δνµ12 + iη(+)
νµ ) = −iη(+)

µν

yν
|y|2

となり，A′
µ(x)は以下のような特異点を持たない解であることがわかる．

A′
µ(x) = −iη(+)

µν

yν
y2 + λ21

= −iη(+)
µν

(x− a1)ν
|x− a1|2 + λ21

(2.54)

(特異なゲージ場に対して特異なゲージ変換を行うことで，特異でないゲージ場が得られたことに
注意)．この解をBPST解 (Belavin-Polyakov-Schwartz-Tyupkin solution)という [8]．
A′
µ(x)を用いて再び場の強さと作用を求めてみる．まず，場の強さを求めると，

F ′
µν = −iη(+)

νρ

{
δµρ

y2 + λ21
− 2yµyρ

(y2 + λ21)
2

}
+ iη(+)

µρ

{
δνρ

y2 + λ21
− 2yνyρ

(y2 + λ21)
2

}
− 2i(δµνη

(+)
ρσ + δρση

(+)
µν − δµση

(+)
ρν − δρνη

(+)
µσ )

yρyσ
(y2 + λ21)

2
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= 2iη(+)
µν

1

y2 + λ21
− 2iη(+)

µν

y2

(y2 + λ21)
2

= 2iη(+)
µν

λ21
(y2 + λ21)

2
= 2iη(+)

µν

λ21
(|x− a1|2 + λ21)

2
(2.55)

となり，これも特異点を持たない．また，η(+)
µν が自己双対であることにより Fµν は明らかに自己

双対条件の解である．これより作用を求めると，

SYM = − 1

2g2

∫
dx4TrF ′

µν
2 =

2λ41
g2

Tr(η(+)
µν η

(+)
µν )

∫
d4x

(y2 + λ21)
4

=
2λ41
g2

· 24
∫

d4x

(y2 + λ21)
4

(2.56)

となって式 (2.49)に帰着し，BPST解はQ = 1を持つインスタントンであることがわかる．

2.3.4 ’t Hooft N-インスタントン

式 (2.44)でN が一般の場合を考える．まず，解をそのままアンザッツに代入すると，

Aµ(x) =
i

2
η(−)
µν ∂ν ln

(
1 +

N∑
i=1

λ2i
y2i

)
= −iη(−)

µν

(
N∑
i=1

λ2i yiν
y4i

)/1 +
N∑
j=1

λ2j
y2j

 (2.57)

となる．ただし，yiµ = (x− ai)µ, y
2
i = yiµyiµである．ここで，前小節と同様に

g−1
1 (yi)∂µg1(yi) = −iη(−)

µν

yiν
y2i

となるゲージを考えれば，Aµ(x)は以下のように書き換えられる．

Aµ(x) =

N∑
i=1

g−1
1 (yi)∂µg1(yi)fi(x), fi(x) =

(
λ2i
y2i

)/1 +

N∑
j=1

λ2j
y2j

 . (2.58)

ここで，極限 x→ aiを考えると，fj(x) → δij より

Aµ(x) → g−1
1 (yi)∂µg1(yi)

となるので，’t Hooft N -インスタントンはN 個の’t Hooft 1-インスタントンがそれぞれ x = ai

に配置されたような解と見なすことができる．
この解はN 個の特異点を持つので，前小節と同様に適当なゲージ変換を行って特異点を取り除

くことを考える．それには，以下のようなゲージを考える．

gN (x) =
1

|Z|
Zνe

†
ν , Zν(x) =

N∑
i=1

γi

(
yiν
y2i

)
. (2.59)

ただし，γiは任意の実数である．このゲージにより，解は以下のように変換される．

Aµ(x) 7→ A′
µ(x) = gN (x)Aµg

−1
N (x) + gN (x)∂µg

−1
N (x).
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すると，ある iに対して極限 yi → 0を考えたとき，

Zν → γi

(
yiν
y2i

)
, |Z|2 → γ2i

y2i

より

gN (yi) →
|yi|
γi

· γi
(
yiν
y2i

)
e†ν =

yiν
|yi|

e†ν = g1(yi)

となるので，始めにあったN 個の特異点は以下のようにすべて取り除かれることがわかる．

A′
µ(x) −−−→x→ai

g1(yi){g−1
1 (yi)∂µg1(yi)}g−1

1 (yi) + g1(yi)∂µg
−1
1 (yi) + · · ·

= −g1(yi)∂µg−1
1 (yi) + g1(yi)∂µg

−1
1 (yi) + · · ·

= 0 + · · · . (2.60)

ところが，N ≥ 1の場合には，このゲージ変換によって新たな特異点が生じてしまうことがある．
例えば，N = 2, γ1 = γ2 = 1としたとき，2つの特異点の中点 āµ = 1

2(a1 + a2)µにおいて

Zµ =
xµ − a1µ
(x− a1)2

+
xµ − a2µ
(x− a2)2

= 0

となり，始めにあった特異点 xµ = a1µ, a2µが取り除かれる代わりに新たな特異点 xµ = āµが生
じてしまう．これについては，すべての特異点が 4次元ユークリッド空間内の同一直線上に並ん
でいれば，適当な γiが存在し，特異点を持たない解へ変換できることが示されている [10]．例え
ば，今のN = 2の場合は γ1 = −γ2 = 1とすれば完全に特異点を取り除くことができる．
最後に，’t Hooft N -インスタントンの作用が 8π2N/g2となることを示しておく．’t Hooftイン

スタントンは自己双対なので，作用は以下のように書ける．

SYM = − 1

2g2

∫
d4xTr(FµνF̃µν). (2.61)

このとき，被積分関数は Bianchiの恒等式などを用いて式 (2.26)のように書き換えられ，さらに
解が特異点を持たなければ，ストークスの定理を用いて式 (2.28)のような S3

∞上での積分へ書き
換えられるのであった．ところが，今の場合，解は無限遠方ではなく各極の近傍でピュアゲージ
に近づく．すると，各極を囲む微小球面 σiでは式 (2.27)が成り立ち，ストークスの定理より，

− 1

24π2

∫
σi

dσµTr{g1(yi)∂µg−1
1 (yi)g1(yi)∂µg

−1
1 (yi)g1(yi)∂µg

−1
1 (yi)}

= +
1

24π2

∫
σi

dσµTr{∂µg1(yi)g−1
1 (yi)∂µg1(yi)g

−1
1 (yi)∂µg1(yi)g

−1
1 (yi)}

= −1. (2.62)

これと，今の場合は S3
∞上での寄与がないこと，微小球面の法線ベクトルが内向きであることに

注意すれば，

SYM =
8π2

g2
{0− (−1)− (−1)− · · · − (−1)} =

8π2

g2
N. (2.63)
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2.4 WittenのLiouville解

’t Hooft解は，アンザッツより本質的に 4次元球対称である．一方，Liouville解は 4次元円柱
座標によって記述され，円柱対称性を持つ．Liouville解はWittenによって発見され，その導出
の過程には Liouville方程式と呼ばれる非線形偏微分方程式が登場する．

2.4.1 コーシー・リーマンの定理

Liouville解についてみる前に，複素関数論におけるコーシー・リーマンの定理を復習しておく．
複素平面 z = x+ iy上で定義された複素関数

w(z) = u(x, y) + iv(x, y) (2.64)

の微分が極限の取り方に依らず一意に決まるとき，w(z)は解析的であるといい，そのような性質
を持つ関数を解析関数という．解析関数 w(z) = u(x, y) + iv(x, y)の微分

∂w

∂z
= lim

∆x,∆y→0

u(x+∆x, y +∆y) + iv(x+∆x, y +∆y)− u(x, y)− iv(x, y)

∆x+ i∆y
(2.65)

を考えると，定義より∆y = 0として x→ 0としても∆x = 0として y → 0としてもよいので，

∂w

∂z
= lim

∆x→0

u(x+∆x, y) + iv(x+∆x, y)− u(x, y)− iv(x, y)

∆x
= ux + ivx

= lim
∆y→0

u(x, y +∆y) + iv(x, y +∆y)− u(x, y)− iv(x, y)

i∆y
= −iuy + vy,

すなわち，任意の解析関数 w(z)に対して以下が成り立つことがわかる．

ux = vy, uy = −vx. (2.66)

逆に，これらを満たす任意の関数は解析関数となることも示せる．これをコーシー・リーマンの
定理といい，式 (2.66)をコーシー・リーマンの方程式という．複素関数w(z) = u(x, y) + iv(x, y)

が解析的ならば，コーシー・リーマンの方程式より

uxx + uyy = vxy − vyx = 0, vxx + vyy = −uxy + vyx = 0

となるので，以下のようにして解析関数は常にラプラス方程式を満たすことがわかる．

∇2w(z) = uxx + uyy + i(vxx + vyy) = 0. (2.67)

2.4.2 Wittenのアンザッツ

4次元円柱座標 (cylindrical coordinate){
t = x0

r = (xixi)
1/2 (i = 1, 2, 3)

(2.68)
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において，以下のようなアンザッツを考える [11]．

Aa0 =
A0

r
xa, Aaj =

φ2 + 1

r2
εjakxk +

φ1

r3
(δjar

2 − xjxa) +
A1

r2
xjxa. (2.69)

ただし，a = 1, 2, 3は内部空間の添え字であり，φ1, φ2, A0, A1はアンザッツの未知関数である．
これより，場の強さ F aµν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − εabcAbµA

c
ν を求めてみる．∂i = (∂ir)∂r = (xi/r)∂r,

εijkεiℓm = δjℓδkm − δjmδkℓ, xixi = r2などに注意すると，まず，

F a0i = ∂0

{
φ2 + 1

r2
εiakxk +

φ1

r3
(δiar

2 − xixa) +
A1

r2
xixa

}
− ∂i

(
A0

r
xa
)

− εabc
A0

r

{
φ2 + 1

r2
εickxbxk +

φ1

r3
(xbδicr

2 − xixbxc) +
A1

r2
xixbxc

}
=
∂0φ2

r2
εiakxk +

∂0φ1

r3
(δiar

2 − xixa) +
∂0A1

r2
xixa −

∂rA0

r2
xixa +

A0

r3
xixa −

A0

r
δia

− A0(φ2 + 1)

r3
(−δiar2 + xixa)−

A0φ1

r2
εiakxk

= (∂0φ2 −A0φ1)
εiakxk
r2

+ (∂0φ1 +A0φ2)
(δair

2 − xaxi)

r3
+ r2(∂0A1 − ∂rA0)

xaxi
r4

となる (添え字の上下は気にしなくてよい)．次に，(1/2)εijkF
a
jkは，ひとまず，

1

2
εijkF

a
jk = εijk∂jA

a
k −

1

2
εijkεabcA

b
jA

c
k

= εijk∂j

{
φ2 + 1

r2
εkaℓxℓ +

φ1

r3
(δkar

2 − xkxa) +
A1

r2
xkxa

}
− 1

2
εijkεabc

{
φ2 + 1

r2
εjbℓxℓ +

φ1

r3
(δjbr

2 − xjxb) +
A1

r2
xjxb

}
·
{
φ2 + 1

r2
εkcmxℓ +

φ1

r3
(δkcr

2 − xkxc) +
A1

r2
xkxc

}
となるが，最右辺は，

第 1項

= εijk

{
∂rφ2

r3
εkaℓxjxℓ − 2

φ2 + 1

r4
εkaℓxjxℓ +

φ2 + 1

r2
εkaℓδjℓ

+
∂rφ1

r4
(δkaxjr

2 − xjxkxa)− 3
φ1

r5
(δkaxjr

2 − xjxkxa) +
φ1

r3
(2δkaxj − δjkxa − δjaxk)

+
∂rA1

r3
xjxkxa − 2

A1

r4
xjxkxa +

A1

r2
(δjkxa + δjaxk)

}
= εijk

{(
∂rφ2

r3
− 2

φ2 + 1

r4

)
εkaℓxjxℓ +

φ2 + 1

r2
εkaj +

(
∂rφ1

r2
− φ1

r3

)
δkaxj −

(
φ1

r3
− A1

r2

)
δjaxk

}
=

(
∂rφ2

r3
− 2

φ2 + 1

r4

)
(δiar

2 − xixa) +
φ2 + 1

r2
2δia −

(
∂rφ1

r2
− φ1

r3

)
εiasxs −

(
φ1

r3
− A1

r2

)
εiasxs

=
δiar

2 − xixa
r3

∂rφ2 + 2
xixa
r4

(φ2 + 1)− εiasxs
r2

(∂rφ1 −A1),

第 2項
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= −1

2
εijkεabc

{
(φ2 + 1)2

r4
εjbℓεkcmxℓxm +

φ2 + 1

r3
φ1(εjbℓδkcxℓ + εkcmδjbxm)

−
(
φ2 + 1

r5
φ1 −

φ2 + 1

r4
A1

)
(εjbℓxℓxkxc + εkcmxmxjxb)

−
(
φ2
1

r4
− φ1A1

r3

)
(δjbxkxc + δkcxjxb)−

φ2
1

r2
δjbδkc

}
= −(φ2 + 1)2

r4
xixa −

φ2 + 1

r3
φ1εiasxs +

(
φ2 + 1

r5
φ1 −

φ2 + 1

r4
A1

)
εiasxsr

2

+

(
φ2
1

r4
− φ1A1

r3

)
(δiar

2 − xixa)−
φ2
1

r2
δia

= −xixa
r4

(φ2 + 1)2 − εiasxs
r2

(φ2 + 1)A1 +
δiar

2 − xixa
r4

φ2
1 −

δiar
2 − xixa
r3

φ1A1 −
δia
r2
φ2
1

となるので，以下となることがわかる．

1

2
εijkF

a
jk =

δiar
2 − xixa
r3

∂rφ2 + 2
xixa
r4

(φ2 + 1)− εiasxs
r2

(∂rφ1 −A1)−
xixa
r4

(φ2 + 1)2

− εiasxs
r2

(φ2 + 1)A1 +
δiar

2 − xixa
r4

φ2
1 −

δiar
2 − xixa
r3

φ1A1 −
δia
r2
φ2
1

= −εiasxs
r2

(∂rφ1 +A1φ2) +
δiar

2 − xixa
r3

(∂rφ2 − φ1A1) +
xixa
r4

(1− φ2
1 − φ2

2).

ここで，∂r = ∂1と書くことにすれば，結局，場の強さは以下のようになる．

F a0i = (∂0φ2 −A0φ1)
εiakxk
r2

+ (∂0φ1 +A0φ2)
(δair

2 − xaxi)

r3

+ r2(∂0A1 − ∂1A0)
xaxi
r4

, (2.70)

1

2
εijkF

a
jk = −εiasxs

r2
(∂1φ1 +A1φ2) +

δiar
2 − xixa
r3

(∂1φ2 − φ1A1)

+
xixa
r4

(1− φ2
1 − φ2

2). (2.71)

これらより作用Aを求めると，クロスタームがことごとく消えることに注意して，

A =
1

4

∫
d3x

∫
dt F aµνF

a
µν =

1

2

∫
d3x

∫
dt

{
F a0iF

a
0i +

(
1

2
εijkF

a
jk

)(
1

2
εiℓmF

a
ℓm

)}
= 2π

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

0
dr r2

{
(∂0φ2 −A0φ1)

2 2

r2
+ (∂0φ1 +A0φ2)

2 2

r2
+ (∂0A1 − ∂1A0)

2

+
2

r2
(∂1φ1 +A1φ2)

2 +
2

r2
(∂1φ2 −A1φ1)

2 +
1

r4
(1− φ2

1 − φ2
2)

2

}
= 8π

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

0
dr

{
1

2
(Dµφi)

2 +
1

8
r2F 2

µν +
1

4r2
(1− φ2

1 − φ2
2)

2

}
(2.72)

となるが，これは φ0, φ1, A0, A1 をそれぞれヒッグス場，ゲージ場と見なせば 2次元 Abelian

Higgsモデルの作用と一致する．ただし，µ, ν = 0, 1, i, j = 1, 2であり，

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Dµφi = ∂µφi + εijAµφj
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はそれぞれ 2次元 Abelian Higgsモデルにおける場の強さと共変微分である．また，曲率 gµν を
持つ空間におけるAbelian Higgsモデルの作用∫

d2x
√
g

{
1

2
gµνDµφiDνφi +

1

8
gµαgνβFµνFαβ +

1

4
(1− φ2

1 − φ2
2)

2

}
と比較すると，以下などより，今の作用は gµν = r2δµν の場合に対応することがわかる．

ds2 = gµνdx
µdxν =

1

r2
(dt2 + dr2),

√
g =

√
1

r2
· 1

r2
=

1

r2
,

1

2
gµνDµϕiDνϕi =

1

2
r2(Dµϕi)

2, gµαgνβFµνFαβ = r4F 2
µν .

2.4.3 Liouville解

式 (2.69)のアンザッツに自己双対条件を課して解を求めることを考える．今の場合，条件は

F a0i =
1

2
εijkF

a
jk (2.73)

であるが，式 (2.70), (2.71)より，以下であれば十分であることがわかる．

∂0φ1 +A0φ2 = ∂1φ2 −A1φ1, (2.74)

∂1φ1 +A1φ2 = −(∂0φ2 −A0φ1), (2.75)

r2(∂0A1 − ∂1A0) = 1− φ2
1 − φ2

2. (2.76)

これらを解くには，ゲージ固定条件 ∂µAµ = 0がAµ = εµν∂νψを満たす ψが存在することと同値
であることに注意する．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aµ = εµν∂νψ ⇒ ∂µAµ = 0は ∂µ∂ν = ∂ν∂µより明らかである．逆は，まず，

A0 = ∂1ψ ⇐⇒ ψ(r, t) =

∫ r0

0
A0 dr + f(t). (f は任意関数)

次に，

∂0ψ =

∫ r0

0
∂0A0 dr + f ′(t) = −A1

⇐⇒ f(t) = −
∫ t0

0

(∫ r0

0
∂0A0 dr +A1

)
dt+ g(r). (gは任意関数)

すると，∂µAµ = 0ならば，

g′(r) =

∫ t0

0
(∂0A0 + ∂1A1) dt = 0 ⇐⇒ g(r) = C (C は任意定数)

となり，以下のようなAµ = εµν∂νψを満たす ψが存在する．

ψ(r, t) =

∫ r0

0
A0 dr −

∫ t0

0

(∫ r0

0
∂0A0 dr +A1

)
dt+ C.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

25

Soryushiron Kenkyu



14:39, 25th Apr, 2014

このようなゲージ固定を用いると，A0 = ∂1ψ, A1 = −∂0ψより，式 (2.74), (2.75)はそれぞれ

∂0φ1 + ∂1ψφ2 = ∂1φ2 − (−∂0ψ)φ1 ⇐⇒ (∂0 − ∂0ψ)φ1 = (∂1 − ∂1ψ)φ2,

∂1φ1 + (−∂0ψ)φ2 = −(∂0φ2 − ∂1ψφ1) ⇐⇒ (∂1 − ∂1ψ)φ1 = −(∂0 − ∂0ψ)φ2

と書けるが，さらに φ1 = eψχ1, φ2 = eψχ2と置けば，

eψ(∂0ψ + ∂0 − ∂0ψ)χ1 = eψ(∂1ψ + ∂1 − ∂1ψ)χ2 ⇐⇒ ∂0χ1 = ∂1χ2,

eψ(∂1ψ + ∂1 − ∂1ψ)χ1 = −eψ(∂0ψ + ∂0 − ∂0ψ)χ2 ⇐⇒ ∂1χ1 = −∂0χ2

となってコーシー・リーマンの方程式に帰着する，すなわち，z = r + itにおいて

f = χ1 − iχ2 (2.77)

が解析的となる任意のχ1, χ2が式 (2.74), (2.75)の解となることがわかる．すると，残りは式 (2.76)

であるが，これは今までのいくつかの定義を用いると以下のように書き換えられる．

−r2∇2ψ = 1− f∗fe2ψ (2.78)

ただし，∇2 = ∂µ∂µ = ∂20 + ∂21 である．ここで，この条件は零点を持たない任意の解析関数 h(z)

による以下のような変換に対して不変であることに注意．

f 7→ fh, ψ 7→ ψ − 1

2
ln(h∗h). (2.79)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

h(z)は零点を持たない解析関数なので，ln(h∗h)も解析関数である．ところが，解析関数はラプ
ラス方程式を満たすので，

−r2∇2ψ = 1− f∗fe2ψ 7→ −r2∇2

{
ψ − 1

2
ln(h∗h)

}
= −r2∇2ψ

= 1− (fh)∗fhe2ψ−ln(h∗h) = 1− f∗f(h∗h)(h∗h)−1e2ψ = 1− f∗fe2ψ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

また，零点を持つ h(z)による変換は，零点の数だけの孤立した特異点を持つことに注意．
式 (2.78)を解くには，新たに以下のようなアンザッツを導入する．

ψ = ln r − 1

2
ln(f∗f) + ρ. (2.80)

ただし，ρ(z)は新たな未知関数である．これを式 (2.78)に代入すれば，原点と f の零点以外では

− r2∇2

{
ln r − 1

2
ln(f∗f) + ρ

}
= −r2

(
− 1

r2
+∇2ρ

)
= 1− f∗fe2 ln r−ln(f∗f)+2ρ = 1− r2e2ρ ⇐⇒ ∇2ρ = e2ρ (2.81)

となるが，最後の式は Liouville方程式と呼ばれる微分方程式である．その解として，ひとまず
以下のような形が考えられる．

ρ1(z) = − ln

{
1

2
(1− z∗z)

}
. (2.82)
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Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

まず，

∂1 = (∂1z)
∂

∂z
+ (∂1z

∗)
∂

∂z∗
=

∂

∂z
+

∂

∂z∗
,

∂0 = (∂0z)
∂

∂z
+ (∂0z

∗)
∂

∂z∗
= i

∂

∂z
− i

∂

∂z∗
,

∂21 =
∂2

∂z2
+ 2

∂2

∂z∂z∗
+

∂2

∂z∗2
,

∂20 = − ∂2

∂z2
+ 2

∂2

∂z∂z∗
− ∂2

∂z∗2

より∇2 = 4(∂2/∂z∂z∗)であることに注意する．すると，

∇2ρ1(z) = −4
∂2

∂z∂z∗
ln

{
1

2
(1− z∗z)

}
=

∂

∂z

4z

1− z∗z

=
4

1− z∗z
+

4zz∗

(1− z∗z)2
=

4

(1− z∗z)2
.

また，

e2ρ1(z) = e− ln{ 1
4
(1−z∗z)2} =

4

(1− z∗z)2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

ここで，任意の解析関数 g(z)に対して ρ1(g)という関数を考えると，∇2
z = |dg/dz|2∇2

g より

∇2
zρ1(g) =

∣∣∣∣dgdz
∣∣∣∣2∇2

gρ1(g) =

∣∣∣∣dgdz
∣∣∣∣2 e2ρ1(g)

となる．これは，式 (2.81)と因子 |dg/dz|2分だけ異なるが，ρ1(g)の代わりに

ρ(z) = ρ1(g) +
1

2
ln

∣∣∣∣dgdz
∣∣∣∣2

と置けば，

∇2
zρ(z) = ∇2

zρ1(g) =

∣∣∣∣dgdz
∣∣∣∣2 e2ρ1(g) = e

2
{
ρ1(g)+

1
2
ln|dgdz |

2
}
= e2ρ(g),

すなわち，以下も Liouville方程式の解であることがわかる．

ρ(z) = − ln

(
1− g∗g

2

)
+

1

2
ln

∣∣∣∣dgdz
∣∣∣∣2 . (2.83)

これを式 (2.80)に代入すると，ψは以下のようになる．

ψ = ln r − 1

2
ln(f∗f)− ln

(
1− g∗g

2

)
+

1

2
ln

∣∣∣∣dgdz
∣∣∣∣2 = 1

2
ln

∣∣∣∣(dg

dz

)/
f

∣∣∣∣2 − ln

(
1− g∗g

2r

)
.

このとき，(dg/dz)/f が零点や極を持つと ψは特異となるので，特異でない最も一般的な解は以
下であることがわかる．

ψ = − ln

(
1− g∗g

2r

)
, f =

dg

dz
. (2.84)
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ただし，gは r = 0で |g| = 1，r > 0で |g| < 1となるような解析関数である．このような性質を
持ち，かつ z → 0で滑らかな振る舞いをする最も一般的な関数としては，以下が考えられる．

g(z) =

k∏
i=1

(
ai − z

a∗i + z

)
. (2.85)

ただし，aiはRe ai > 0を満たす複素数，すなわち，複素平面の上半面に分布する点である．

2.4.4 Liouville解の性質

式 (2.79)を見ると，解の持つゲージ不変な唯一の性質は f の持つ零点であり，それらがこの解
の性質を決めることがわかる．それを見るために，まず，式 (2.84), (2.85)において k = 1とした

g1(z) =
a1 − z

a∗1 + z

について考えてみる．これより f を求めると，

f =
dg

dz
= − 1

a∗1 + z
− a1 − z

(a∗1 + z)2
= − a∗1 + a1

(a∗1 + z)2
̸= 0 (∵ Re a∗1 > 0)

となり，f は零点を持たないことがわかる．また，このとき，ψを計算してみると，z + z∗ = 2r

に注意して，以下となることがわかる．

1− g∗1g1 = 1− a∗1 − z∗

a1 + z∗
a1 − z

a∗1 + z
=
a1z + a∗1z

∗ + a1z
∗ + a∗1z

|a1 + z∗|2
=

(a1 + a∗1)(z + z∗)

|a1 + z∗|2
,

ψ = − ln
1− g∗g

2r
= − ln

a1 + a∗1
|a1 + z∗|2

= −1

2
ln(h∗h), h(z) =

a1 + a∗1
(a∗1 + z)2

.

ここで，Re a∗1 > 0より h(z)は解析関数なので，これは真空をゲージ変換したものである．k > 2

の場合は，g(z)を微分すると分子の zが 1つ消えるため，f は k − 1個の零点を持つ．
次に，Liouville解のトポロジカルチャージを計算してみる．すると，ひとまず，

Q =
1

32π2

∫
d4xF aµνF̃

a
µν =

1

2π

∫
d2x r2F a0i

(
1

2
εijkF

a
jk

)
=

1

2π

∫
d2x r2

{
− (∂0φ2 −A0φ1)(∂1φ1 +A1φ2)

2

r2

+ (∂0φ1 +A0φ1)(∂1φ2 −A1φ1)
2

r2
+ (∂0A1 − ∂1A0)(1− φ2

1 − φ2
2)

1

r2

}
=

1

2π

∫
d2x

{
εµνεijDµφiDνφj +

1

2
εµνFµν(1− φ2

1 − φ2
2)

}
.

ここで，被積分関数の第 1項は，

εµνεijDµφiDνφj = εµνεij∂µφiDνφj + εµνεijεikAµφkDνφj

= εµνεij∂µ(φiDνφj)− εµνεijφi∂µ(Dνφj) + εµνAµφjDνφj
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となるが，この第 2, 3項は，それぞれ

−εµνεijφi∂µ(Dνφj) = −εµνεijφi∂µ(∂νϕj + εjkAνφk) = εµνφj∂µ(Aνφj)

= εµνφj∂µAνφj + εµνφjAν∂µφj ,

εµνAµφjDνφj = εµνAµφj(∂νφj + εjkAνφk) = εµνAµφj∂νφj .

故に，

εµνεijDµφiDνφj = εµνεij∂µ(φiDνφj) + εµν(φj∂µAνφj + φjAν∂µφj +Aµφj∂νφj)

= εµνεij∂µ(φiDνφj) +
1

2
εµν(∂µAν − ∂νAµ)φjφj

= εµνεij∂µ(φiDνφj) +
1

2
εµνFµν(φ

2
1 + φ2

2)

となり，

1

2π

∫
d2x

{
εµνεijDµφiDνφj +

1

2
εµνFµν(1− φ2

1 − φ2
2)

}
=

1

2π

∫
d2x

{
εµνεij∂µ(φiDνφj) +

1

2
εµνFµν

}
となるが，この被積分関数の第 1項は，ストークスの定理より

1

2π

∫
d2x εµνεij∂µ(φiDνφj) =

1

2π

∮
dxµ εijφiDνφj

となり，これは r → ∞でDνφj → 0となることにより消えるので，結局，作用と同様に以下の
ような 2次元Abelian Higgsモデルにおける表式が得られる．

Q =
1

4π

∫
d2x εµνFµν . (2.86)

ところが，2次元Abelian Higgsモデルのトポロジカルチャージはある領域を囲う経路の位相差の
1/2π倍に比例するので，今の φ1, φ2はある経路の位相差 φにより以下のように関係づけられる．

φ = φ1 + iφ2 = feψ = exp

(
i

∮
dxµAµ

)
.

これと場の強さの定義，ストークスの定理を用い，f の零点の数が k− 1であること，ψが解析関
数であることなどに注意すれば，Liouville解のトポロジカルチャージは以下のように求まる．

Q =
1

2π

∫
d2x εµν∂µAν =

1

2π

∮
dxµAµ =

1

2πi

∮
d(lnφ) =

1

2πi

∮
ds

d

ds
ln(feψ)

=
1

2πi

∮
ds

d

ds
ln f +

1

2πi

∮
ds

dψ

ds
=

1

2πi

∮
ds

d

ds
ln f

= (f の零点の数) = k − 1. (2.87)
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第3章 BPSモノポールとモジュライ空間

本章では，SU(2) Yang-Mills-Higgs理論におけるモノポールについての基本的な知識，特に，
BPS極限におけるモジュライ空間とその計量について述べる．3.1節では SU(2) Georgi-Glashow

モデルと自発的対称性の破れについて，3.2節ではモデルの線形化とトポロジーについて，3.3節
では最も基本的な非自明解である’t Hooft-Polyakovモノポールについて，3.4節ではBPS極限と
モジュライ空間について，3.5節では磁荷に加えて電荷を持つ解である Julia-Zee dyonについて，
3.6節では BPS極限におけるモノポールの相互作用と計量について述べた．

3.1 SU(2) Georgi-Glashowモデル

SU(2) Georgi-Glashowモデルとは，物理的には非線形シグマモデルにゲージ対称性を課したも
のであり，ヒッグス機構により 3重項ボソン場のうちの 2成分が質量を獲得し，残りが零質量の
電磁場となるようなモデルである．また，数学的にはDerrickの定理に従い Yang-Mills理論に 3

重項スカラー場を付加したものであり，境界条件よりR3の無限遠方としての 2次元球面と 3重項
スカラー場のターゲット空間としての 2次元球面との間にトポロジーがつくモデルである．
以下では，主に 4次元ユークリッド空間における SU(2) Yang-Mills-Higgs理論について考える．

この理論には，3重項実スカラー場であるヒッグス場 (Higgs fields) ϕa (a = 1, 2, 3)と，3重項実
ベクトル場であるゲージ場 (gauge fields) Aaµ (µ = 0, 1, 2, 3)が登場する∗)．このとき，以下のよ
うな基本表現を用いると便利である．

ϕ := ϕata, Aµ := Aaµta, etc. ∈ su(2). (3.1)

ただし，taは基本表現の基底であり，パウリ行列を用いて ta := iσaと書かれる，すなわち，

Tr(tatb) = −2δab, [ta, tb] = −2εabctc (3.2)

を満たすとする．これらの場に対し，共変微分 (covariant derivative)Dµと場の強さ (field strength)

F aµν をそれぞれ以下のように定義する．

Dµϕ
a := ∂µϕ

a − 2εabcA
b
µϕ

c,

F aµν := ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ − 2εabcA

b
µA

c
ν .

(3.3)

もしくは，基本表現を用いて以下のようにも書かれる．

Dµϕ = ∂µϕ+ [Aµ, ϕ], Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (3.4)

∗)ベクトルの空間添え字は i = 1, 2, 3などとし，その上げ下げで符号が変わるとする．また，縮約に関してはアイン
シュタインの規約を用いるが，空間添え字と内部空間添え字の縮約についてはしばしば位置を揃えて和をとる．
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このとき，以下が成り立つ∗∗)．

[Dµ, Dν ] = Fµν . (3.5)

ただし，両辺は共に交換関係をとることを前提とした量であり，例えば，ヒッグス場に対しては
以下のように作用する．

[Dµ, Dν ]ϕ
a = −2εabcF

b
µνϕ

c, [Dµ, Dν ]ϕ = [Fµν , ϕ]. (3.6)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

両辺に εµνρσ を掛けるとよい．すると，

εµνρσ[Dµ, Dν ]ϕ
a = εµνρσ(DµDν −DνDµ)ϕ

a = 2εµνρσDµDνϕ
a

= 2εµνρσ(∂µDνϕ
a − 2εabcA

b
µDνϕ

c)

= 2εµνρσ{∂µ(∂νϕa − 2εabcA
b
νϕ

c)− 2εabcA
b
µ(∂νϕ

c − 2εcdeA
d
νϕ

e)}
= −4εµνρσεabc(∂µA

b
νϕ

c − 2εcdeA
b
µA

d
νϕ

e)

= −2εµνρσεabc(∂µA
b
ν − ∂νA

b
µ − 2εbdeA

d
µA

e
ν)ϕ

c

= −2εµνρσεabcF
b
µνϕ

c.

ただし，εµνρσεabcの下で以下が成り立つことを用いた．

εcdeA
b
µA

d
νϕ

e = δbfεcdeA
f
µA

d
νϕ

e = (δbcεfde + δbdεcfe + δbeεcdf )A
f
µA

d
νϕ

e

= εcdeA
d
µA

b
νϕ

e + εcdeA
e
µA

d
νϕ

b = −εcdeAbµAdνϕe + εbdeA
d
µA

e
νϕ

c

⇐⇒ εcdeA
b
µA

d
νϕ

e =
1

2
εbdeA

d
µA

e
νϕ

c.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

式 (3.5)とヤコビの恒等式より，

εµνρσDνFρσ = εµνρσ[Dν , [Dρ, Dσ]]

=
1

3
εµνρσ

(
[Dν , [Dρ, Dσ]] + [Dρ, [Dσ, Dν ]] + [Dσ, [Dν , Dρ]]

)
= 0

(µを固定して cyclicに回していることに注意)，すなわち，以下のBianchiの恒等式が成り立つ．

DνF̃
aµν =

1

2
εµνρσDνF

a
ρσ = 0. (3.7)

ただし，以下を F aµν の双対 (dual)という．

F̃ aµν :=
1

2
εµνρσF aρσ. (3.8)

∗∗)幾何学的には，場の強さは曲率 (curvature)と見なされる．逆に，場の強さを曲率と定義すれば，その表式は共変
微分の交換関係から求められる．また，Bianchiの恒等式は物理的な性質ではなく，曲率の持つ幾何学的な性質である
(実際，Bianchiの恒等式は一般相対性理論にも表れる)．
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以上のように定義された SU(2) Yang-Mills-Higgs理論において，以後，主に扱う SU(2) Georgi-

Glashowモデルのラグランジアン密度は以下のように定義される．

L :=
1

8
Tr(FµνF

µν)− 1

4
Tr(DµϕD

µϕ)− λ

4
(1− |ϕ|2)2

= −1

4
F aµνF

aµν +
1

2
Dµϕ

aDµϕa − λ

4
(1− ϕaϕa)2.

(3.9)

ただし，λは正の定数である (モデルの中の変数はすべて無次元量であることに注意)．また，

|ϕ|2 := −1

2
Trϕ2 = ϕaϕa (3.10)

であり，正方行列に対して定義されるこのような量を行列ノルム (matrix norm)という．ここで，
ラグランジアン L :=

∫
d3xLは，L = T − V，

T :=
1

2

∫
d3x (Eai E

a
i +D0ϕ

aD0ϕ
a), (3.11)

V :=

∫
d3x

(
1

4
F aijF

a
ij +

1

2
Diϕ

aDiϕ
a +

λ

4
(1− ϕaϕa)2

)
(3.12)

のように運動項 T とポテンシャル項 V に分けられる．ただし，Eai := F ai0であり，以下を用いた．

F aµνF
aµν = F ai0F

ai0 + F a0jF
a0j + F aijF

aij = −2Eai E
a
i + F aijF

a
ij .

これらより，V = 0，すなわち，解が真空解であるための条件は以下であることがわかる．

F aij = 0, Diϕ
a = 0, ϕaϕa = 1. (3.13)

このように，このモデルにおいてヒッグス場の真空期待値は 0ではなく，そのためにラグランジ
アンが持つゲージ対称性は真空において SU(2)から U(1)へ自発的に破れることが以下のように
示せる．まず，F aij = 0よりAai はピュアゲージAi = g∂ig

−1, g ∈ SU(2)であるが，それを適当に
選んでAai = 0とすれば，Diϕ

a = ∂iϕ
a = 0よりヒッグス場は一様となり，適当な大域ゲージ変換

を用いて以下の標準形 (standard form)へ移せる．

ϕa = (0, 0, 1) ⇐⇒ ϕ = t3. (3.14)

このとき，ゲージ g(x) ∈ SU(2)は，

ϕ 7→ g(x)ϕg(x)−1 = ϕ ⇐⇒ g(x)t3g(x)
−1 = t3

を満たさなければならないが，そのような g(x)は t3により生成される単なるU(1)ゲージである
(条件より g(x)と t3は可換であり，残された自由度は位相のみである)．
ラグランジアン密度に対して ϕaとAaµについての変分をとると，以下の場の方程式 (field equa-

tions)が得られる．

DµD
µϕa = λϕa(1− ϕbϕb), (3.15)

DνF
aµν = 2εabcD

µϕbϕc. (3.16)
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ここで，エネルギー E := T + V が有限となるためには，解が静的な場合には，単に無限遠方に
おいて式 (3.13)が満たされればよく，それらが解に課される境界条件 (boundary conditions)と
なる．また，先に式 (3.14)のような標準形を考えたが，その選び方はモデルより決定されるもの
ではなく，そのような任意性が真空解のみならず非自明解にもつきまとう．そのため，解にはエ
ネルギーが有限となるための条件に加え，以下のような条件も習慣的に課される．

ϕa(0, 0,+∞) = (0, 0, 1). (3.17)

すると，解に対するゲージ g(x) ∈ SU(2)も以下を満たすものに制限されることがわかる．

g(0, 0,+∞) = 12. (3.18)

ただし，12は 2× 2の単位行列である．このようなゲージへの制限を framingという (その直感
的な理解については次小節の図 3.1を参照のこと)．このような場の方程式に対し，ヒッグス場と
ゲージ場をそれぞれ ϕa = (0, 0, 1 + ϕ0), A

a
µ = (W 1

µ ,W
2
µ , aµ) (ϕ0,W

1
µ ,W

2
µ , aµ ≪ 1)として真空に

おける微小振動を考えると，以下の波動方程式が得られる．

∂µ∂
µϕ0 = −2λϕ0,

∂µ(∂
µW 1ν − ∂νW 1µ) = −4W 1ν ,

∂µ(∂
µW 2ν − ∂νW 2µ) = −4W 2ν ,

∂µ(∂
µaν − ∂νaµ) = 0.

(3.19)

これより，自発的対称性の破れにより，ヒッグス粒子は質量
√
2λ，3重項ボソン場のうちの 2成

分 (ウィークボソンW±)は質量 2を獲得し，零質量のボソン場 (光子)が 1つ残ることがわかる．
このとき，残ったボソン場に対して実際にU(1)電磁気学を定義することができるが，それについ
ては次節で詳しく述べる．
最後に，SU(2)における量を用いて場の方程式を少しだけ書き換えておく．まず，SU(2)にお

ける電場 (electric field) Eai と磁場 (magnetic field) Ba
i をそれぞれ以下のように定義する

∗)．

Eai := F ai0, Ba
i := F̃ ai0 =

1

2
εijkF

a
jk. (3.20)

これらを用いると，式 (3.7)と式 (3.16)はそれぞれ以下のように書き換えられる．

DiB
a
i = 0, (3.21)

D0B
a
i + εijkDjE

a
k = 0, (3.22)

DiE
a
i = 2εabcD0ϕ

bϕc, (3.23)

D0E
a
i − εijkDjB

a
k = 2εabcDiϕ

bϕc. (3.24)

ただし，以下などを用いた．

F̃ aij =
1

2
εijαβF

aαβ =
1

2
(εij0kF

a0k + εijk0F
ak0) = −εijkEa

k ,

F aij =
1

2
(F aij − F aji) =

1

2
(δiℓδjm − δimδjℓ)F

a
ℓm =

1

2
εijkεkℓmF

a
ℓm = εijkB

a
k .

∗)ε0ijk = −ε0ijk = εijk とする．ただし，εijk は R3 における完全反対称テンソルである．
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また，同様に式 (3.6)も以下のように書き換えられる．

D0Diϕ
a −DiD0ϕ

a = 2εabcE
b
iϕ

c, (3.25)

−εijkDjDkϕ
a = 2εabcB

b
iϕ

c. (3.26)

3.2 線形化とトポロジカルチャージ

SU(2) Georgi-Glashowモデルが持つ SU(2)ゲージ対称性は真空において線形なU(1)へ破れる
が，真空以外でも適当な条件を考えればいつでも理論の U(1)成分を見ることができる．そのよ
うな条件は真空以外では一般には成り立たないが，もちろん真空においてはその条件に帰着する．
そのような線形化は，物理的には SU(2) Georgi-Glashowモデルに対して電磁気学を定義するこ
とに対応し，それにより理論はトポロジカルに量子化された磁荷を持つモノポールを持つことが
わかる．
以下の条件を考える [12]∗)．

Dµϕ̂
a = 0. (3.27)

ただし，ϕa =: hϕ̂a, ϕ̂a := ϕa/|ϕa|であり，hは正の値をとる任意の関数である．また，ϕ̂aϕ̂a = 1,

ϕ̂a∂µϕ̂
a = 0が成り立つことに注意．すると，ヒッグス場の共変微分は，

Dµϕ
a = (∂µh)ϕ̂

a + hDµϕ̂
a = (∂µh)ϕ̂

a

となり，hに課される境界条件は以下となることがわかる．

h2 = 1, ∂µh = 0. (3.28)

また，これより，式 (3.15)も以下のように書き換えられる．

DµD
µϕa = (∂µ∂

µh)ϕ̂a = λh(1− h2)ϕ̂a ⇐⇒ ∂µ∂
µh = λh(1− h2). (3.29)

これらが成り立つとき，場は線形化 (linearize)されているという．特に，無限遠方もしくは真空
において場は常に線形化されることに注意．
場が線形化されるとき，理論のU(1)成分がどのように定義されるか見てみる．まず，式 (3.27)

はAaµについて一般的に解けることが知られており，その形は以下のようになる．

Aaµ = aµϕ̂
a +

1

2
εabcϕ̂

b∂µϕ̂
c. (3.30)

ただし，aµは任意の関数である (これが解であることは代入してみれば直ちにわかる)．ここで，
ゲージ場のU(1)成分とはAaµを ϕ̂a方向へ射影したものであり，今の場合，

Aaµϕ̂
a = aµ (3.31)

∗)Dµϕ
a = 0として無限遠方のみを仮定する場合もあるが，今の場合はそれ以外の場所で場が線形化されることも想

定している．
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である．次に，場の強さは，ひとまず，

F aµν = ∂µaν ϕ̂
a + aν∂µϕ̂

a +
1

2
εabc∂µϕ̂

b∂ν ϕ̂
c − ∂νaµϕ̂

a − aµ∂ν ϕ̂
a − 1

2
εabc∂ν ϕ̂

b∂µϕ̂
c

− 2εabc

(
aµϕ̂

b +
1

2
εbdeϕ̂

d∂µϕ̂
e

)(
aν ϕ̂

c +
1

2
εcfgϕ̂

f∂ν ϕ̂
g

)
となるが，最右辺の最後の項のテンソルの積はそれぞれ

εabcεbde = −(δadδce − δaeδcd), εabcεcfg = δafδbg − δagδbf ,

εabcεbdeεcfg = δdfεaeg + δegεadf − δdgεaef − δefεadg

となり，いくつかの項が打ち消して

F aµν = (∂µaν − ∂νaµ)ϕ̂
a +

1

2
εabc∂µϕ̂

b∂ν ϕ̂
c (3.32)

となって，U(1)成分は以下となることがわかる．

fµν := F aµν ϕ̂
a = ∂µaν − ∂νaµ +

1

2
εabcϕ̂

a∂µϕ̂
b∂ν ϕ̂

c. (3.33)

このとき，式 (3.16)は，

DνF
aµν = Dν(f

µν ϕ̂a) = (∂νf
µν)ϕ̂a

= 2εabcD
µϕbϕc = 2εabc(∂

µh)hϕ̂bϕ̂c = 0 ⇐⇒ ∂νf
µν = 0 (3.34)

のように書き換えられるが，これは電磁気学における真空でのマックスウェル方程式である．故
に，fµν は電磁気学における電磁場テンソルに対応することがわかる．また，特に，ϕ̂a = (0, 0, 1)

と置いた場合，

aµ = A3
µ, fµν = ∂µA

3
ν − ∂νA

3
µ (3.35)

となり，A3
µが電磁気学における 4元ポテンシャルに対応することがわかる．

このように，場が線形化されるとき，すなわち，真空において電磁気学が定義できることがわ
かったので，後は以下の線形化された Bianchiの恒等式が特異となる状況を考えれば，ディラッ
クモノポールの場合と同様にモノポールを定義することができる．

1

2
εµναβ∂νfαβ =

1

2
εµναβ∂ν

(
∂αaβ − ∂βaα +

1

2
εabcϕ̂

a∂αϕ̂
b∂βϕ̂

c

)
=

1

4
εµναβεabc∂ν ϕ̂

a∂αϕ̂
b∂βϕ̂

c = 0. (3.36)

ここで，第 2等号右辺のテンソル積は内部空間におけるスカラー 3重積であるが，今の場合，∂ν ϕ̂a,
∂αϕ̂

b, ∂βϕ̂
cは ϕ̂aϕ̂a = 1より 2次元球面の接ベクトルなので，それらのうち独立なものは 2つし

かなく，式 (3.36)は ϕ̂aが正則である限り常に成り立つことがわかる．すると，このモデルでは
ディラックモノポールが定義できないように思われるが，今の線形化は ϕ̂a = ϕa/|ϕa|により行わ
れており，その特異点を見逃している，すなわち，ヒッグス場の零点においては ϕ̂a が発散して
Bianchiの恒等式が成り立たず，その場所に点磁荷が存在する可能性がある．さらに，そのとき
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ϕ̂aは特異であるが ϕaは特異ではない，すなわち，このモデルにはU(1)電磁気学の場合と異なり
特異点を持たないようなモノポール解が存在し得る∗)．このとき，そのようなモノポールの持つ
磁荷 (magnetic charge) gは，それにより作られる磁場のU(1)成分

bi :=
1

2
εijkfjk =

1

2
εijk

(
∂jak − ∂kaj +

1

2
εabcϕ̂

a∂jϕ̂
b∂kϕ̂

c

)
(3.37)

を R3の無限遠方としての 2次元球面 S2
∞上で積分したものであるが，磁場を

f = da+
1

8
Tr
(
[dϕ̂, dϕ̂]ϕ̂

)
のように微分形式で表すと，この積分において aの寄与はストークスの定理より消えて

g =

∫
S2
∞

f =
1

8

∫
S2
∞

Tr
(
[dϕ̂, dϕ̂]ϕ̂

)
となり，この値は 2πの整数倍となることが直ちにわかる．以下では，この計算についてもう少し
詳しく見てみる．
まず，電磁気学における 4元電流密度 (current) kµは以下のように定義される．

kµ :=
1

2
εµναβ∂

νfαβ =
1

4
εµναβεabc∂

ν ϕ̂a∂αϕ̂b∂βϕ̂c. (3.38)

ここで，kµは明らかに保存則

∂µkµ = 0 (3.39)

を満たす (ϕ̂aの性質ではなく単に完全反対称テンソルの性質より成り立つことに注意)．すると，
磁荷は以下のように定義できる．

g :=

∫
d3x k0 =

1

4

∫
d3x ∂i

(
εijkεabcϕ̂

a∂jϕ̂
b∂kϕ̂

c
)

=
1

4

∫
S2
∞

d2σi εijkεabcϕ̂
a∂jϕ̂

b∂kϕ̂
c =

∫
S2
∞

d2σi bi. (3.40)

ただし，d2σiは S2
∞の面積素ベクトルであり，第 3等号右辺へはストークスの定理を用いた．こ

のとき，S2
∞上の座標は球座標における 2つの角度座標により表されるが，それらは ϕ̂aを通して

ϕ̂aϕ̂a = 1としての 2次元球面 S2上の座標 (ξ1, ξ2)と対応づけられる．すると，それらの間の座標
変換は，外積と連鎖律よりそれぞれ

d2σi = d2ξ

(
1

2
εimnεpq

∂xm

∂ξp

∂xn

∂ξq

)
, ∂jϕ̂

b =
∂ξr
∂xj

∂ϕ̂b

∂ξr
, ∂kϕ̂

c =
∂ξs
∂xk

∂ϕ̂c

∂ξs

となり，gの表式は以下のように書き換えられる．

g =
1

8

∫
S2

d2ξ εijkεimnεabcεpq
∂xm

∂ξp

∂xn

∂ξq
ϕ̂a
∂ξr
∂xj

∂ϕ̂b

∂ξr

∂ξs
∂xk

∂ϕ̂c

∂ξs
∗)Magnetic monopole solutions with no singularities. これは，真空における SU(2)から U(1)への自発的対称性

の破れにより，ディラックモノポールが持つべき特異点も真空へ移されるためである．また，そのようなモノポールは
中心付近では滑らかに見えるが，十分に離れた場所で見ると特異点を持つように見える．
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N = 0 N = 1 N = 2

図 3.1: 無限遠方におけるヒッグス場の配位の概念図 (2次元における場合)．これらは内部空間に
おける配位であるが，そのままでは明らかにゲージ変換の意味での回転の任意性があり，それを
固定するのが framingである．今の場合，北極点にくっついている矢印はすべての場合で上向き
となっており，そこを x3 → +∞に対応する点と見なせば，これらすべての配位において式 (3.17)

の境界条件が満たされる．

=
1

8

∫
S2

d2ξ (δjmδkn − δjnδkm)εabcεpq
∂xm

∂ξp

∂xn

∂ξq
ϕ̂a
∂ξr
∂xj

∂ϕ̂b

∂ξr

∂ξs
∂xk

∂ϕ̂c

∂ξs

=
1

8

∫
S2

d2ξ (δprδqs − δpsδqr)εabcεpqϕ̂
a∂ϕ̂

b

∂ξr

∂ϕ̂c

∂ξs

=
1

2

∫
S2

d2Sa ϕ̂
a =

1

2

∫
S2

d2S. (3.41)

ただし，

d2Sa = d2ξ

(
1

2
εabcεpq

∂ϕ̂b

∂ξp

∂ϕ̂c

∂ξq

)
, d2S = d2Sa ϕ̂

a

はそれぞれ S2における面積素ベクトルと面積素である．ここで，最後の積分は ϕ̂aによって覆わ
れる 3次元単位球の表面積なので，覆われる回数をN とすると，以下となることがわかる．

g = 2πN. (3.42)

このようなN ∈ Zは，任意の連続写像 ϕ̂a : S2
∞ → S2に対して一意に決まることが知られている．

N を巻き数 (winding number)またはトポロジカルチャージ (topological charge)，今の場合は特
にモノポール数 (monopole number)という∗)．例として，N = 0, 1, 2の場合の無限遠方における
ヒッグス場の配位の概念図を図 3.1に示す．これらのうち，N = 0の場合は，例えばヒッグス場
が ϕa = (0, 0, 1)の場合であるが，これは明らかに真空におけるヒッグス場の配位である．また，
N = 1の場合は非自明解のうちで最も簡単な場合であるが，そのような解は明らかに球対称性を
持つことがわかる．
このように，このモデルはモノポール解を持ち得るが，それらは量子化された磁荷を持つトポ

ロジカルソリトンであり，それらの分類は無限遠方におけるヒッグス場の配位のみにより行われ

∗)文脈によっては N の代わりに k を用いる場合もある．
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る (そのようなカレントやチャージがネーターの定理のよるものではないことに注意)．ここで，
今の場合の量子化はトポロジーによるものであるが，それは以下のようにしてディラックの量子
化条件と同様の形式に帰着できる [13]．まず，非自明解を真空解へゲージ変換することを考える．
しかし，トポロジカルチャージは位相的な量であり連続的なゲージ変換に対して不変となるので，
それを行う S2

∞全体で特異でないゲージは存在せず，特異でないためには，少なくともゲージが
S2
∞の 2つの別々な領域で定義されていなければならない．そこで，S2

∞をその赤道 (equator)上
で重なる 2つの領域に分け，それぞれにおけるゲージを g(1), g(2) ∈ SU(2)とする．すると，それ
らは解をそれぞれの領域で真空解 ϕ = t3へ移すが，そのとき g(1), g(2)は赤道上で解析接続され
ていなければならず，特に，赤道上では g(1)g(2)−1による変換が ϕ = t3を保たなければならない．
ところが，そのような SU(2)の元は t3により生成されるものであり，以下のように書ける．

g(1)g(2)−1 = exp(α(φ)t3).

ただし，α(φ)は赤道上で定義される関数であり，φは方位角 (azimuthal angle)である．ここで，
各領域におけるゲージ場をそれぞれ a(1), a(2)とすれば，

a(1) − a(2) = −dα(φ)

となるが，これはディラックの量子化条件と同じ形である (つまり，ディラックモノポールの場合
は特異点を回避するために 2つの領域で異なるゲージを必要としたが，今の場合はトポロジカル
チャージを変化させて真空へ移るために 2つのゲージを必要とする)．
最後に，N = 1の場合の解は，数学的には単に球対称性を持つ解であるが，物理的には点磁荷

が 1つある場合に対応し，その磁場の漸近形はクーロン磁場へ帰着すると考えられる．そのこと
を実際に示しておく．無限遠方において場は常に線形化されるので，以下では ϕ̂a = ϕa とする．
すると，まず，ヒッグス場の漸近形は以下のように書ける．

ϕa =
xa

r
. (3.43)

ただし，r := (xixi)1/2である．ここで，無限遠方での境界条件より，

Diϕ
a = ∂i

(
xa

r

)
− 2εabcA

b
i

xc

r
= 0

が成り立つが，

∂i

(
xa

r

)
=
δiar

2 − xaxi

r3
= (δiaδjc − δjaδic)

xjxc

r3
= −εijbεabc

xjxc

r3

なので，ゲージ場とそのU(1)成分の漸近形はそれぞれ以下のようになる．

Aai = −1

2
εija

xj

r2
, ai = Aai ϕ

a = −1

2
εija

xjxa

r3
. (3.44)

さらに，

Ba
i =

1

2
εijkF

a
jk = εijk∂jA

a
k − εijkεabcA

b
jA

c
k
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であるが，完全反対称テンソルの積公式

εijkεkℓa = δiℓδja − δiaδjℓ, δjℓδjℓ = 3, εijkεabcεjℓbεkmc = 2δiℓδam

に注意すれば，

εijk∂jA
a
k = εijk∂j

(
−1

2
εkℓa

xℓ

r2

)
= −1

2
(δiℓδja − δiaδjℓ)

δjℓr
2 − 2xℓxj

r4

= − 1

2r4
(δiar

2 − 2xixa − 3δiar
2 + 2δiar

2) =
xixa

r4
,

εijkεabcA
b
jA

c
k = εijkεabc

(
−1

2
εjℓb

xℓ

r2

)(
−1

2
εkmc

xm

r2

)
=
xixa

2r4

となるので，磁場とそのU(1)成分の漸近形はそれぞれ

Ba
i =

xixa

2r4
, bi = Ba

i ϕ
a =

xi

2r3
=

g

4πr2
xi

r
(3.45)

となり，実際に単位磁荷により作られる長距離クーロン場となることがわかる．ただし，g = 2π

を用いた．このように，N = 1の場合の解は漸近的には原点に点磁荷が 1つあるような解である
が，その全空間における解の形は球対称性を持つアンザッツを用いて導かれる．それについて次
節で詳しく見てみる．

3.3 ’t Hooft-Polyakovモノポール

N = 1の場合の解は球対称性を持ち，それを頼りにアンザッツを考えることができる．その最
も簡単な形は’t Hooft-Polyakovアンザッツとして知られており，その未知関数についての方程式
は 2階の連立非線形微分方程式となる．
前節の最後より，N = 1の場合の解に対して以下のようなアンザッツが考えられる [14, 15]∗)．

ϕa = h(r)
xa

r
, Aai = −1

2
εija(1− k(r))

xj

r2
, Aa0 = 0. (3.46)

ただし，r := (xixi)1/2であり，h(r), k(r)はアンザッツの未知関数 (profile functions)である．こ
れを’t Hooft-Polyakovアンザッツといい，その解を’t Hooft-Polyakovモノポールという．こ
こで，アンザッツはそのままでは原点で発散するが，前節で見たように，このモデルは SU(2)の
範囲で特異でない解を持ち得る．そこで，アンザッツが原点で発散しないような境界条件を未知
関数に課すことにする．それらに無限遠方での境界条件も加えれば，未知関数に課される境界条
件は以下のようになる．

h(0) = 0, h(∞) = 1, (3.47)

k(0) = 1, k(∞) = 0. (3.48)

∗)ϕa, Aa
i のそれぞれから xa/r2, xj/r2 を出して h(r), k(r)を無次元とする場合もあるが，その場合では無限遠方

での境界条件が比例の形となり，未知関数についての方程式も異なる形となる．今の置き方は式 (3.43)と式 (3.44)に
合わせてある．
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また，このアンザッツは ∂0ϕ
a = ∂0A

a
i = 0，すなわち，ヒッグス場とゲージ場の空間成分が静的

かつAa0 = 0であることに注意．それ故，ヒッグス場の共変微分の時間成分と電場はそれぞれ

D0ϕ
a = ∂0ϕ

a − 2εabcA
b
0ϕ

c = 0 ,

Eai = F ai0 = ∂iA
a
0 − ∂0A

a
i − 2εabcA

b
iA

c
0 = 0

のように消え，’t Hooft-Polyakovモノポールは運動エネルギーを持たないことがわかる．また，
これらより，場の方程式も

DiDiϕ
a = −λϕa(1− ϕbϕb), (3.49)

εijkDjB
a
k = −2εabcDiϕ

bϕc (3.50)

のように空間成分のみとなり，共変微分と場の強さの関係と Bianchiの恒等式もそれぞれ

εijkDjDkϕ
a = −2εabcB

b
iϕ

,, (3.51)

DiB
a
i = 0 (3.52)

のみが残る．
以下で，’t Hooft-Polyakovアンザッツから興味のある量を求めて未知関数についての方程式を

導くが，それには多少の計算を必要とする．そのとき，以下の表式を踏まえておくと便利である．

∂i =
xi

r
∂r, Di

(
xa

r

)
= −εijbεabck

xjxc

r3
.

ここで，第 1式は球座標への単なる変数変換であるが，ベクトルとしては xi/r方向を向いている
ことに注意．また，第 2式はヒッグス場の漸近形に対する共変微分において Aai の中の−k(r)の
項が打ち消さずに残ったものであるが，xi/rと直交することに注意．すると，まず，ヒッグス場
の共変微分は以下のようになる．

Diϕ
a = ∂ih

xa

r
+ hDi

(
xa

r

)
= h′

xixa

r2
− εijbεabchk

xjxc

r3
. (3.53)

これより，式 (3.49)の左辺は

DiDiϕ
a = Di

(
h′
xixa

r2
− εijbεabchk

xjxc

r3

)
となるが，この項ごとの計算はそれぞれ

第 1項 = ∂i

(
h′

r
xi
)
xa

r
=

{
xi

r

(
h′′

r
− h′

r2

)
xi +

3h′

r

}
xa

r
=

(
h′′ +

2h′

r

)
xa

r
,

第 2項 = −εijbεabchk
xj

r2
Di

(
xc

r

)
= εijbεabcεikdεcdehk

2x
jxkxe

r5

= −(δjaδke + δjkδae)hk
2x

jxkxe

r5
= −2hk2

r2
xa

r

となり，すべての項から xa/rを括り出せる．そこで，式 (3.49)の右辺についても見てみると，

−λϕa(1− ϕbϕb) = −λh(1− h2)
xa

r
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となり，式 (3.49)は未知関数についての微分方程式へ帰着することがわかる．また，これに習っ
て式 (3.50)の右辺も計算してみると，

−2εabcDiϕ
bϕc = 2εabcεijdεbdeh

2k
xjxcxe

r4
= 2(δaeεijc − δceεija)h

2k
xjxcxe

r4

= −2εijah
2k
xj

r2
= 4h2k

(
−1

2
εija

xj

r2

)
となり，今度はすべての項から−(1/2)εijax

j/r2を括り出せると予想できる．次に，磁場について
は，前節での計算を踏まえれば直ちに以下となることがわかる．

Ba
i =

1

2r2
(1− k2)

xixa

r2
+

1

2
εijbεabck

′x
jxc

r3
. (3.54)

これより，式 (3.50)の左辺は

εijkDjB
a
k = εijkDj

{
1

2r2
(1− k2)

xkxa

r2
+

1

2
εkℓbεabck

′x
ℓxc

r3

}
となるが，この項ごとの計算はそれぞれ

第 1項 = −εijk
1

2r2
(1− k2)

xj

r
Dk

(
xa

r

)
= εijkεkℓbεabc

1

2r2
(1− k2)k

xjxℓxc

r4

= (δℓaεijc − δℓcεija)
1

2r2
(1− k2)k

xjxℓxc

r4
=

1

r2
(1− k2)k

(
−1

2
εija

xj

r2

)
,

第 2項 =
1

2
εijkεkℓbεabc

{
∂j

(
k′
xℓ

r2

)
xc

r
+ k′

xℓ

r2
Dj

(
xc

r

)}
=

1

2
(δℓaεijc − δℓcεija)

{
xj

r

(
k′′

r2
− 2k′

r3

)
xℓ +

k′

r2
δjℓ

}
xc

r

− 1

2
(δℓaεijc − δℓcεija)εjmdεcdek

′k
xℓxmxe

r5
= k′′

(
−1

2
εija

xj

r2

)
となり，これらの −(1/2)εijax

j/r2の係数についての関係式が未知関数についての 2つ目の方程
式となる．以上をまとめると，’t Hooft-Polyakovアンザッツの未知関数についての方程式は以下
の 2つとなる．

d2h

dr2
+

2

r

dh

dr
=

2

r2
hk2 − λ(1− h2)h, (3.55)

d2k

dr2
=

1

r2
(k2 − 1)k + 4h2k. (3.56)

これらの方程式の一般の λに対する解析解は知られていないが，数値計算を用いれば任意の λに
対して解を求められることが知られている．また，’t Hooft-Polyakovモノポールは任意の λに対
して一意に存在すること，λ→ ∞におけるエネルギーの漸近展開などが知られている．

3.4 BPS極限とモジュライ空間

SU(2) Georgi-Glashowモデルのラグランジアンにはパラメーター λが含まれるが，それが 0と
なる場合，すなわち，ヒッグス場が質量を持たない場合は特に BPS極限と呼ばれる．BPS極限
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においては，’t Hooft-Polyakovアンザッツに対して解析解が見つかる．また，BPS極限における
モノポールのモジュライ空間の次元は有限となることが知られている．
前節の式 (3.50)と式 (3.51)を見比べると，以下の条件が成り立つとき，式 (3.50)は自動的に満

たされることがわかる∗)．

Ba
i = Diϕ

a. (3.57)

これを Bogomolny条件または BPS条件 (Bogomolny-Prasad-Sommerfield condition)という
[16]∗)．これが成り立つとき，式 (3.49)と式 (3.52)より

−λϕa(1− ϕbϕb) = DiDiϕ
a = DiB

a
i = 0

でなければならないが，これはλ = 0であれば常に満たされる．この極限をBPS極限 (BPS limit)

といい，その下で導かれるモノポールをBPSモノポールという．ここで，BPS極限においては
もはや自発的対称性の破れを起こす項は消えるが，それでも境界条件 ϕaϕa = 1は非線形条件
(non-linear constraint)として習慣的に課される．今の場合，BPS条件は場の方程式から導かれ
たが，これはエネルギーからも以下のようにして導ける．まず，3.2小節の線形化より，無限遠方，
すなわち，S2

∞上で場は常に線形化されるので，その上での積分として定義される磁荷の表式は
逆に SU(2)の量を用いても表せ，以下のように書き換えられる．

g =

∫
S2
∞

d2σiB
a
i ϕ

a =

∫
d3xDi(B

a
i ϕ

a) =

∫
d3xBa

iDiϕ
a. (3.58)

ただし，最右辺へは Bianchiの恒等式を用いた．一方，’t Hooft-Polyakovモノポールのように運
動エネルギーを持たず，かつ λ = 0の場合，エネルギーは以下のように平方完成できる．

E =
1

2

∫
d3x (Ba

i B
a
i +Diϕ

aDiϕ
a) =

1

2

∫
d3x (Ba

i −Diϕ
a)2 +

∫
d3xBa

iDiϕ
a. (3.59)

ただし，以下となることを用いた．

F aijF
a
ij = εijkεijℓB

a
kB

a
ℓ = 2δkℓB

a
kB

a
ℓ = 2Ba

i B
a
i .

これより，エネルギーには以下のようなトポロジーによって課される下限が存在し，BPS条件は
エネルギーの極値を与えるための十分条件であることがわかる．

E ≥ 2πN. (3.60)

この下限をBogomolny boundという．特に，BPS極限において，エネルギーは E = 2πN の
ようにヒッグス場の配位のみに依るが，それだけでなく，エネルギー密度 E(x)もヒッグス場のみ
に依存し，以下のように書き換えることができる．

E(x) := 1

2
(Ba

i B
a
i +Diϕ

aDiϕ
a) = Diϕ

aDiϕ
a = Di(ϕ

aDiϕ
a)

= ∂i(ϕ
aDiϕ

a) = ∂i(ϕ
a∂iϕ

a) =
1

2
∇2|ϕ|2. (3.61)

∗)Ba
i = −Diϕ

a とする場合もある．
∗)Bogomol’nyiと書くこともある．

43

Soryushiron Kenkyu



14:39, 25th Apr, 2014

BPS極限においては’t Hooft-Polyakovアンザッツの未知関数についての方程式が簡単な形とな
るが，それらは式 (3.53)と式 (3.54)より明らかに以下となる．

dh

dr
=

1

2r2
(1− k2),

dk

dr
= −2hk. (3.62)

これらの解析解は知られており，以下のようになる．

h(r) = coth 2r − 1

2r
, k(r) =

2r

sinh 2r
. (3.63)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

h = h̃− 1/2r, k = 2rk̃と置けば，式 (3.62)は以下のように書き換えられる．

dh̃

dr
= −2k2,

dk̃

dr
= −2hk.

このとき，無限遠方での境界条件を用いれば，

d2h̃

dr2
= −4k̃

dk̃

dr
= 8h̃k̃2 = −4h̃

dh̃

dr
= −2

d

dr
(h̃2) ⇐⇒ dh̃

dr
= 2(1− h̃2)

となり，後は以下の双曲線関数の微分公式を思い出せばよい．

d

dx
cotx = 1− coth2 x = − 1

sinh2 x
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

この解をPrasad-Sommerfield解という [17]∗)．この解について少し見ておく．まず，双曲線関
数のテーラー展開

cothx =
1

x
+
x

3
− x3

45
+

2x5

945
+O(x6),

1

sinhx
=

1

x
− x

6
+

7x3

360
− 31x5

15120
+O(x6)

を思い出せば，h(r), k(r)は r → 0における境界条件を満たすことがわかる．また，

1 + x

1− x
= 1 + 2x+ 2x2 + 2x3 + · · · ∴ cothx =

1 + e−2x

1− e−2x
= 1 +O(e−2x)

なので，h(r)の無限遠方における展開は以下となることがわかる．

h(r) = 1− 1

2r
+O(e−4r). (3.64)

次に，今のアンザッツでは |ϕ|2 = h2(r)であるが，BPS極限ではこのラプラシアンを計算すれば
直ちにエネルギー密度が得られるのであった．そこで，球対称の場合のラプラシアン

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
=

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
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図 3.2: Prasad-Sommerfield解のエネルギー密度 (動径プロット)．

を思い出せば，これと式 (3.62)よりエネルギー密度 E(r)は以下のように計算できる．

E(r) = 1

2
∇2|ϕ|2 = 1

2r2
{r2(h2)′}′ = 1

r2
(r2hh′)′ =

1

2r2
{h(1− k2)}′

=
1

2r2
{h′(1− k2)− 2hkk′} =

1

4r4
(1− k2)2 +

2

r2
h2k2 (3.65)

これに式 (3.63)を代入すれば，エネルギー密度の動径プロットが得られる (図 3.2)．また，E(r)
の原点付近での展開は

E(r) = 4

3
− 64

27
r2 +

64

25
r4 +O(r6) (3.66)

となり，原点では発散しないことに注意．さらに，エネルギー密度の計算の途中の式と境界条件
より，E = 2πも以下のようにして確かめられる．

E = 4π

∫ ∞

0
dr r2E(r) = 2πh(1− k2)

∣∣∣∞
0

= 2π. (3.67)

BPS極限には様々な特徴があるが，そのうち最も重要なものは，モジュライ空間の次元が有限
となることである．ここで，モジュライ (modulus, 複数形はmoduli)とは解が持つパラメーター
のことであり，モジュライ空間 (moduli space)とはそれらによる空間のことである．BPS極限に
おけるN -モノポールのモジュライ空間MN は以下のような構造を持つことが知られている．

MN = R3 ×
S1 × M̃0

N

ZN
. (3.68)

ただし，R3 × S1は平坦であり，M̃0
kは単連結 (simply connected)な空間である．また，MN の

次元は 4N となることが知られている [18]．ここで，1-モノポールのモジュライ空間はR3×S1で
あり，それらのうちのR3はモノポールのR3における平行移動のモジュライに対応するが，本来
の BPSモノポールはさらに S1に対応する位相のモジュライを持つことがわかる．

∗)この解は λ = 0における数値解の近似曲線として発見された．
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このようなBPSモノポールのモジュライ空間の構造は，自己双対インスタントンの次元降下を
用いて直感的に理解できる．インスタントンの自己双対条件を思い出してみる．

Fµν =
1

2
εµνρσFρσ. (3.69)

ただし，µ, ν, ρ, σ = 1, 2, 3, 4であり，εµνρσ は R4 における完全反対称テンソルである．ここで，
k-インスタントンのモジュライ空間の次元はBPSモノポールと同じく有限となることが知られて
いる．また，その次元は 8kであり，1-インスタントンのモジュライはR4における平行移動× 4，
SU(2)におけるゲージ変換の自由度 × 3，大きさ × 1である．このとき，自己双対条件において
Aµが x4に依存しないとしてA4をヒッグス場 ϕと見なし，µ = 4の場合を見れば，以下のように
自己双対条件から BPS条件が導かれることがわかる．

F4i = ∂4Ai − ∂iA4 + [A4, Ai] = −(∂iϕ+ [Ai, ϕ]) = −Diϕ

=
1

2
ε4ijkFjk = −1

2
εijkFjk = −Bi ⇐⇒ Bi = Diϕ.

このように，場にいくつかの条件を課して方程式やソリトン解の次元を下げる操作を次元降下
(dimensional reduction)という．これより，BPSモノポールのモジュライ空間はインスタントン
のモジュライ空間から以下のようにして導かれると直感的に理解できる．

• 次元降下により平行移動のモジュライが R4から R3へ落ちる．

• 自発的対称性の破れによりゲージ変換の自由度が SU(2)からU(1)へ落ちる．

• モノポールでは大きさが一意に決まるのでその分のモジュライが消える．

このようなBPSモノポールのモジュライ空間に関し，BPS条件とは別の次元で定義される方程
式系のモジュライ空間が 1対 1に対応することが示されており，それを用いて解を構成する方法は
Nahm構成法として知られている．また，BPSモノポールのモジュライ空間の計量は hyperkähler

計量となることが知られており，N = 2の場合はAtiyah-Hitchin計量，一般のN の場合でそれぞ
れのモノポールが十分に離れていると見なせる場合はGibbons-Manton計量が知られている．本
章では Gibbons-Manton計量の導出を行う．そのために，次節でより一般的な解である dyonに
ついて見てみる．

3.5 Julia-Zee dyonと時間に依存するゲージ変換

’t Hooft-Polyakovアンザッツを一般化したものとして，Julia-Zeeアンザッツが知られている．
それから導かれる解は磁荷とともに電荷を持ち，そのようなソリトン解は dyonと呼ばれる．BPS

極限は dyonへも拡張できる．また，dyonの性質を調べるには時間に依存するゲージ変換が重要
な役割を果たす．
’t Hooft-Polyakovアンザッツに対し，ϕa, Aai はそのままでAa0 = 0を

Aa0 = j(r)
xa

r
(3.70)

と置き換えたものを Julia-Zeeアンザッツという [19]．ただし，j(r)は新たな未知関数である．
ここで，Aa0 は内部空間において ϕaと同じ方向を向いており，付加的なスカラー場と見なせるこ
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とに注意．このような ϕaとAa0の関係を Julia-Zee対応といい，ϕa 
 Aa0と書く．これより，’t

Hooft-Polyakovアンザッツと同様に，

D0ϕ
a = ∂0ϕ

a − 2εabcA
b
0ϕ

c = 0

が成り立つ (ϕaとAa0 が交換するため)．ところが，電場に関しては，

Eai = F ai0 = ∂iA
a
0 − ∂0A

a
i − 2εabcA

b
iA

c
0 = DiA

a
0 (3.71)

となって一般に 0とは限らず，Julia-Zeeアンザッツから導かれる解は磁荷とともに電荷を持つ
dyonであることがわかる．ここで，dyonとは以下の性質を持つ粒子またはソリトン解である．

• 磁荷と電荷の両方を持つ．

• 厳密に静的である必要はないが，あるゲージにおいて静的である．

この意味で，Julia-Zeeアンザッツから導かれる解を Julia-Zee dyonという．ここで，今のアン
ザッツから導かれる Julia-Zee dyonは静的であること，またそれにもかかわらず Eai ̸= 0より運
動エネルギーを持つことに注意．
D0ϕ

a = 0における場の方程式は以下のようになる．

DiDiϕ
a = −λϕa(1− ϕbϕb), (3.72)

DiE
a
i = 0, (3.73)

εijkDjB
a
k +D0E

a
i = −2εabcDiϕ

bϕc. (3.74)

ここで，第 1項は’t Hooft-Polyakovモノポールの場合と同じ形であり，第 2式は真空におけるガウ
スの法則であることに注意．これらより未知関数についての方程式を導くには，’t Hooft-Polyakov

アンザッツの場合と同様の計算を行えばよい．ところが，ϕaとAai の類似性を用いれば，直ちに

Ea
i = −j′x

ixa

r2
+ εijbεabcjk

xjxc

r3
, DiE

a
i = −

(
j′′ +

2j′

r
− 2jk2

r2

)
xa

r

であることがわかる．また，

D0E
a
i = −2εabcj

xb

r

(
−j′x

ixa

r2
+ εijdεcdejk

xjxe

r3

)
= −2εabcεijdεcdej

2k
xbxjxe

r4

= −2(δbeεija − δaeεijb)j
2k
xbxjxe

r4
= 4j2k

(
−1

2
εija

xj

r2

)
なので，Julia-Zeeアンザッツの未知関数についての方程式は以下の 3つであることがわかる．

d2h

dr2
+

2

r

dh

dr
=

2

r2
hk2 − λ(1− h2)h, (3.75)

d2j

dr2
+

2

r

dj

dr
=

2

r2
jk2, (3.76)

d2k

dr2
=

1

r2
(k2 − 1)k + 4(h2 − j2)k. (3.77)
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これらの一般の λに対する解は，再び数値計算を用いて求められる．そのとき，j(r)に課される
r → 0での境界条件は h(r)と同じくアンザッツが発散しないようにすればよいが，r → ∞では
Eai = 0であれば十分なので，h(r)とは異なり

j(0) = 0, j(∞) = const. (3.78)

のようになり，この境界値から電荷と運動エネルギーが決定される，すなわち，Julia-Zee dyon

の電荷は磁荷と異なり古典の範囲では必ずしも量子化されないことに注意．
今の Julia-Zee dyonは静的な解であるが，これは以下の時間に依存するゲージを用いたゲージ

変換を行うことでAa0 = 0かつ動的な解へ移せる．

g(t,x) = exp(tA0(x)). (3.79)

このとき，A0 ∈ su(2)より g ∈ SU(2)であり g−1 = g† = exp(−tA0)なので，確かに

A0 7→ gA0g
−1 + g∂0g

−1 = gA0g
−1 − gA0g

−1 = 0

となる．また，

Ai 7→ gAig
−1 + g∂ig

−1

は再び球対称であるが，変換前と異なり複雑な時間依存性を持つことに注意．さらに，ヒッグス
場については，Julia-Zee対応よりA0と ϕが交換するので gと ϕも交換し，

ϕ 7→ gϕg−1 = ϕgg−1 = ϕ

となって元のままとなる．このような時間に依存するゲージ変換は dyonの性質を考える上で重
要であるが，それらが必ずしも framingを保つとは限らないことに注意．それを見るには，j(r)
の無限遠方での境界条件を j(∞) = C と置く．すると，

g(t, 0, 0,+∞) = exp(Ctt3) = exp

(
iCt 0

0 −iCt

)
=

(
eiCt 0

0 e−iCt

)
より，framingは 2π/C の周期で回転することがわかる．
BPS極限は以下のようにしてdyonの場合へ拡張できる．3.1小節の最後で述べたように，Bianchi

の恒等式，ゲージ場についての場の方程式，共変微分と場の強さの関係は，SU(2)における電場
と磁場を用いてそれぞれ式 (3.21), (3.22), (3.23), (3.24), (3.25), (3.26)のように書ける．ここで，
モノポールの場合と同様に式 (3.24)を式 (3.26)に帰着させようとするとD0E

a
i がじゃまになるが，

これは式 (3.22)を用いて各場の間に適当な関係をつけることで消すことができる，すなわち，2

つの定数C1, C2を用いて表式の両辺に対してC2 × (3.24)−C1 × (3.22) = (3.26)と置けば，以下
の関係が成り立つとき，式 (3.24)は自動的に満たされることがわかる．

C2E
a
i − C1B

a
i = 0, C2B

a
i + C1E

a
i = Diϕ

a, Ba
i = C2Diϕ

a.

これらより C2
1 + C2

2 = 1が導かれるので，(C1, C2) = (sinα, cosα)と置く．ただし，αは任意の
定数である．すると，BPS条件は以下のように一般化されることがわかる．

Ba
i = Diϕ

a cosα, Eai = Diϕ
a sinα. (3.80)
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ここで，α = 0でモノポールの場合に帰着することに注意．このとき，式 (3.23), (3.21)より，

2εabcD0ϕ
bϕc = DiE

a
i = DiB

a
i tanα = 0

でなければならないが，これはD0ϕ
a = 0，特に Julia-Zee対応があれば常に満たされる．また，

式 (3.15)より，

λϕa(1− ϕbϕb) = DµD
µϕa = 0

でなければならないが，これは BPS極限であれば常に満たされる．場の方程式による BPS極限
の導出はこのように拡張されるが，これはもちろんエネルギーにおいても以下のように拡張され
る [20]．まず，磁荷と電荷の表式はそれぞれ以下のように書き換えられる．

g =

∫
S2
∞

d2σiB
a
i ϕ

a =

∫
d3xDi(B

a
i ϕ

a) =

∫
d3xBa

iDiϕ
a, (with DiB

a
i = 0) (3.81)

q =

∫
S2
∞

d2σiE
a
i ϕ

a =

∫
d3xDi(E

a
i ϕ

a) =

∫
d3xEai Diϕ

a. (if DiE
a
i = 0) (3.82)

ただし，Bianchiの恒等式 DiB
a
i = 0は常に成り立つが，真空でのガウスの法則 DiE

a
i = 0は

D0ϕ
a = 0により成り立つことに注意．一方，エネルギーはD0ϕ

a = 0と λ = 0の下で以下のよう
に平方完成できる．

E =
1

2

∫
d3x (Eai E

a
i +Ba

i B
a
i +Diϕ

aDiϕ
a)

=
1

2

∫
d3x (Eai −Diϕ

a sinα)2 + sinα

∫
d3xEa

i Diϕ
a

+
1

2

∫
d3x (Ba

i −Diϕ
a cosα)2 + cosα

∫
d3xBa

iDiϕ
a. (3.83)

これより，Bogomolny boundは以下のように拡張され，先のBPS条件は dyonのエネルギーの極
値を与えるための十分条件であることがわかる．

E ≥ q sinα+ g cosα (3.84)

一般の αに対する BPS条件は以下のようにして α = 0の場合へ帰着させて解くことができる．
まず，ϕa, Aai を α = 0の場合の解とすれば，B̃a

i = D̃iϕ̃
a cosαの解は ϕ̃a = ϕa/ cosα, Ãai = Aai と

置けばよい．しかし，このままでは境界条件 ϕ̃aϕ̃a = 1を満たさないので，ヒッグス場の真空期
待値 v = 1を v 7→ v/ cosαのように置き換え，vに関わるすべての量を同時にリスケールする∗)．
すると，一般の αに対する解は以下であることがわかる．

ϕ̃a(x̃) = ϕa(x), Ãai (x̃) = Aai (x) cosα (3.85)

ただし，x̃ = x/ cosαである．また，Ãa0 については，一般の αに対する BPS方程式と電場の定
義より，以下のように求まる．

Ẽai = D̃iϕ̃
a sinα = D̃iÃ

a
0 ∴ Ãa0(x̃) = ϕ̃a(x̃) sinα = ϕa(x) sinα. (3.86)

∗)このようなリスケールを行わず，dyonとなることで真空が 1/ cosα倍だけ励起されたと見る場合もある．
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表 3.1: 時間に依存するゲージ変換のまとめ．
A0 = 0 A0 
 ϕ

static ’t Hooft-Polyakov monopole Julia-Zee dyon

↓ g = exp(χϕ) ↙ g = exp(tA0)

non-static Non-static dyon (∂0Ai ̸= 0, A0 = 0)

これらと式 (3.63)より，Julia-Zeeアンザッツの BPS極限における解析解は以下となることがわ
かる (アンザッツの置き方に注意)．

h(r) = coth(2r cosα)− 1

2r cosα
, (3.87)

k(r) =
2r cosα

sinh(2r cosα)
, (3.88)

j(r) = coth(2r cosα) sinα− tanα

2r
. (3.89)

このとき，磁荷 gはモノポールの場合と同じく g = 2πであるが，電荷 qはEai = Ba
i tanαより

q = g tanα (3.90)

となることに注意．また，これより，

tanα =
q

g
, sinα =

|q|√
g2 + q2

, cosα =
|g|√
g2 + q2

となり，BPS極限におけるエネルギーは以下のように書き換えられることに注意．

E =
√
g2 + q2 = |g + iq|. (3.91)

最後に，BPS極限における dyonの電荷がどのようにして生じるか見てみる [21]．先に静的な
Julia-Zee dyonに対するゲージ変換を考えたが，今度は’t Hooft-Polyakovモノポールに対する以
下のゲージを用いた変換を考える (表 3.1)．

g(t,x) = exp(χ(t)ϕ(x)) ≃ 12 + χ̇ϕδt. (3.92)

ただし，χ(t)は任意の実数値関数であり，これによる変換は A0 = 0を保つとする．このとき，
ϕ ∈ su(2)より g ∈ SU(2)であり

g−1 = g† = exp(−χ(t)ϕ(x)) ≃ 12 − χ̇ϕδt

なので，以下のようになる．

Ai 7→ gAig
−1 + g∂ig

−1

≃ (12 + χ̇ϕδt)Ai(12 − χ̇ϕδt) + (12 + χ̇ϕδt)∂i(12 − χ̇ϕδt)

≃ Ai − χ̇(∂iϕ+ [Ai, ϕ])δt = Ai − χ̇Diϕδt ∴ ∂0Ai = −χ̇Diϕ. (3.93)
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また，先と同様に gと ϕは交換するので ϕ 7→ ϕ, ∂0ϕ = 0である．ここで，A0 = 0とモノポール
についての BPS条件を用いれば，

Ei = −∂0Ai = χ̇Diϕ = χ̇Bi, (3.94)

すなわち，このゲージにおける解は動的なdyonであることがわかる．すると，先の静的なJulia-Zee

dyonの表式との比較より，

χ̇ = tanα =
q

g
⇐⇒ q = gχ̇, (3.95)

すなわち，BPS極限における dyonの持つ電荷はモノポールの位相の時間変化により生じること
がわかる．

3.6 Well-separatedモノポールとGibbons-Manton計量

高いモノポール数を持つマルチモノポールの解析は一般に困難であるが，それらをいくつかの
十分に離れたモノポールの集まりと見なした場合は解析が容易であり，それらの間の相互作用や
モジュライ空間の計量が知られている．
2つのモノポールまたはモノポール-反モノポール間の相互作用を考える [12]．そのとき，モノ

ポールが十分に離れた場所にあるとすれば，もう片方が感じる場はその無限遠方における場であ
り，3.2小節での議論より以下のような背景場中での運動と見なせる．

bi ≃
1

2r2
xi

r
, |ϕ| ≃ 1− 1

2r
. (3.96)

このとき，もう片方のモノポールまたは反モノポールが時刻 t = 0で原点に静止していて初期加
速度 aを持っていたとする．すると，それにより作られる時刻 tにおける場は，ローレンツブー
ストとテーラー展開を用いて以下のように導ける．

ϕa(t,x) = ϕa
(
x− 1

2
at2
)

≃ ϕa(x)− 1

2
at2 ·∇ϕa(x),

Aai (t,x) = Aai

(
x− 1

2
at2
)

≃ Aai (x)−
1

2
at2 ·∇Aai (x),

Aa0(t,x) = at ·Aa

(
x− 1

2
at2
)

≃ at ·Aa(x).

(3.97)

ただし，時刻 tにおける速度を at，近似はO(|a|2)までとし，光速に比べて十分に小さい速度 V
で動く座標 (t,x)に対するローレンツブーストの表式は以下を用いた．(

t′

x′

)
=

(
1 −tV

−V 13

)(
t

x

)
.

このとき，ヒッグス場とゲージ場の時間依存性はそれぞれ

∂0ϕ
a(t,x) ≃ −ajt∂jϕa(x), ∂0A

a
i (t,x) ≃ −ajt∂jAai (x)
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となるので，共変微分の時間成分に対する量はそれぞれ

D0ϕ
a ≃ −ajt(∂jϕa − 2εabcA

b
jϕ
c) = −ajtDjϕ

a, D0D0ϕ
a ≃ −ajDjϕ

a,

Eai ≃ −ajt(∂iAaj − ∂jA
a
i − 2εabcA

b
iA

c
j) = −ajtF aij , D0E

a
i ≃ −ajF aij

となり，t = 0における場の方程式は以下のような静的なものとなることがわかる．

Di(Di + ai)ϕ
a = −λϕa(1− ϕbϕb), (3.98)

εijk(Dj + aj)B
a
k = −2εabcDiϕ

bϕc. (3.99)

このとき，Bianchiの恒等式DiB
a = 0はそのままなので，λ = 0において第 1式を満たすための

十分条件は，

Ba
i = Diϕ

a + aiϕ
a (3.100)

であるが，これは以下のようにして第 2式も満たし，式 (3.100)は修正された BPS条件と見な
せる．

εijk(Dj + aj)B
a
k = εijk(Dj + aj)(Dk + ak)ϕ

a = εijkDjDkϕ
a =

1

2
εijk[Dj , Dk]ϕ

a

=
1

2
εijk(−2εabcF

b
jkϕ

c) = −2εabcB
b
iϕ

c = −2εabc(B
b
i − aiϕ

b)ϕc

= −2εabcDiϕ
bϕc.

さらに，式 (3.100)に対する線形化を考えれば，Ba
i = biϕ̂

a, Diϕ
a = ∂i|ϕ|ϕ̂より，

ai = bi − ∂i|ϕ|, (3.101)

すなわち，BPS極限では質量を失ったヒッグス場がそのノルムの勾配に等しい長距離相互作用を
持つことがわかる．また，式 (3.96)より，そのような相互作用は磁場と同じ強さのスカラーポテン
シャルによって生じ，その結果，BPS極限では 2つのモノポール間には引力が生じず，モノポー
ル-反モノポール間では磁荷による引力の 2倍の引力が生じることもわかる．このようなヒッグス
場の相互作用におけるチャージをスカラーチャージ (scalar charge)という．スカラーチャージの
大きさは式 (3.96)のようなヒッグス場のノルムの漸近形より求まり，今の場合は |g|である．dyon

における相互作用も今と同様に考えられる．その場合，電場もスカラーポテンシャルと同様の相
互作用を持ち，そのチャージは電荷 qである．また，そのときのスカラーチャージの値は，dyon

の BPS条件を解く際のリスケールと式 (3.96)より，明らかにモノポールの場合の
√
g2 + q2/|g|

倍であり，dyonの相互作用には以下の 3つのチャージが寄与することがわかる．
scalar charge :

√
g2 + q2

electric charge : q

magnetic charge : g

(3.102)

また，同じチャージを持つ 2つの dyon間に働く力は，2つのモノポールの場合と同様に，

g2

4πs2
+

q2

4πs2
− g2 + q2

4πs2
= 0
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のように打ち消す．ただし，sは 2つの dyon間の距離で，|a| = 1/s2である．
このように，十分に離れた dyonの相互作用は線形に近似できるので，それらの測地線運動の

ラグランジアンは普通の電磁気学に従って導くことができる [22, 23]．互いに十分に離れた n個
の dyonを考える．このとき，n番目の dyonのラグランジアンは以下のように置ける．

Ln = −
√
g2 + q2n ϕ

√
1− V 2

n + qnVn ·A− qnA0 + gVn · Ã− gÃ0. (3.103)

ただし，
√
g2 + q2n, g = 2π, qn, Vnはそれぞれ n番目の dyonのスカラーチャージ，磁荷，電荷，

速度，v = 1はヒッグス場の真空期待値であり，ϕ, A, A0はそれぞれ背景場としてのヒッグス場
とゲージ場の空間成分，時間成分である (前節で見たように，dyonの磁荷はトポロジカルチャー
ジごとに一定なので gには粒子の添え字はつかないが，電荷は同じとは限らないので添え字がつ
くことに注意)．また，Ã, Ã0はそれぞれA, A0に対する双対ポテンシャルであり，双対電場 Ẽ

と双対磁場 B̃を介して以下のように定義される．

∇× Ã := B̃ := −E = ∇A0 + Ȧ,

−∇Ã0 −
˙̃
A := Ẽ := B = ∇×A.

(3.104)

ここで，Lnの第 1項，第 2, 3項，第 4, 5項はそれぞれ n番目の dyonのスカラーチャージ，電
荷，磁荷と対応する背景場との相互作用である (電荷による相互作用は電磁気学における普通の
ローレンツ力のラグランジアンであることに注意．また，磁荷による相互作用もローレンツ力と
同じ形であるが，電荷と 4元ポテンシャルをそれぞれ磁荷と双対ポテンシャルに置き換えたもの
となることに注意)．このとき，1番目の dyonによって作られる背景場は以下のようにして導け
る．まず，モノポールの BPS極限における線形化されたヒッグス場は以下となるのであった．

ϕ ≃ 1− 1

2r
+O(e−4r) = v − g

4πr
+O(e−8πvr/g). (3.105)

ただし，v = 1, g = 2πを用いた．また，線形化された BPS条件は単なる回転と勾配の等式であ
り∗)，それよりゲージ場も以下のようにして導ける．

∇×A = ∇ϕ = − g

4π
∇
(
1

r

)
= − g

4π
∇×w ∴ A = − g

4π
w. (3.106)

ただし，w(x)は

∇×w = ∇
(
1

r

)
, w(x) = w(−x). (3.107)

を満たすベクトルであり，これを調和関数 (harmonic function) 1/rに対するディラックポテン
シャル (Dirac potential)という (今の計算においてwの具体的な形は気にしなくてよい)．すると，
1番目の dyonにより作られる背景場は，今の結果と本節の前半の議論，前節の Julia-Zee dyonの
BPS極限における式変形を踏まえれば，以下となることがわかる．

ϕ = v −
√
g2 + q21
4πrn1

, A = − g

4π
wn1, A0 = − q1

4πrn1
. (3.108)

∗)微分形式で書かれた BPS条件 ∗DAϕ = F を考えるとよい．ただし，DAϕ = dϕ+ [A,ϕ], F = dA+A ∧Aであ
る．
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ただし，rji := xj − xi, rji := |rji|, wji := w(rji) = wij であり，xj は j 番目の dyonの位置で
ある．また，ゲージ場の時間成分の導出には式 (3.86)を用いた．このとき，双対ポテンシャルは
式 (3.104)より以下のようにして導ける．

∇× Ã = ∇A0 = − q1
4π

∇
(

1

rn1

)
= − q1

4π
∇×wn1 ∴ Ã = − q1

4π
wn1, (3.109)

−∇Ã0 = ∇×A = − g

4π
∇×wn1 = − g

4π
∇
(

1

rn1

)
∴ Ã0 =

g

4πrn1
. (3.110)

さらに，これらの場は運動する系における形で書かれなければならないが，ヒッグス場については
以下のようにスカラーポテンシャルの部分をLiénard-Wiechertポテンシャルと置き換えればよい．

ϕ = v −
√
g2 + q21
4πsn1

√
1− V 2

1 ≃ v − g

4πrn1

(
1 +

q21
2g2

− V 2
1

2

)
. (3.111)

ただし，sn1 :=
√
r2n1 − |rn1 × V1|2 +O(V 2

1 )であり，sn1 ≃ rn1として q1, V1についての近似を
2次までとした (電荷が磁荷と比べて十分に小さいとしていることに注意．これは速度と同様に位
相の変化も十分に小さいとしていることに対応する)．また，4元ポテンシャルと双対ポテンシャ
ルについてはローレンツ変換を行えばよく，ヒッグス場と同じ次数の近似で以下のようになる．

A = − q1
4πrn1

V1 −
g

4π
wn1 , A0 = − q1

4πrn1
− g

4π
V1 ·wn1 ,

Ã =
g

4πrn1
V1 −

q1
4π
wn1 , Ã0 =

g

4πrn1
− q1

4π
V1 ·wn1 . (3.112)

これらを式 (3.103)に代入し，qn, Vnも含めて 2次までの近似とすれば，1番目の dyonのみを考
慮した場合のラグランジアン Ln1の各項は，

第 1項 ≃ −mn +
1

2
mnV

2
n +

g2

4πrn1

(
1 +

q2n
2g2

− V 2
n

2

)(
1 +

q21
2g2

− V 2
1

2

)
≃ −mn +

1

2
mnV

2
n +

g2

4πrn1
+

1

8πrn1
(q2n + q21)−

g2

8πrn1
(V 2

n + V 2
1 ),

第 2項 ≃ qnVn ·
(
− g

4π
wn1

)
, 第 3項 ≃ −qn

(
− q1
4πrn1

− g

4π
V1 ·wn1

)
,

第 4項 ≃ gVn ·
(

g

4πrn1
V1 −

q1
4π
wn1

)
, 第 5項 ≃ −g

(
g

4πrn1
− q1

4π
V1 ·wn1

)
のようになり，まとめると以下となることがわかる．

Ln1 = −mn +
1

2
mnV

2
n +

1

8πrn1
(qn − q1)

2 − g2

8πrn1
(Vn − V1)

2

− g

4π
(qn − q1)(Vn − V1) ·wn1. (3.113)

ただし，mn := v
√
g2 + q2nである．これを 1から n− 1番目までのすべての dyonを考慮した場合

へ拡張するには単に和をとればよく，その場合のラグランジアン Lnは以下となることがわかる．

Ln =
1

2
mnV

2
n +

1

8π

n−1∑
i=1

(qn − qi)
2

rni
− g2

8π

n−1∑
i=1

(Vn − Vi)2

rni
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− g

4π

n−1∑
i=1

(qn − qi)(Vn − Vi) ·wni . (3.114)

ここで，Lnの中の和は nについて対称でないが，系全体のラグランジアン Lはもちろん対称で
あり，以下のように書ける (電磁気学で多粒子系の静電ポテンシャルを求めるときと同様である．
ただし，1/rji, Wjiの添え字の対称性に注意)．

L =
n∑
i=1

1

2
mV 2

i +
1

8π

∑
1≤i<j≤n

(qj − qi)
2

rji
− g2

8π

∑
1≤i<j≤n

(Vj − Vi)2

rji

− g

4π

∑
1≤i<j≤n

(qj − qi)(Vj − Vi) ·wji. (3.115)

ただし，m := vgであり，miV
2
i ≃ mV 2

i とした．このとき，第 2項以降が差の形で書けることに
注意．また，第 1項も以下のように重心座標と相対座標の項の和に分けられることに注意∗)．

n∑
i=1

1

2
mV 2

i =
1

2n
m

(∑
i

Vi

)2

+
∑

1≤i<j≤n

1

2n
m(Vj − Vi)2. (3.116)

今のラグランジアンは dyonの測地線運動から導かれたものであるが，これはモジュライ空間
における純粋な運動のラグランジアン Lと対応づけられ，それらの係数を比較することでモジュ
ライ空間の計量を導くことができる．それには，まず，Lのアンザッツを以下のように置く．

L =
1

2
gijVi · Vj +

1

2
hij(χ̇i +Wik · Vk)(χ̇j +Wjℓ · Vℓ). (3.117)

ただし，χiは dyonの位相であり，gij , hij は対称行列である．このとき，Lは位相 χiを用いて表
されるが，前小節で見たように dyonの位相と電荷は関連づけられるので，ルジャンドル変換を
用いて変数を qiと置き換えたラグランジアン Leffを以下のように置くことができる．

Leff := L − 1

κ
qiχ̇i. (3.118)

ただし，κは定数である．すると，

∂Leff

∂χ̇i
= hij(χ̇j +Wjℓ · Vℓ)−

1

κ
qi = 0 ⇐⇒ qi = κhij(χ̇j +Wjℓ · Vℓ)

⇐⇒ hijqi = κδik(χ̇k +Wkℓ · Vℓ) = κ(χ̇i +Wiℓ · Vℓ) ⇐⇒ χ̇i =
1

κ
hijqj −Wiℓ · Vℓ

より，Leffは以下のように書き換えられることがわかる．

Leff =
1

2
gijVi · Vj +

1

2
hij

(
1

κ
hikqk

)(
1

κ
hjℓqℓ

)
− 1

κ
qi

(
1

κ
hijqj −Wiℓ · Vℓ

)
=

1

2
gijVi · Vj −

1

2κ2
hijqiqj +

1

κ
qiWij · Vj . (3.119)

∗)この恒等式はそれほど自明ではない，すなわち，右辺の第 1項と第 2項のクロスタームが打ち消すことは自明で
あるが，第 2項の 2乗和の係数が n− 1となることはそれほど自明ではないことに注意．これは，

∑
1≤i<j≤n の項の

数が
∑n−1

ℓ=1 ℓ = n(n− 1)/2となり，それぞれの (Vj − Vi)
2 に 2乗の項が 2つずつ含まれるためである．
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ただし，hij は hij の逆行列である．これと式 (3.115)の係数を比較すれば，以下が得られる．

gjj = m− g2

4π

∑
i ̸=j

1

rij
, (not summed over j) gij =

g2

4π

1

rij
, (i ̸= j)

Wjj = − gκ

4π

∑
i ̸=j
wij , (not summed over j) Wij =

gκ

4π
wij . (i ̸= j)

また，hij は Leffと Lを単に比較しただけでは逆行列を持つ形で得られないが，任意の項を付け
加えたものを考えればそのような形のものも得られ，特に hij = (κ2/g2)gij と置けば十分である．
さらに，ディラックポテンシャルの特異点を踏まえれば κ = 4π/gでなければならないこともわ
かる [23]．これらに v = 1, g = 2πを用いてさらに適当な係数を掛ければ，結局，式 (3.117)に対
する計量は以下となることがわかる．

ds2 = gijdxi · dxj + g−1
ij (dχi +Wik · dxk)(dχj +Wjℓ · dxℓ). (3.120)

ただし，

gjj = 2−
∑
i ̸=j

1

rij
, (not summed over j) gij =

1

rij
, (i ̸= j) (3.121)

Wjj = −
∑
i ̸=j
wij , (not summed over j) Wij = wij (i ̸= j) (3.122)

である．これをGibbons-Manton計量という．Gibbons-Manton計量は，各モノポールが十分
に離れているという仮定の下で導かれる漸近的な計量であり，その形はTaub-NUT計量で質量が
負の場合に対応する．また，そのような計量は hyperkähler計量であることが知られており，今の
結果は hyperkähler計量がトポロジカルソリトンのモジュライ空間から導かれる例となっている．
このように，BPS極限においては高次のチャージを持つモノポールのモジュライ空間の構造を

調べることはできるが，具体的な解については，今までのようなBPS条件に対するアンザッツを
考えるというアプローチで求めるのは困難である．次章では，そのような高次のチャージを持つ
場合の解を求めるための手法であるNahm構成法について詳しく見る．
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第4章 ADHM/Nahm構成法

本章では，インスタントンを系統的に求める手法である ADHM構成法，それをモノポールに
応用した Nahm構成法について述べる．4.1節では ADHM/Nahm構成法を理解するのに必要な
概念であるモジュライ空間と次元降下について，4.2, 4.3節ではそれぞれADHM/Nahm構成法の
原理といくつかの例について，4.4節では Nahm構成法から導かれる概念であるスペクトル曲線
とその応用について述べた．

4.1 ADHM/Nahm構成法の原理

2章で自己双対条件を満たすインスタントン，3章でBogomolny条件を満たすモノポールの例を
紹介したが，それらは位置やサイズといったパラメーターを持っていた．そのようなパラメーター
をモジュライパラメーター (moduli parameter)，それらの空間をモジュライ空間 (moduli space)

という．インスタントン/モノポールモジュライ空間はそれぞれ自己双対/Bogomolny方程式から
導かれるが，実はそれらの方程式が定義される次元とは別の次元において，同様のモジュライ空
間が導かれる方程式系が存在する．また，元の空間におけるゲージ場 Aµとそのような方程式系
の解としてのゲージ場 Tαとの間の 1対 1対応が示されており，それらを用いてインスタントンや
モノポールを構成する手法はADHM/Nahm構成法として知られている．
Yang-Mills理論におけるソリトン方程式と対応する方程式の関係を表 4.1にまとめておく．イ

ンスタントンからモノポールへの次元降下は 3.4小節で説明したが，そのような次元降下はさら
に低次元へも行うことができる．また，対応する方程式の次元はそれに伴って上がることが知ら
れている．ここで，R4で定義される自己双対方程式に対してADHM方程式は単なる行列の代数

表 4.1: Yang-Mills理論におけるソリトン方程式と対応する方程式系．

Aµ Tα

R4 自己双対方程式 R0 ADHM方程式
⇓ ⇑
R3 Bogomolny方程式 R1 Nahm方程式
⇓ ⇑
R2 いろいろなソリトン方程式 R2 いろいろなソリトン方程式
⇓ ⇑
R1 Nahm方程式 R3 Bogomolny方程式
⇓ ⇑
R0 ADHM方程式 R4 自己双対方程式
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方程式，R3 で定義される Bogomolny方程式に対して Nahm方程式は 1変数の 1階微分方程式
であり，元の方程式を解くよりも対応する方程式を解いて解を変換する方が容易である．これが
ADHM/Nahm構成法の原理である．

4.2 ADHM構成法

インスタントンを求める際の自己双対条件は，対応する零質量ディラック作用素の積がパウリ
行列と可換になるという条件に置き換えられる．これを 0次元におけるディラック作用素に置き
換えれば，逆に自己双対方程式に対応する ADHM方程式を導くことができる．また，その解を
変換することで自己双対インスタントンを構成することができる．

4.2.1 ADHM方程式

4次元 pure Yang-Mills理論のゲージ場 Aµ に対し，以下をそれぞれ零質量ディラック作用素
(Dirac operator)，その共役という∗)．

D := eµ ⊗Dµ := eµ ⊗ (∂µ +Aµ), (4.1)

D := e†µ ⊗Dµ := e†µ ⊗ (∂µ +Aµ). (4.2)

ただし，eµは四元数の2次複素行列表現における基底行列である．ここで，Aµ ∈ su(2)と∂†µ = −∂µ
より，以下となることに注意．

D† = e†µ ⊗ (∂µ +Aµ)
† = −e†µ ⊗ (∂µ +Aµ) = −D. (4.3)

このとき，DDを計算してみると，ηk(+)
µν Fµν = η̃

k(+)
µν F̃µν , η̃

k(+)
µν = η

k(+)
µν などに注意して，

DD = e†µeν ⊗ (∂µ +Aµ)(∂ν +Aν)

= (δµν12 + iηk(+)
µν σk)⊗ (∂µ∂ν + ∂µAν +Aν∂µ +Aµ∂ν +AµAν)

= 12 ⊗D2 + iηk(+)
µν σk ⊗ (∂µAν +AµAν)

= 12 ⊗D2 +
i

2
ηk(+)
µν σk ⊗ Fµν

= 12 ⊗D2 +
i

4
ηk(+)
µν σk ⊗ (Fµν + F̃µν). (4.4)

すると，この第 2項が 0となるための条件が自己双対条件なので，以下であることがわかる．

Fµν が自己双対 ⇐⇒ DDがパウリ行列と可換. (4.5)

このような零質量ディラック作用素Dに対し，4.1節で述べたような対応する方程式系における，
単なる行列であるようなディラック作用素が考えられる．それを 0次元ディラック作用素といい，

∗)V ⊗W は 2つのベクトル空間 V , W に対するテンソル積であり，v ∈ V , w ∈ W に対する元も v⊗wと書く．テ
ンソル積は 2つのベクトル空間を合体させるような演算であり，V ⊗W の基底の数は dimV · dimW である．例え
ば，2× 2行列と k× k行列のテンソル積は，2k× 2k行列と見ても，各成分が 2× 2行列である k× k行列と見ても，
2× 2行列で成分が k × k 行列とも見なせる．
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∆と書く．このとき，DDがパウリ行列と可換であるという条件は∆†∆がRealかつRegular

であることに対応する．ただし，Realとは行列が四元数の意味で実数，すなわち，2 × 2の単位
行列 12のスカラー倍となること，Regularとは逆行列が存在することを意味する．また，これら
を満たす場合，∆は自己双対であるという．∆は単なる行列なので，∆が自己双対かどうかを調
べるには単に∆†∆がRealかつRegularかどうかを調べればよい．
0次元ディラック作用素∆が自己双対となるためのより正確な条件を求めてみる．まず，∆は

以下のように置ける∗)．

∆(x) = Cx−D. (4.6)

ただし，C, Dは (n+2k)× 2kの行列，x = xµeµ，xµはR4の座標，eµは四元数の 2次複素行列
表現における基底行列である∗∗)．ここで，C, Dはそれぞれ以下の標準形 (standard form)に変形
可能であることが知られている．

C =

(
On×2k

12k

)
, D =

(
S

T

)
. (4.7)

ただし，On×2k は n× 2kの零行列，12k は 2k次の単位行列，Sは n× 2kの行列，T = eµ ⊗ Tµ

は 2k次の正方行列，Tµは k次のエルミート行列である．すると，∆に含まれる情報はすべてD

が担うことになる．このDをADHMデータという．これらを代入すれば，∆は

∆(x) =

(
−S

x12k − T

)
=

(
−S

eµ ⊗ (xµ1k − Tµ)

)
(4.8)

のように書ける．このとき，∆†∆を計算すると，

∆†∆ =
(

−S† x†12k − T †
)( −S

x12k − T

)
= S†S + x†x12k − x†T − T †x+ T †T

となるが，パウリ行列の性質

σiσj = δij12 + iεijkσk, Trσi = 0, Tr12 = 2

を思い出せば，σa∆†∆に対してテンソル積の 2× 2成分についてのトレースをとったものは σaの
係数の 2倍となることがわかる．ところが，

x†x12k = |xµ|212k, x†T + T †x = xµTν(e
†
µeν + e†νeµ) = 2xµTµ12

であり，これらの項はそのようなトレースで自動的に 0となる．故に，∆†∆がパウリ行列と可換
となるための条件は以下のように書けることがわかる．

Tr2
{
σa(S

†S + T †T )
}
= 0. (for all a = 1, 2, 3) (4.9)

ただし，Tr2はテンソル積の 2× 2成分についてのトレースである．

∗)xについて線形と仮定するのは一種のアンザッツである．
∗∗)(n+ 2k)× 2k の 2は x ∈ Hの 2次複素行列表現に対応しており，他の表現では 2でなくなる．
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より詳細な条件を導くには，以下のように置く．

S =
(
I† J

)
. (4.10)

すると，∆†∆はひとまず以下のように計算できる．

∆†∆ =
(

−S† e†µ ⊗ (xµ1k − Tµ)
)( −S

eν ⊗ (xν1k − T ν)

)
= S†S + e†µeν ⊗ (xµ1k − Tµ)(xν1k − T ν)

=

(
I

J†

)(
I† J

)
+ (δµν12 + iηa(+)

µν σa)⊗ (xµxν1k − xµT ν − xνTµ + TµT ν)

=

(
II† IJ

J†I† J†J

)
+ 12 ⊗ (x1k − T )2 + iηa(+)

µν σa ⊗ TµT ν .

ここで，第 1項を eµで括るために，以下のように置く．(
II† IJ

J†I† J†J

)
= eµ ⊗ Iµ =

(
I4 − iI3 −I2 − iI1

I2 − iI1 I4 + iI3

)
.

すると，簡単な連立方程式を解くことで，

I4 =
1

2
(II† + J†J),

I2 =
1

2
(J†I† − IJ),

I3 =
i

2
(II† − J†J),

I1 =
i

2
(J†I† + IJ)

であることがわかり，第 1項は以下のように書き直せる．(
II† IJ

J†I† J†J

)
= (δµ412 − iδµaσa)⊗ Iµ = 12 ⊗ I4 − iσa ⊗ Ia.

また，第 3項も以下のように書き直せる．

iηa(+)
µν σa ⊗ TµT ν = iσa ⊗ (εaµν4 + δaµδν4 − δaνδµ4)T

µT ν

= iσa ⊗
(
1

2
εabc[Tb, Tc] + [Ta, T4]

)
.

故に，

∆†∆ = 12 ⊗ {(x− T )2 + I4}+ iσa ⊗
(
1

2
εabc[Tb, Tc] + [Ta, T4]− Ia

)
(4.11)

となり，これがパウリ行列と可換となるための条件は以下であることがわかる．

1

2
εabc[Tb, Tc] + [Ta, T4]− Ia = 0. (for all a = 1, 2, 3) (4.12)
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これをADHM方程式という．ADHM方程式を成分で書き下せば以下のようになる．
[T1, T2] + [T3, T4]−

i

2
(II† − J†J) = 0,

[T1, T3]− [T2, T4]−
1

2
(IJ − J†I†) = 0,

[T1, T4] + [T2, T3]−
i

2
(IJ + J†I†) = 0.

(4.13)

また，B1 := T4 + iT3, B2 := T2 + iT1とすれば，以下のようにも書き直せる．{
[B1, B

†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J = 0,

[B1, B2] + IJ = 0.
(4.14)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

まず，

[B1, B
†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J = [T4 + iT3, T4 − iT3] + [T2 + iT1, T2 − iT1] + II† − J†J

= 2i[T1, T2] + 2i[T3, T4] + II† − J†J = 0

⇐⇒ [T1, T2] + [T3, T4]−
i

2
(II† − J†J) = 0.

次に，

[B1, B2] + IJ = [T2 + iT1, T4 + iT3] +
1

2
(IJ + J†I†) +

1

2
(IJ − J†I†)

=

{
[T2, T4]− [T1, T3] +

1

2
(IJ − J†I†)

}
+ i

{
[T2, T3] + [T1, T4]−

i

2
(IJ + J†I†)

}
= 0

⇐⇒


[T2, T4]− [T1, T3] +

1

2
(IJ − J†I†) = 0,

[T2, T3] + [T1, T4]−
i

2
(IJ + J†I†) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

0次元ディラック作用素∆が自己双対であるためには，厳密には ADHM方程式を満たさなけ
ればならない．しかし，簡単には，適当なADHMデータを仮定して直接∆†∆を計算し，それが
RealかつRegularであるかどうかを確認することで解が得られる．

4.2.2 ADHM → ASD

0次元ディラック作用素∆(x)に対するWeyl方程式は以下のように書ける∗)．

∆†V = 0 (4.15)

∗)Weyl方程式と零質量ディラック方程式は同じものを指すが，4次元におけるディラック方程式と区別するために
双対なディラック方程式をWeyl方程式と呼ぶことにする．
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また，V (x)はWeyl方程式のゼロモード (zeromode)である．このとき，方程式は (∆†V )† = V †∆ =

0と同値であることに注意．ここで，∆の型を考えると，

∆†V =

 [2k × n] [2k × 2k]


=∆†

 [n× n]

[2k × n]


=V

= O2k×n

でなければならないので，V は (n+2k)×nの行列である．それ故，V は n×n行列の u，2k×n

行列の vを用いて以下のように書ける．

V =

(
u

v

)
. (4.16)

また，V の規格化条件は以下のようになる．

V †V = 1n. (4.17)

このとき，以下が成り立つことに注意．

∂µ(V
†V ) = ∂µV

†V + V †∂µV = On ⇐⇒ ∂µV
†V = −V †∂µV. (4.18)

ADHM構成法 (Atiyah-Drinfeld-Hitchin-Manin construction)とは，与えられた自己双対な 0

次元ディラック作用素∆(x)に対するWeyl方程式の規格化されたゼロモード V に対して

Aµ = V †∂µV (4.19)

と置いたとき，これが自己双対インスタントンのゲージ場となっているというものである．この
ことを示していく．まず，以下よりAµは確かに反エルミートである．

A†
µ = (V †∂µV )† = ∂µV

†V = −V †∂µV = −Aµ. (4.20)

次に，Aµが自己双対インスタントンのゲージ場であることを示す．ひとまず，ゼロモード V に
対して以下のように置く．

P = V V †. (4.21)

このとき，P は V の型より (n+ 2k)× (n+ 2k)の行列である．また，P は以下を満たす．

P 2 = P, P † = P. (4.22)

∵ P 2 = V V †V V † = V V † = P, (4.23)

P † = (V V †)† = (V †)†V † = V V † = P.

このような性質を持つ行列を射影演算子 (projection operator)という．これまでに出てきた量の
中では，∆(∆†∆)−1∆†という積も射影演算子となっている．

∵ {∆(∆†∆)−1∆†}{∆(∆†∆)−1∆†} = ∆(∆†∆)−1(∆†∆)(∆†∆)−1∆† = ∆(∆†∆)−1∆†,
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{∆(∆†∆)−1∆†}† = (∆†)†{(∆†∆)−1}†∆† = ∆{(∆†∆)†}−1∆† = ∆{∆†(∆†)†}−1∆†

= ∆(∆†∆)−1∆†.

このとき，∆†∆が k × k の行列であることに注意．また，(∆†∆)−1 が存在することは ∆†∆が
Regularであることにより保障されることに注意 (∆†∆が Regularであるからといって ∆(x)も
Regularとは限らないことに注意)．そこで，以下のように置く．

(∆†∆)−1 = f. (4.24)

すると，2つの射影演算子の関係は以下のように書ける．

∆f∆† + P = 1n+2k. (4.25)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

まず，以下のように置く．

W =
(

∆ V
)
.

すると，Weyl方程式に注意して，以下となることがわかる．

W †W =

(
∆†

V †

)(
∆ V

)
=

(
∆†∆ ∆†V

V †∆ V †V

)
=

(
∆†∆ O

O 1n

)
.

このとき，明らかに

(W †W )−1 =

(
f O

O 1n

)

であり，これと恒等式

W (W †W )−1W † =WW−1(W †)−1W † = 1n+2k

を用いれば， (
∆ V

)( f O

O 1n

)(
∆†

V †

)
= ∆f∆† + P = 1n+2k.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

これらの準備の下で，まず，以下が示せる．

Fµν = V †[∂µP, ∂νP ]V. (4.26)

ただし，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]である．

∵ V †[∂µP, ∂νP ]V = V †(∂µV V
† + V ∂µV

†)(∂νV V
† + V ∂νV

†)V − (µ↔ ν)

= V †∂µV V
†∂νV + V †∂µV ∂νV

†V + ∂µV
†∂νV + ∂µV

†V ∂νV
†V − (µ↔ ν)
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= ∂µV
†∂νV + ∂µV

†V ∂νV
†V − (µ↔ ν) (∵ ∂νV

†V = −V †∂νV )

= ∂µ(V
†∂νV )− V †∂µ∂νV + V †∂µV V

†∂νV − (µ↔ ν)

= ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (∵ ∂µ∂ν = ∂ν∂µ, Aµ = V †∂µV )

= Fµν .

また，P = 1n+2k −∆f∆†, ∆ = Cx−D, ∆† = x†C† −D†などより，以下となることもわかる．

V †∂µP = −V †∂µ(∆f∆
†) = −V †∂µ∆f∆

† − V †∆∂µ(f∆
†)

= −V †C∂µxf∆
† = −v†eµf∆†, (4.27)

∂νPV = −∂ν(∆f∆†)V = −∂ν(∆f)∆†V −∆f∂ν∆
†V

= −∆f∂νx
†C†V = −∆fe†νv. (4.28)

すると，

Fµν = V †∂µP∂νPV − (µ↔ ν) = v†eµf∆
†∆fe†νv − (µ↔ ν)

= v†(eµfe
†
ν − eνfe

†
µ)v (∵ f = (∆†∆)−1)

= v†f(eµe
†
ν − eνe

†
µ)v (∵ f のReality)

= 2iv†fη(−)
µν v (∵ eµe

†
ν = δµν12 + iη(−)

µν ) (4.29)

となるが，η(−)
µν は自己双対なので，Fµν も明らかに自己双対である．

最後に，Aµが無限遠方でピュアゲージに近づくことを示す．まず，u ≈ O(1)としたとき，

∆†V = (x†C† −D†)V = x†v − (S†u+ T †v) = 0 ⇐⇒ v =
x

|x|2
(S†u+ T †v) ≈ O(|x|−1)

なので，V の規格化条件より，

V †V −−−−→
|x|→∞

(
u† 0

)( u

0

)
= u†u = 1n

となる．次に，Aµの定義より，

Aµ −−−−→
|x|→∞

(
u† 0

)( ∂µu

0

)
= u†∂µu

となる．それから，

C†C =
(
O2k×n 12k

)( On×2k

12k

)
= O2k×2k + 12k = 12k,

C†D =
(
O2k×n 12k

)( S

T

)
= T, D†C = T †

より，

∆†∆ = (x†C† −D†)(Cx−D) = x†C†Cx− x†C†D −D†Cx+D2
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= x2 − x†T − T †x+D2 ⇐⇒ f = (∆†∆)−1 ≈ 1

|x|2

∆f∆† ≈ 1

|x|2
(Cx−D)(x†C† −D†) =

1

|x|2
(Cx2C† − CxD† −Dx†C† −D2)

≈ CC†

なので，

V V † = 1−∆f∆† −−−−→
|x|→∞

1− CC†

=

(
1 0

0 1

)
−

(
0 0

0 1

)
=

(
1 0

0 0

)
=

(
u

0

)(
u† 0

)
=

(
uu† 0

0 0

)
⇐⇒ uu† = 12

となり，u ∈ U(n)とAµがピュアゲージ u†∂µuに近づくことが示せた (ADHMデータとして正方
行列をとると始めからピュアゲージとなってしまうことに注意)．

4.2.3 ADHM構成法の諸性質

ADHM構成法の性質について見ておく．まず，0次元ディラック作用素∆とそのゼロモード V

に h ∈ U(n+ 2k)を左から掛け，以下のように変換してみる．

∆ 7→ h∆, V 7→ hV. (4.30)

すると，

∆†V 7→ (h∆)†hV = ∆†h†hV = ∆†V = 0,

∆†∆ 7→ (h∆)†h∆ = ∆†h†h∆ = ∆†∆

となるので，この変換はADHM構成法によって構成されるゲージ場に影響を及ぼさない．また，
∆(x)に ℓ ∈ GL(2k)を右から掛けて，

∆ 7→ ∆ℓ (4.31)

と変換してみても，(∆†∆)−1が正則ならば，

(∆†∆)−1 7→ {(∆ℓ)†∆ℓ}−1 = (ℓ†∆†∆ℓ)−1 = ℓ−1(∆†∆)−1(ℓ†)−1

も正則となるので，この変換もADHM構成法に影響を及ぼさない．これらは，ADHM構成法の
持つグローバルな対称性である．さらに，V に g ∈ U(n)を右から掛けて，

V 7→ V g (4.32)

と変換してみる．すると，

∆†V 7→ ∆†(V g) = (∆†V )g = 0

であり，また，以下よりこれはAµのゲージ変換に対応することがわかる．

Aµ = V †∂µV 7→ (V g)†∂µ(V g) = g†V †∂µV g + g†V †V ∂µg = g†Aµg + g†∂µg.
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4.2.4 ADHM構成法の例

ADHM構成法の例について見てみる．まず，n = 2, k = 1とし，以下の形の 0次元ディラック
作用素を考える．

∆(x) =

(
0

x

)
+

(
λ1

α1

)
=

(
λ1

x1

)
. (4.33)

ただし，λ1は任意の実四元数，α1は任意の四元数，x1 = x+ α1であり，すべて 2次複素行列表
現であるとする．このとき，

∆†∆ =
(
λ1 x†1

)( λ1

x1

)
= (λ21 + |x1|2)12

は明らかにRealかつRegularなので，∆(x)は自己双対である．次に，∆(x)のゼロモードを

V =

(
12

v1

)
ϕ−1/2 (4.34)

と置く．ただし，v1は四元数，ϕ(x)は実関数の規格化因子であり，規格化条件より，

V †V = ϕ−1/2
(

12 v†1

)( 12

v1

)
ϕ−1/2 = ϕ−1(1 + |v1|2)12 = 12

⇐⇒ ϕ(x) = 1 + |v1|2.

すると，V は，

∆†V =
(
λ1 x†1

)( 12

v1

)
ϕ−1/2 = (λ1 + x†1v1)ϕ

−1/2 = 0 ⇐⇒ v1 = − x1
|x1|2

λ1 (4.35)

のように求まり，ϕ(x)は以下のように’t Hooftアンザッツの未知関数に対応することがわかる．

ϕ(x) = 1 +
λ21

|x1µ|2
= 1 +

λ21
|xµ + α1µ|2

. (4.36)

そして，V よりゲージ場Aµ(x)を計算すると，ひとまず

Aµ(x) = V †∂µV = ϕ−1/2
(

12 v†1

){( O2

∂µv1

)
ϕ−1/2 − 1

2
ϕ−1V ∂µϕ

}

=

(
v†1∂µv1 −

1

2
∂µϕ

)
ϕ−1 =

1

2
(v†1∂µv1 − ∂µv

†
1v1)ϕ

−1

となるが，

∂µv1 = −λ1∂µ
(
x1ν
|x1|2

eν

)
= −λ1

(
δµν
|x1|2

eν − 2
x1ν
|x1|3

x1µ
|x1|

eν

)
= − λ1

|x1|2
eµ − 2

xµ
|x1|2

v1,

v†1∂µv1 = λ21
x1ν
|x1|4

e†νeµ − 2
xµ
|x1|2

|v1|2,
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∂µv
†
1 = − λ1

|x1|2
e†µ − 2

xµ
|x1|2

v†1, ∂µv
†
1v1 = λ21

x1ν
|x1|4

e†µeν − 2
xµ
|x1|2

|v1|2

なので，

Aµ(x) =
1

2
λ21

x1ν
|x1|4

(e†νeµ − e†µeν)ϕ
−1 = −iη(+)

µν λ
2
1

x1ν
|x1|4

/(
1 +

λ21
|x1|2

)
=

i

2
η(+)
µν ∂ν ln

(
1 +

λ21
|x1µ|2

)
=

i

2
η(+)
µν ∂ν ln

(
1 +

λ21
|xµ + α1µ|2

)
(4.37)

となり，’t Hooft 1-インスタントンが得られた．このとき，λ1, α1µはそれぞれ 1-インスタントン
の大きさと位置のパラメーターであり，実際に ADHMデータがインスタントンのモジュライを
用いて表されることがわかる．また，k = 1はインスタントン数に対応することもわかる．
’t Hooft k-インスタントンの 0次元ディラック作用素は以下となることが知られている．

∆(x) =


0

x

x
. . .

x

+


λ1 λ2 · · · λk

α1 O

α2

. . .

O αk

 . (4.38)

ただし，λiは実四元数，αiは任意の四元数であり，これらはそれぞれ’t Hooft k-インスタントン
の i番目の極に対するスケールと位置のパラメーターである．

4.3 Nahm構成法

ADHM構成法をモノポールに応用したものはNahm構成法と呼ばれる．ADHM構成法と同様
に 1次元におけるディラック作用素を考えれば，Bogomolny方程式に対応するNahm方程式が得
られる．ADHM構成法の場合と異なり，Nahm方程式の解はさらにいくつかの境界条件を満たさ
なければならない．そのような解を用いれば，BPSモノポールを構成することができる．

4.3.1 Nahm方程式

4.1節で述べたように，Bogomolny方程式に対応する方程式は 1次元のものであり，それに対
応する 1次元ディラック作用素∆(x)は以下のように置ける．

∆(x) = 12ki
d

ds
+ T †(s) + x† = 12ki

d

ds
+ e†µ ⊗ {Tµ(s) + xµ1k}. (4.39)

ただし，12kなどは単位行列，sは 1次元の空間における変数，eµは四元数の 2次複素行列表現に
おける基底行列，Tµ(s)は k次のエルミート行列，xµは 4次元ミンコフスキー空間における座標
である (エルミート共役をとるのは習慣である)．また，Tµ(s)をNahmデータという．ここで，
∆†∆を計算してみると，(d/ds)† = −d/dsに注意して，

∆†∆ =

{
12ki

d

ds
+ eµ ⊗ (Tµ + xµ1k)

}{
12ki

d

ds
+ e†ν ⊗ (Tν + xν1k)

}
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= −12k
d2

ds2
+ e†ν ⊗ i

dTν
ds

+ (e†µ + eµ)⊗ (Tµ + xµ1k)i
d

ds

+ eµe
†
ν ⊗ (Tµ + xµ1k)(Tν + xν1k)

となるが，

第 2項 = (δ4ν12 + iδνaσa)⊗ i
dTν
ds

= 12 ⊗ i
dT4
ds

− σa ⊗
dTa
ds

,

第 3項 = 2δ4µ12 ⊗ (Tµ + xµ1k)i
d

ds
= 12 ⊗ 2(T4 + x41k)i

d

ds
,

第 4項 = (δµν12 + iη(−)
µν )⊗ (TµTν + xνTµ + xµTν + xµxν1k)

= 12 ⊗ (Tµ + xµ1k)
2 + i(εaµν4 − δaµδν4 + δaνδµ4)σa ⊗ TµTν

= 12 ⊗ (Tµ + xµ1k)
2 + σa ⊗

(
i

2
εabc[Tb, Tc]− i[Ta, T4]

)
なので，結局，

∆†∆ = 12 ⊗
{
−1k

d2

ds2
+ i

dT4
ds

+ 2(T4 + x41k)i
d

ds
+ (Tµ + xµ1k)

2

}
+ σa ⊗

(
−dTa

ds
+

i

2
εabc[Tb, Tc]− i[Ta, T4]

)
(4.40)

となり，これがパウリ行列と可換になるための条件は以下であることがわかる．

d

ds
Ta −

i

2
εabc[Tb, Tc] + i[Ta, T4] = 0. (for all a = 1, 2, 3) (4.41)

ところが，T4は適当なゲージ変換によって 0にできるので，以下であれば十分である．

d

ds
Ta =

i

2
εabc[Tb, Tc]. (for all a = 1, 2, 3) (4.42)

これをNahm方程式という．ADHM構成法の場合，自己双対な 0次元ディラック作用素を用い
れば直ちにインスタントンを構成できた．ところが，モノポールの場合，Nahm方程式の解 Ta(s)

が必ずしもモノポールに対応するとは限らず，さらに以下の付加的な境界条件が課される [26]．

• Ta(s)は区間 [−1, 1]で定義され∗)，区間内の至る所で滑らか．

• Ta(−s) = tTa(s)を満たす (Realityの条件)．

• s = ±1で単純極を持ち，それぞれの留数は su(2)の既約表現 (irreducible representation)

で表される，すなわち，s = 1付近での Ta(s)の展開が以下のようになる．

Ta(s) ∼
Ra
s− 1

+O(1). (4.43)

ただし，Raは su(2)の既約表現であり，[R1, R2] = −R3などの交換関係を満たす．

∗)[0, 2]とする場合もある．
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以上の条件を満たすNahmデータ Ta(s)が与えられれば，それをポテンシャルとして持つ以下
のWeyl方程式が考えられる．(

12k
d

ds
− Ta ⊗ σa − ixµ1k ⊗ eµ

)
U(s, xα) = 0. (4.44)

ここで，U(s, xα)はWeyl方程式のゼロモードであり，以下の規格化条件が課される．∫ 1

−1
U(s, xα)†U(s, xα) ds = 12. (4.45)

このように規格化されたゼロモード U(s, xα)に対して

Aµ(x) =

∫ 1

−1
U(s, xα)†∂µU(s, xα) ds, Φ(x) = A4(x) (4.46)

とすると，Φ(x)が以下のようにして BPSモノポールの境界条件を満たし，Φ(x), Aj(x)がそれ
ぞれ BPSモノポールのヒッグス場とゲージ場に対応することが示されている．

Φ(x) −−−→
r→∞

i diag(1,−1)− i

2r
diag(k,−k) +O(r−2),

∂

∂Ω
∥Φ(x)∥ −−−→

r→∞
O(r−2)

このようにしてモノポールを構成する方法をNahm構成法 (Nahm construction)という．また，
NahmデータからBPSモノポールのヒッグス場とゲージ場を得る手順を特にNahm変換 (Nahm

transform)という．後に見るように，Nahm方程式の解はいくつかの場合に対して解析的に求め
られている．しかし，それらの解をポテンシャルとして持つWeyl方程式を解析的に解くことは
困難であり，しばしばNahm変換は数値計算を用いて行われる．
最後に，Weyl方程式を少しだけ書き直しておく．まず，両辺に e−ix4sを掛けると，{(

12k
d

ds
− Ta ⊗ σa − ixµ1k ⊗ eµ

)
U(s, xα)

}
e−ix4s

=

{
12k

d

ds
− (Tj + xj1k)⊗ σj

}
{U(s, xα)e−ix4s} = 0

のように座標 x4を括り出せるので，結局，解くべきWeyl方程式は時間に依存しないゼロモード
Ũ(s,x) = U(s, xα)e−ix4sに対する以下のようなものとなる．{

12k
d

ds
− (Tj + xj1k)⊗ σj

}
Ũ(s,x) = 0. (4.47)

また，U(s,x)の規格化条件も，因子 e−ix4sが打ち消すので以下であれば十分である．∫ 1

−1
Ũ(s,x)†Ũ(s,x) ds = 12. (4.48)

さらに，ヒッグス場とゲージ場の表式も，U(s, xα) = Ũ(s,x)eix4sが x4と残りの変数が分離され
た形となっているため，微分は片方ずつの因子に掛かり，それぞれ以下のように書き直せる．

Φ(x) = i

∫ 1

−1
sŨ(s,x)†Ũ(s,x) ds, Aj(x) =

∫ 1

−1
Ũ(s,x)†∂jŨ(s,x) ds. (4.49)
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4.3.2 Bogomolny → Nahm

Nahm方程式といくつかの境界条件を満たすNahmデータからモノポールが構成されることを
説明したので，今度は逆にBogomolny方程式を満たすゲージ場からNahm方程式を満たすNahm

データが構成されることを見てみる．モノポールのディラック場 t(ψ−(x), ψ+(x))に対する以下
の零質量ディラック方程式を考える．

Dψ−(x) = 0, D†ψ+(x) = 0. (4.50)

ただし，ψ−(x), ψ+(x)はスピノル成分であり，それぞれの空間を S−, S+とする．また，

D = −ei ⊗Di − Φ+ is, D† = −ei ⊗Di +Φ− is (4.51)

であり，eiは四元数の 2次複素行列表現における基底行列の虚数成分，Di = ∂i +Aiは共変微分，
Aiはゲージ場，Φはヒッグス場，sは任意の実数であり，e†i = −ei, ∂†i = −∂i, A†

i = −Aiなどに
注意．ここで，DD†を計算してみると，eiej = −δij12 + εijkekに注意して，

DD† = (−δij12 + εijkek)⊗DiDj − ei ⊗DiΦ− (Φ− is)2

となるが，[Di, Dj ] = Fij , Bi = −(1/2)εijkFjkより，

εijkek ⊗DiDj = ek ⊗
1

2
εijk[Di, Dj ] = ek ⊗

1

2
εijkFij = −ek ⊗Bk

なので，結局，以下のようになる．

DD† = −12 ⊗ {D2
i + (Φ− is)2} − ei ⊗ (Bi +DiΦ). (4.52)

これより，BPS条件DiΦ = −BiはDD†がパウリ行列と可換 (DD†が可逆かつ四元数の実成分)

であることと等価であることがわかる．
BPS条件を満たすモノポールのディラック作用素Dについて考える．すると，式 (4.52)より

DD† は正の演算子なので，DD†ψ+(x) = 0は解を持たず，従って D†ψ+(x) = 0も解を持たず，
Dψ−(x) = 0のみが解を持つことがわかる．その解空間を S−

0 とすると，S
−は S−

0 とそれに直交
する空間 S−

⊥ によって S− = S−
0 ⊕ S−

⊥ のように直交分解される．このとき，DD
†は正則なので，

そのグリーン関数G(x, y)が考えられる．すると，

DD†G = D(D†G) = δ(x− y)

より，D†G(x, y)がDのグリーン関数であることがわかる．また，Dψ−(x) = 0の解はすべて S−
0

に含まれ，S−
⊥ には含まれないので，作用する空間を S−

⊥ に制限したDのグリーン関数が考えら
れるが，そのようなグリーン関数は

GDD†G = GG−1G = G

よりG(x, y)Dであることがわかる．スピノル成分の空間，それらの間でのD, D†, DD†，及び各
グリーン関数の作用について図 4.1にまとめておく．ただし，KerDはDによって 0に移される
ものの集合，すなわち，Dψ+(x) = 0の解空間を表わす．
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図 4.1: スピノル成分の空間とそれらの間での各ディラック作用素，グリーン関数の作用の仕方．

D†のグリーン関数はこのようにして求まるが，S−
⊥ における恒等演算子はまだ定まっていない．

それを求めるには，Dψ−(x) = 0の k個の独立な解 ψ0
1(x), ψ

0
2(x), · · · , ψ0

k(x)に対して，それらを
各列に持つベクトル

ψx := (ψ0
1(x), ψ

0
2(x), · · · , ψ0

k(x)) (4.53)

を考える．ただし，ψxは以下のように規格化されているとする．∫
ψ†
xψx d

3x = 1k ⇐⇒
∫
ψ0†
a (x)ψ0

b (x) d
3x = δab. (4.54)

すると，

δ(x− y)−ψxψ†
y = δ(x− y)−

∑
a

ψ0
a(x)ψ

0†
a (y) (4.55)

という演算子は，S−の任意の元 ψ−(x)に対して∫
{δ(x− y)−ψxψ†

y}ψ−(y) d3y = ψ−(x)−
∑
a

ψ0
a(x)

∫
ψ0†
a (y)ψ−(y) d3y (4.56)

のように作用して ψ−(x)からDψ−(x) = 0の解をすべて取り除くので，S−から S−
⊥ への射影演

算子，すなわち，S−
⊥ 上での恒等演算子になっていることがわかる．これと，D

†のグリーン関数
がG(x, y)Dであったことを合わせれば，以下が成り立つことがわかる∗)．

D†
xG(x, y)Dy = δ(x− y)−ψxψ†

y (4.57)

(Dの中の変数が指定されていることに注意)．
さて，このようなベクトルψxを用いて以下のような行列を作ってみる．

Ti(s) := −
∫
ψ†
xxiψx d

3x. (4.58)

∗)逆に，ψxψ
†
y = δ(x− y)−D†

xG(x, y)Dy は S− から S−
0 への射影演算子である．
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ただし，xiは単なるスカラーであり，順序を入れ替えてもよいが，演算子の作用がわかりづらく
なるのでこの順序を保つことにする．また，Ti(s)がエルミートであることに注意．このとき，部
分積分とDψx = 0, ψ†

xD† = (Dψx)
† = 0，

Dxi = −ej ⊗ ∂jxi + xiD = −ei + xiD ⇐⇒ [D,xi] = −ei

e†iej − e†jei = −2εijkekに注意して [Ti, Tj ]を計算すると，

[Ti, Tj ] =

∫
[ψ†

xxjψx,ψ
†
yykψy] d

3xd3y

=

∫
ψ†
xxjψxψ

†
yykψy d

3xd3y − (x↔ y)

=

∫
ψ†
xxj{δ(x− y)−D†

xG(x, y)Dy}ykψy d3xd3y − (x↔ y)

=

∫
ψ†
xe

†
jG(x, y)ekψy d

3xd3y − (x↔ y)

=

∫
ψ†
x(e

†
jek − e†kej)G(x, y)ψy d

3xd3y (∵ 第 2項で x↔ y)

= −2εijk

∫
ψ†
xeiG(x, y)ψy d

3xd3y.

また，D†G(x, y)がDのグリーン関数であることにより，

Dψx = 0 ⇐⇒ d

ds
(Dψx) =

dD

ds
ψx +D

dψx
ds

= iψx +D
dψx
ds

= 0

⇐⇒ dψx
ds

= −i

∫
D†G(x, y)ψy d

3y

となることを用いて dTk/dsを計算すると，

dTk
ds

= −
∫

dψ†
x

ds
xkψxd

3x−
∫
ψ†
xxk

dψx
ds

d3x

= −i

∫
ψ†
yDG(x, y)xkψx d

3xd3y + i

∫
ψ†
xxkD

†G(x, y)ψy d
3xd3y

= −i

∫
ψ†
yG(x, y)ekψx d

3xd3y + i

∫
ψxe

†
kG(x, y)ψy d

3xd3y

= −2i

∫
ψ†
xG(x, y)ekψy d

3xd3y. (∵ e†k = −ek, 第 1項で x↔ y)

すると，結局，

[Ti, Tj ] = −iεijk
dTk
ds

⇐⇒ εijk[Ti, Tj ] = −iεijkεijℓ
dTℓ
ds

= −2iδkℓ
dTℓ
ds

= −2i
dTk
ds

⇐⇒ dTk
ds

=
i

2
εijk[Ti, Tj ],

すなわち，Ti(s)はNahm方程式を満たすことがわかる．
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4.3.3 Prasad-Sommerfield解のNahm構成

Nahm構成法の例について見てみる．k = 1とすると，Nahmデータは単にスカラーであるが，
エルミート性の条件を踏まえると Ti = ciという形が考えられる (k = 1の場合，いくつかの境界
条件は考えなくてもよい)．ただし，c1, c2, c3は任意の実定数である．ところが，これらの定数
はWeyl方程式に代入した際に空間座標に吸収されるので，ciは単なる平行移動のパラメーター
であり，Ti = 0として計算すれば十分である．この解は自明なように思われるが，Weyl方程式は
それほど自明ではなく，以下のようになる．(

d

ds
− xiσi

)
U(s, x) = 0. (4.59)

このゼロモードは明らかに以下のようになる．

U(s, x) = exiσisϕ(r) =
(
12 cosh rs+

xiσi
r

sinh rs
)
ϕ(r). (4.60)

ただし，r2 = xixiであり，ϕ(r)は規格化因子である．ここで，後の計算のために，∫ 1

−1
sinhαx dx = 0,

∫ 1

−1
x sinhαx dx =

2

α2
(α coshα− sinhα),∫ 1

−1
coshαx dx =

2

α
,

∫ 1

−1
x coshαx dx = 0, ∂i =

∂r

∂xi
∂r =

xi
r
∂r

などに注意しておく．すると，規格化条件より ϕ(r)は以下のように求まる．∫ 1

−1
U(s, x)†U(s, x) ds = ϕ2

∫ 1

−1
e2xiσisds = ϕ2

∫ 1

−1

(
12 cosh 2rs+

xiσi
r

sinh 2rs
)
ds

=
ϕ2

r
12 sinh 2r = 12 ⇐⇒ ϕ(r) =

√
r

sinh 2r
. (4.61)

また，ヒッグス場 Φ(x)は以下のようになる．

Φ(x) = iϕ2
∫ 1

−1
se2xiσisds = iϕ2

∫ 1

−1
s
(
12 cosh 2rs+

xiσi
r

sinh 2rs
)
ds

= iϕ2
xiσi
r

1

2r2
(2r cosh 2r − sinh 2r) = i

xiσi
2r2

(
2r

tanh 2r
− 1

)
. (4.62)

さらに，ゲージ場Ai(x)は以下のようになる．

Ai(x) = ϕ2
∫ 1

−1
exiσis∂ie

xiσisds+ ϕ∂iϕ

∫ 1

−1
e2xiσisds

= ϕ2
∫ 1

−1

(
12 cosh rs+

xjσj
r

sinh rs
) xi
r
s
(
12 sinh rs+

xkσk
r

cosh rs
)
ds

+ ϕ2
∫ 1

−1

(
12 cosh rs+

xjσj
r

sinh rs
)(σi

r
− xixkσk

r3

)
sinh rs ds

+ ϕ
xi
r
∂r(r

1/2 sinh−1/2 2r)

∫ 1

−1
e2xiσisds
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= ϕ2
∫ 1

−1
s
(
12 sinh 2rs+

xjσj
r

cosh 2rs
)
ds
xi
r

+ ϕ2
∫ 1

−1

1

2

{
12 sinh 2rs+

xjσj
r

(cosh 2rs− 1)
}
ds
(σi
r

− xixkσk
r3

)
+

xi
2r2

(
1− 2r

tanh 2r

)
ϕ2
∫ 1

−1
e2xiσisds

(
∵ (xn)′ =

n

x
xn
)

= ϕ2
xi12
2r3

(2r cosh 2r − sinh 2r)

+ ϕ2
xjσj
r

(
1

2r
sinh 2r − 1

)(σi
r

− xixkσk
r3

)
+
xi12
2r2

(
1− 2r

tanh 2r

)
=
xi12
2r2

(
2r

tanh 2r
− 1

)
+ i

εijkxjσk
2r2

(
2r

sinh 2r
− 1

)
+
xi12
2r2

(
1− 2r

tanh 2r

)
= i

εijkxjσk
2r2

(
2r

sinh 2r
− 1

)
. (∵ σiσj = δij12 + iεijkσk) (4.63)

まとめると，

Φ = i
xiσi
2r2

(
2r

tanh 2r
− 1

)
, Ai = i

εijkxjσk
2r2

(
2r

sinh 2r
− 1

)
(4.64)

であり，これは 3.4節で見た Prasad-Sommerfield解と一致する．

4.3.4 2-モノポールのNahm構成

k = 2の場合のNahmデータは 2次のエルミート行列であり，以下のように置ける．

Ti(s) = fi(s)σi. (not summed over i) (4.65)

ただし，σiはパウリ行列である．これらをNahm方程式に代入すれば，

T ′
1 = f ′1σ1 = i[T2, T3] = if2f3[σ2, σ3] = −2f2f3σ1,

T ′
2 = f ′2σ2 = i[T3, T1] = if3f1[σ3, σ1] = −2f3f1σ2,

T ′
3 = f ′3σ3 = i[T1, T2] = if1f2[σ1, σ2] = −2f1f2σ3,

すなわち，以下が未知関数に対する方程式であることがわかる．

f ′1 = −2f2f3, f ′2 = −2f3f1, f ′3 = −2f1f2. (4.66)

ここで，後のために，未知関数と変数をそれぞれ以下のように置き直しておく．

fi(s) = DFi(u), u = 2D(s+ s0). (4.67)

ただし，D, s0は任意の実数であり，

f ′1 = D
dF1

du

du

ds
= 2D2dF1

du
= −2f2f3 = −2D2F2F3 ⇐⇒ dF1

du
= −F2F3, etc.
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すなわち，Dは未知関数のスケールの自由度を表わすパラメーターである．すると，まず，

f ′1/f
′
2 = f2/f1 ⇐⇒ f1f

′
1 − f2f

′
2 = (f21 − f22 )

′/2 = 0, etc.

∴ f21 − f22 = c212, f22 − f23 = c223, f21 − f23 = c213

となることがわかる．ただし，f21 ≥ f22 ≥ f23 と仮定した．また，c12, c23, c13は c212 + c223 = c213
を満たす任意の定数であり，先のスケールの自由度を持つことに注意．このとき，c12, c23, c13の
残りの 1つの自由度を用いて，以下のように置いてみる．

c212 = D2k2, c223 = D2(1− k2), c213 = D2.

ただし，kは定数であり，f21 ≥ f22 ≥ f23 となるためには 0 ≤ k ≤ 1でなければならない．すると，
F2, F3はそれぞれ以下のように表せる．

f22 = D2F 2
2 = f21 − c212 = D2(F 2

1 − k2) ⇐⇒ F 2
2 = F 2

1 − k2,

f23 = D2F 2
3 = f21 − c213 = D2(F 2

1 − 1) ⇐⇒ F 2
3 = F 2

1 − 1.

また，F1が満たすべき方程式は，F ′
1 = −F2F3の両辺を 2乗して(
dF1

du

)2

= (F 2
1 − k2)(F 2

1 − 1)

となるが，さらに F1 = −1/yと置けば以下のようになることがわかる．(
dy

du

)2

= (1− k2y2)(1− y2) ⇐⇒ du

dy
=

1√
(1− k2y2)(1− y2)

⇐⇒ u =

∫ y

0

dy′√
(1− k2y′2)(1− y′2)

= sn−1 y ⇐⇒ y = snu. (4.68)

ただし，snはヤコビの楕円関数である．すると，ヤコビの楕円関数の性質

sn2 u+ cn2 u = 1, k2sn2 u+ dn2 u = 1

より，以下となることがわかる．

F1 = −1

y
= − 1

snu
, F 2

2 = F 2
1 − k2 =

1− k2sn2 u

sn2 u
=

dn2 u

sn2 u
,

F 2
3 = F 2

1 − 1 =
1− sn2 u

sn2 u
=

cn2 u

sn2 u
.

ただし，F2, F3の複合の取り方は，(snu)′ = cnudnuに注意して F ′
1 = F2F3を計算すれば，

F ′
1 = −

(
− 1

sn2 u

)
cnu dnu = −F2F3 ∴ F2F3 ≤ 0,

すなわち，互いに異なる符号を取るようにすればよい．故に，もとの係数は以下のように書ける．

f1(s) = −D 1

sn 2D(s− s0)
, f2(s) = ±Ddn 2D(s− s0)

sn 2D(s− s0)
,

f3(s) = ∓D cn 2D(s− s0)

sn 2D(s− s0)
.

(4.69)
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このとき，snuは u = 0, 2K で零点を持つので，fi(s)もそれらの点で単純極を持つことに注意．
ただし，K は kをモジュライとした第 I種完全楕円積分であり，以下のように書かれる．

K =

∫ 1

0

dy√
(1− y2)(1− k2y2)

=

∫ π/2

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

. (4.70)

ここで，モジュライ空間が定義される区間を原点に対して対称にするため，座標を u 7→ u−Kと
平行移動させて極を u = −K,K に移動させておく．すると，

sn (u−K) = − cnu

dnu
, cn (u−K) = k′

snu

dnu
, dn (u−K) = k′

1

dnu
.

に注意して，

f1 7→ −D ·
(
−dnu

cnu

)
= D

dnu

cnu
, f2 7→ ±D · k′ 1

dnu
·
(
−dnu

cnu

)
= ∓Dk′ 1

cnu
,

f3 7→ ∓D · k′ snu
dnu

·
(
−dnu

cnu

)
= ±Dk′ snu

cnu

となり，f1(s), f2(s), f3(s)は改めて以下のように書けることがわかる．

f1(s) = D
dn 2D(s− s0)

cn 2D(s− s0)
, f2(s) = ∓Dk′ 1

cn 2D(s− s0)
,

f3(s) = ±Dk′ sn 2D(s− s0)

cn 2D(s− s0)
.

(4.71)

ただし，k′ =
√
1− k2である．このとき，f1(s), f2(s), f3(s)は

s = ±K/2D + s0 (4.72)

で極を持つので，これらの間の区間 Iのみを採用すればNahmデータの境界条件を満たす．特に，
s0 = 0, D = K/2と置けば，Nahmデータは s = ±1で極を持つことになる．ここで，解はヤコビ
の楕円関数のモジュライ kを含むが，これは 2-モノポールの測地線運動を表すパラメーターである
ことが知られている．特に，k = 1, D = K/2, s = ±1とした場合の解は，K → π/2, snu→ sinu,

cnu→ cosu, cnu→ 1 より以下のように書ける．

f1(s) =
π

2
sec(πs/2), f2(s) = ±π

2
sec(πs/2), f3(s) = ∓π

2
tan(πs/2). (4.73)

k = 2の場合のNahmデータは以上のようにして解析的に求められた．ところが，このような複
雑なNahmデータをポテンシャルとして持つWeyl方程式は，原点を通る対称軸上などの特別な場
合 ([28]など)を除いて解析的に解くことは困難であり，ゲージ場は次小節で説明する数値Nahm

変換を用いて求められる．

4.3.5 数値Nahm変換

k = 1の場合は解析的に Nahm変換を行うことができたが，k ≥ 2の場合では必ずしもそうと
は限らない．この小節では，Nahm変換を数値的に行うことを考える．
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1次元ディラック作用素に対するWeyl方程式の表式は 4.3.1小節で導いたが，そのゼロモード
の成分は四元数の 2次複素行列表現なので，まず，それらを扱いやすいように置き換えることを
考える．それには，ゼロモードを以下のように置けばよい．

U(s,x) = (u1,u2). (4.74)

ただし，u1, u2は 2k個の成分を持つ列ベクトルである．すると，Weyl方程式は{
12k

d

ds
− (Ti + xi1k)⊗ σi

}
uℓ = 0 (4.75)

となり，この中の 1次独立な 2つの解を探せばよい．このとき，∫ 1

−1
U †(s,x)U(s,x) ds =

( ∫ 1
−1 u

†
1u1ds

∫ 1
−1 u

†
1u2ds∫ 1

−1 u
†
2u1ds

∫ 1
−1 u

†
2u2ds

)
= 12 (4.76)

より，規格化条件は ∫ 1

−1
u†
aubds = δab (4.77)

となり，ヒッグス場とゲージ場を求める表式も以下のようになる．

(
Φ(x)

)
ab

= i

∫ 1

−s1
su†

aub ds,
(
Aj(x)

)
ab

=

∫ 1

−s1
u†
a∂jub ds. (4.78)

ただし，a, b = 1, 2である．
Weyl方程式をこのように書き換えれば，次にすべきことは，Weyl方程式の中のテンソル積を

展開することである．ここで，m × n型の行列 A = (aij)とm′ × n′型の行列 αに対し，それら
のテンソル積A⊗ αは以下のようなmm′ × nn′型の行列となる．

A⊗ α =


a11α a12α · · · a1nα

a21α a22α · · · a2nα
...

...
. . .

...

am1α am2α · · · amnα

 . (4.79)

これを用いて式 (4.75)のテンソル積を展開すれば，解くべき方程式は 2k本の 1階線形連立微分
方程式となる．
そのような常微分方程式を解くにはRunge-Kutta法を用いればよい．それには導関数が必要と

なるが，それは式 (4.75)の微分のみを左辺に移項すれば直ちに得られる．しかし，解き方について
は多少の注意を払わなければならない．今の場合，Weyl方程式のポテンシャルに対応するNahm

データは区間の両端で発散しているが，Runge-Kutta法は極付近から解き始めることはできても
極に向かって解くことはできないので，今の場合は両方の極付近からそれぞれ出発して中央まで
解き，シューティングを用いてそれらを繋げなければならない．そのとき，ゼロモードは両極で
は方程式が発散しないために 0でなければならないので，Runge-Kutta法はその 1歩先から行え
ばよく，初期条件に関しても極付近でのものを用いればよい．
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初期条件を求めるには，解の各成分 uiを両極付近で以下のようにフロベニウス級数展開する．

ui =
∑
n

u
(j)
i (s± 1)λi+n. (4.80)

ただし，λiは必ずしも整数とは限らないことに注意．これらをWeyl方程式に代入し，さらに級
数展開して各次数ごとにまとめれば，(i)各次数の係数が 0，(ii)任意の iに対して u

(0)
i ̸= 0の 2つ

の条件を用いて λiと u
(j)
i を決定することができる (Weyl方程式の係数は両端で発散するのでその

ままでは展開できないが，それらは単純極なので，方程式全体に (s± 1)を掛ければ展開できる)．
このとき，解くべきWeyl方程式は連微分方程式なので，(i)で解くべき方程式も連立方程式とな
ることに注意．すると，高次の u

(j)
i はいくつかの低次の u

(j)
i を用いて帰納的に求まり，それらの

低次の係数がシューティングパラメーターとなる．また，求めた級数展開にそれらのシューティ
ングパラメーターと格子間隔を代入したものが，両極の 1歩先における初期条件となる．このよ
うな作業は，例えば，Mathematicaを用いて行うと良い∗)．
そのようにして初期条件が求まれば，Runge-Kutta法により区間の中央までの解が得られ，残

りは中央におけるシューティングのみとなる．ところが，今の場合，シューティングは以下のよ
うにして同次方程式を解く問題に帰着できる．Runge-Kutta法を用いて s = −1から s = 0ま
での解 u(1)(s), u(2)(s), · · · , u(N)(s)と s = +1から s = 0までの解 u(N+1)(s), u(N+2)(s), · · · ,
u(2N)(s)が求まったとする．ただし，N はそれぞれの極から求まる独立な解の数である．次に，
A =

(
u(1)(0),u(2)(0), · · · ,u(2N)(0)

)
とし，以下のような同次方程式を考える．

Aw = 0. (4.81)

このとき，Aは 2k× 2N の行列なので，wは 2N 個の成分wj を持つ列ベクトルである．そして，
この同次方程式の 2つの 1次独立な解w(1), w(2)を求めれば，

Aw =

2N∑
j=1

wju
(j)(0) = 0 ⇐⇒

N∑
j=1

wju
(j)(0) = −

2N∑
j=N+1

wju
(j)(0) (4.82)

より，以下の線形結合は自動的に中央で繋がった解となる．

uℓ(s) =


∑N

j=1w
(ℓ)
j u

(j)(s) (−1 ≤ s ≤ 0)

−
∑2N

j=N+1w
(ℓ)
j u

(j)(s) (0 < s ≤ 1)
(4.83)

ただし，ℓ = 1, 2である．これらのw(1), w(2)を求めるにはAにガウスの消去法を行う．すると，
正しい初期条件が選べていて u(j)(s)がすべて 1次独立であれば，

1 0 · · · 0 u′1N−1 u′1N
0 1 · · · 0 u′2N−1 u′2N
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 1 u′kN−1 u′kN

 (4.84)

∗)まず，Weyl方程式をすべて左辺にまとめ，それを多項式として定義しておく．また，解のフロベニウス級数展開
も，適当な次数までの多項式を作って定義しておく．そして，Series，Normal，FullSimplifyなどの命令を用いて解
を展開・整理して λi を決定し，適当な次数で SeriesCoefficient，Solve命令を用いて係数についての連立方程式を解
き，u

(j)
i を決定していく．得られた初期条件の式はプログラムのコードに直さなければならないが，それには CForm，

ToString，StringReplace，Print，”” (文字)，<> (文字の結合)命令などを用いると良い．
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のような右の 2行が残る形に変形でき，w(1), w(2)はそれぞれ以下で与えられる．

ω(1) = t(−u′1N−1, · · · ,−u′kN−1, 1, 0), ω(2) = t(−u′1N , · · · ,−u′kN , 0, 1). (4.85)

また，これよりN = k + 1でなければならず，それだけの 1次独立な初期条件を両極で探さなけ
ればならない．ただし，1次独立でありさえすれば，どのようなパラメーターを選んでも求まる
ヒッグス場は同じ形となる．
このようにして 2つの 1次独立な解が得られれば，それらを式 (4.77)となるように正規直交化

しなければならない．それにはグラム-シュミットの正規直交化法を用いればよく，今の場合は単
に u2を以下で置き換えればよい．

u2 −
⟨u1,u2⟩
⟨u1,u1⟩

u1. (4.86)

ただし，内積は以下のようになる．

⟨ua,ub⟩ =
∫ 1

−1
u†
aub ds. (4.87)

また，この積分には Simpsonの公式を用いればよい．
このようにして正規直交化されたゼロモードが得られれば，式 (4.78)を用いてヒッグス場を計

算することができる．すると，3.4節で求めた以下の表式を用いてエネルギー密度 E(x)を計算す
ることができる．

E(x) = 1

2
∇2|ϕ|2. (4.88)

ただし，|ϕ|2 := −1
2Trϕ

2であり，ラプラシアンは 2階の中央差分を用いて計算すればよい．この
ようにして求めたエネルギー密度は，例えば，Mathematicaを用いて可視化することができる．
計算の流れをまとめると以下のようになる．

プログラム外：

1. Nahmデータの準備
Nahmデータ Tj(s) (k × kの行列)を用意する．

2. Weyl方程式の準備
Tα(s)をWeyl方程式に代入して四元数とのテンソル積を展開し，2k本の線形連立微分方程
式であるWeyl方程式及びRunge-Kutta法で使う導関数を得る．

3. 初期条件の個数
1次独立な初期条件の個数，すなわち，導関数を

(s± 1)
duℓ
ds

= Bsuℓ (4.89)

と置いたときのB±1の正の固有値の数を調べる．

4. 初期条件
Weyl方程式の解を適当な項までフロベニウス級数展開してWeyl方程式に代入し，(i)各係
数が 0，(ii) 0次の係数は ̸= 0 を用いて肩の定数を求め，各係数を低い次数の有限個の係数
で帰納的に表わす．このときのいくつかの係数が初期条件のパラメーターになる．
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5. 特殊関数等の計算
Nahmデータの中の特殊関数 (Jacobi, Weierstrassの楕円関数など)を計算するコードを用
意する．もしくは，格子点上の値を予め計算してテーブルにしておく．

プログラム中と作用密度の可視化：

1. Nahmデータのリスト化
Nahmデータを予め計算して配列に代入しておく．

2. 初期条件の計算
初期条件のパラメーターを与えて初期条件を計算させる．

3. Weyl方程式を解く
Runge-Kutta法を用いてWeyl方程式をモジュライ空間の両端の極から中央まで，初期条件
の数だけそれぞれ解く．

4. 線形結合の決定
解が中央で繋がるための条件より 2つの 1次独立な線形結合を決定し，2つの独立なゼロ
モード u1, u2を求める (同次方程式はガウスの消去法を用いて行う)．

5. Nahm変換
得られたゼロモードを正規直交化し，ヒッグス場を求める (正規直交化はグラム-シュミット
の正規直交化法，積分は Simpsonの公式を用いて計算する)．

6. エネルギー密度の計算
エネルギー密度を計算し，結果を出力する (ラプラシアンは 2階の中央差分を用いて計算
する)．

7. 可視化
出力したエネルギー密度をMathematicaなどで可視化する．

4.4 スペクトル曲線と対称性

Nahm構成法からは，スペクトル曲線と呼ばれる概念が自然に導かれる．また，Nahm構成法に
より示される本来の対応は，Bogomolny方程式を満たすゲージ場，Nahm方程式を満たすNahm

データ，スペクトル曲線の間の 1対 1対応である．このことを Hitchinの三位一体 (Hitchin’s

trinity)という．スペクトル曲線は複素変数による代数曲線であるが，そのような曲線は TP1と
いう空間の曲線と見なせる．この空間は立体射影によって 3次元空間内の球表面に対応づけられ，
回転や鏡映，反転を含むメビウス変換が考えられる．そのような対称性を持つスペクトル曲線を
考えることで，様々な対称性を持つモノポールの Nahmデータを導くことができる．本節では，
モノポールのスペクトル曲線とそれに課される対称性について述べ，その応用として正多面体の
対称性を持つモノポールのNahmデータを導出する．
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4.4.1 Lax形式とスペクトル曲線

Nahm方程式

dTi
ds

=
i

2
εijk[Tj , Tk] (for all i = 1, 2, 3.)

をよく見ると，以下のように変形できることに気づく．
i
dT1
ds

= −[T2, T3] = [T3, T2],

dT2
ds

= i[T3, T1] = [T3, iT1]

=⇒ d

ds
(T2 + iT1) = [T3, T2 + iT1].

このように，行列 h(t), A(t)に対する

dh

dt
= [A, h] (4.90)

という形の微分方程式をLax形式 (Lax form)という∗)．このとき，h(t)の固有値，固有関数，d/dt
の表現行列をそれぞれ λ(t), ψ(t), Aとし，

hψ = λψ,
dψ

dt
= Aψ (4.91)

とすると，

d

dt
(hψ) =

dh

dt
ψ + hAψ =

d

dt
(λψ) =

dλ

dt
ψ + λAψ =

dλ

dt
ψ +Ahψ

⇐⇒ dλ

dt
=

dh

dt
− [A, h] (4.92)

となるが，この右辺が 0となるための条件が Lax形式なので，Lax形式とはスペクトル保存の系
が存在するための必要十分条件である．ここで，λ = −ηと置くと，hの固有多項式 P (η)は

P (η) = det(η1N + h(t)) (4.93)

となるが，これも時間に依らない．ただし，N はNahmデータの行列としての次数である．これ
より，P (η)は Lax形式の解としての h(t)の積分定数を与えることがわかる．
本小節の冒頭でNahm方程式のうちの 2成分を用いて Lax形式を作ったが，これだと残りの 1

成分が反映されないので，新たに複素変数 ξを導入して{
Λ = −(T2 − iT1) + 2T3ξ + (T2 + iT1)ξ

2,

Λ+ = −T3 − (T2 + iT1)ξ.
(4.94)

のように置き，以下のような Lax形式を考えてみる．

dΛ

ds
= [Λ+,Λ] (4.95)

∗)Lax形式は可積分系 (integrable systems)における用語であり，tは習慣的には時間と見なされる．
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という Lax形式を考えてみる．すると，

(左辺) = − d

ds
(T2 − iT1) + 2

dT3
ds

ξ +
d

ds
(T2 + iT1)ξ

2,

(右辺) = [T3, T2 − iT1] + 2i[T1, T2]ξ + [T3, T2 + iT1]ξ
2

となり，ξの各次数を比較すればNahm方程式の 3成分が得られるので，これはNahm方程式と
同値な Lax形式となっている．ここで，先と同様に複素変数 ηを用いれば，固有方程式

P (ξ, η) = det
(
η1N − (T2 − iT1) + 2T3ξ + (T2 + iT1)ξ

2
)
= 0 (4.96)

は複素平面 (ξ, η)上の sに依らない代数曲線を表すことがわかる．これをNahm方程式に対する
スペクトル曲線 (spectral curve)という．式 (4.96)は行列式をとるので，スペクトル曲線は以下
のような ηについての最高次数がN の多項式となる．

ηN + a1(ξ)η
N−1 + · · ·+ aN (ξ) = 0. (4.97)

また，このとき，NahmデータのRealityの条件は以下のように書けることが知られている．

ar(ξ) = (−1)rξ2ra∗r(−1/ξ∗). (for all r.)　 (4.98)

スペクトル曲線の具体的な形を見てみる．まず，N = 1のとき，一般のNahmデータは Ti = ci

となるのであった．ただし，c1, c2, c3は任意の実数の定数である．これに対するスペクトル曲線
は以下のようになる．

η − (c2 − ic1) + 2c3ξ + (c2 + ic1)ξ
2 = 0. (4.99)

このとき，Realityの条件は任意の c1, c2, c3に対して以下のようにして満たされることに注意．

−ξ2a∗1(−1/ξ∗) = −ξ2
{
−(c2 − ic1)− 2c3

1

ξ∗
+ (c2 + ic1)

1

ξ∗2

}∗

= −(c2 − ic1) + 2c3ξ + (c2 + ic1)ξ
2.

次に，N = 2の場合は以下のようになる．

det
(
η12 − (f2σ2 − if1σ1) + 2f3σ3ξ + (f2σ2 + if1σ1)ξ

2
)

= det

(
η + 2f3ξ i(f1 + f2) + i(f1 − f2)ξ

2

i(f1 − f2) + i(f1 + f2)ξ
2 η − 2f3ξ

)
= η2 + (f21 − f22 )(1 + ξ4) + 2(f21 + f22 − 2f23 )ξ

2 = 0. (4.100)

ここで，各係数は積分定数 c212, c
2
23, c

2
13で書けるので，確かに sに依らない方程式となっている．

また，先のように kとDを用いて書くと

η2 +D2k2(1 + ξ4) + 2D2(2− k2)ξ2 = 0 (4.101)

となり，k = 0, D = K/2 = π/4とすると以下のようになる．

η2 +
1

4
π2ξ2 = 0 (4.102)
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表 4.2: 各空間の種類と変数．
R3 P1 TP1

3次元ユークリッド空間 1次元実射影空間 P1の接空間
x1, x2, x3 ζ0, ζ1 η, ζ

一般に，軸対称であるN -モノポールのスペクトル曲線は以下となることが知られている．

η(η2 + π2ξ2)(η2 + 4π2ξ2) · · ·

(
η2 +

(
N − 1

2

)2

π2ξ2

)
= 0, (N = odd.)

(
η2 +

1

4
π2ξ2

)(
η2 +

9

4
π2ξ2

)
· · ·

(
η2 +

(
N − 1

2

)2

π2ξ2

)
= 0. (N = even.)

(4.103)

4.4.2 TP1とメビウス変換

R3 内の x1x2-平面を複素平面 C : ζ = u + ivと見なし，R3 内の原点を中心とした単位球表面
S : x21+x22+x23 = 1を考える．すると，Sの極 (0, 0,−1)を通る任意の直線 ℓは Sとのもう 1つの
交点P(x1, x2, x3)と x1x2-平面との交点Q(u, v)の間に 1対 1対応を与える，すなわち，ℓを x1x3,

x2x3-平面へ投影した直線の方程式は，それぞれ

x3 =
1

u
x1 − 1 ⇐⇒ u =

x1
1 + x3

,

x3 =
1

v
x2 − 1 ⇐⇒ v =

x2
1 + x3

となり，複素平面上では

ζ = u+ iv =
x1 + ix2
1 + x3

(x21 + x22 + x23 = 1) (4.104)

となるが，これは S から C ∪ {∞}への全単射になっている∗)．このような写像を S から Cへの
立体射影 (stereographic projection)という．Sから Cへの立体射影において，

ζ =
x1 + ix2
1 + x3

=:
ζ1
ζ0

(x21 + x22 + x23 = 1) (4.105)

としたとき，ζ0, ζ1を座標とする空間を 1次の実射影空間といい，P1と書く∗∗)．また，ζと η := ζ ′

(ζの微分)を座標とする空間をP1の接空間といい，TP1と書く∗ ∗ ∗)．今までに登場した空間を表
4.2にまとめておく．式 (4.105)において，Sにおける極周りの θ回転は以下のようになる．{

x1 7→ x1 cos(−θ)− x2 sin(−θ)
x2 7→ x1 sin(−θ) + x2 cos(−θ)

⇐⇒ x1 + ix2 7→ (cos θ − i sin θ)(x1 + ix2)

∗)このとき，Cの外にある任意の無限遠点は S の極 (0, 0,−1)に集約される．これを Cの一点コンパクト化といい，
C ∪ {∞} ≃ S と書く．
∗∗)Rn+1 の原点を通る直線全体の集合を n次の実射影空間といい，Pn と書く．

∗ ∗ ∗)多様体M 上の点 pにおける微分演算子全体が成すベクトル空間をM の pにおける接ベクトル空間といい，Tp(M)
と書く．
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⇐⇒ ζ 7→ e−iθζ.

このとき，ζ = ∞, 0に対応する S上の点はそれぞれ極 (0, 0,−1)とその対蹠点 (0, 0, 1)であり，こ
れらを通る直線は回転軸を表す．それ故，ζ = ∞, 0に対応する点をそれぞれ x̂ = (x1, x2, x3), −x̂
へ移す分数変換

ζ 7→
(
ζ +

x1 + ix2
1− x3

)/(
ζ − x1 + ix2

1 + x3

)
は回転軸を x̂に移す変換であり，(

ζ +
x1 + ix2
1− x3

)/(
ζ − x1 + ix2

1 + x3

)
7→ e−iθ

(
ζ +

x1 + ix2
1− x3

)/(
ζ − x1 + ix2

1 + x3

)
⇐⇒ eiθ/2

ζ(1− x3) + (x1 + ix2)

ζ(1 + x3)− (x1 + ix2)
7→ e−iθ/2 ζ(1− x3) + (x1 + ix2)

ζ(1 + x3)− (x1 + ix2)

⇐⇒ ζ 7→ (d+ ic)ζ + (b− ia)

−(b+ ia)ζ + (d− ic)
, (∵ 1− x23 = x21 + x22 = (x1 + ix2)(x1 − ix2))

すなわち，

ζ 7→ (d+ ic)ζ + (b− ia)

−(b+ ia)ζ + (d− ic)
(4.106)

は R3における x̂軸周りの θ回転を表すことがわかる．ただし，

a := x1 sin
θ

2
, b := x2 sin

θ

2
, c := x3 sin

θ

2
, d := cos

θ

2
(4.107)

であり，これらは明らかに以下の関係を満たす．

a2 + b2 + c2 + d2 = 1. (4.108)

この変換をメビウス変換 (Möbius transformation)といい，この公式をケーリーの公式 (Cayley)

という．式 (4.105)を式 (4.106)に代入すると，P1上でのメビウス変換は以下のような行列式が 1

の斉次線形変換とも見なせる．{
ζ1 7→ (d+ ic)ζ1 + (b− ia)ζ0,

ζ0 7→ −(b+ ia)ζ1 + (d− ic)ζ0.
(4.109)

また，TP1における ηのメビウス変換は

η = ζ ′ 7→
(

(d+ ic)ζ + (b− ia)

−(b+ ia)ζ + (d− ic)

)′

=
(d+ ic)ζ ′

−(b+ ia)ζ + (d− ic)
+

(d+ ic)ζ + (b− ia)

{−(b+ ia)ζ + (d− ic)}2
(b+ ia)ζ ′

=
−(d+ ic)(b+ ia)ζζ ′ + (d+ ic)(d− ic)ζ ′ + (b+ ia)(b+ ia)ζζ ′ + (d− ic)(b+ ia)ζ ′

{−(b+ ia)ζ + (d− ic)}2

=
η

{−(b+ ia)ζ + (d− ic)}2
(∵ a2 + b2 + c2 + d2 = 1)
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となり，ζ と合わせて以下のように書ける．

ζ 7→ (d+ ic)ζ + (b− ia)

−(b+ ia)ζ + (d− ic)
, η 7→ η

{−(b+ ia)ζ + (d− ic)}2
. (4.110)

さらに，回転以外の

I12 : (x1, x2, x3) 7→ ( x1, x2,−x3), (x1x2-平面に対する鏡映)

I23 : (x1, x2, x3) 7→ (−x1, x2, x3), (x2x3-平面に対する鏡映)

I31 : (x1, x2, x3) 7→ ( x1,−x2, x3), (x3x1-平面に対する鏡映)

IO : (x1, x2, x3) 7→ (−x1,−x2,−x3) (原点についての反転)

のような変換についても，それぞれを式 (4.105)に作用させることで

I12(ζ) =
x1 + ix2
1− x3

=
(x1 + ix2)(1 + x3)

1− x23
=

(x1 + ix2)(1 + x3)

x21 + x22
=

1 + x3
x1 − ix2

=
1

ζ̄
,

I23(ζ) =
−x1 + ix2
1 + x3

= −ζ̄, I31(ζ) =
x1 − ix2
1 + x3

= ζ̄, IO(ζ) =
−x1 − ix2
1− x3

= −1

ζ̄

が得られ，さらにこれらの微分を取ることで以下となることがわかる．

I12(η, ζ) =

(
− η

ζ̄2
,
1

ζ̄

)
, I23(η, ζ) =

(
−η̄,−ζ̄

)
, I31(η, ζ) =

(
η̄, ζ̄
)
, (4.111)

IO(η, ζ) =

(
η

ζ̄2
,−1

ζ̄

)
. (4.112)

TP1における曲線は，一般には以下のように書ける．

P (η, ζ) = ηk + ηk−1a1(ζ) + · · ·+ ηak−1(ζ) + ak(ζ) = 0. (4.113)

ただし，ar(ζ) (1 ≤ r ≤ k)は少なくとも ζ についての 2r次の多項式である．このとき，TP1上
の向きづけられた曲線の向きを変える変換 τ は以下のように書ける．

τ(η, ζ) =

(
− η̄

ζ̄2
,−1

ζ̄

)
. (4.114)

そこで，式 (4.113)に τ 不変性を課すと，ひとまず以下のようになる．

τP (η, ζ) =

(
− η̄

ζ̄2

)k
+

(
− η̄

ζ̄2

)k−1

a1(−1/ζ̄) + · · ·+
(
− η̄

ζ̄2

)
ak−1(−1/ζ̄) + ak(−1/ζ̄) = 0

(4.115)

これをもとに戻すには，全体の複素共役をとって (−1)rζ2rを掛ければよいので，任意の rに対し
て以下となることが求める条件である．

ar(ζ) = (−1)rζ2rar(−1/ζ̄) (4.116)

ところが，スペクトル曲線におけるRealityの条件 (4.98)と一致する．
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4.4.3 対称性を持つスペクトル曲線

TP1におけるメビウス変換に対して不変なスペクトル曲線を求めてみる．まず，x3-軸周りの n

回回転の成す群Cnの元は，x = (0, 0, 1), θ = 2π/nに対する

a = b = 0, c = sin
π

n
, d = cos

π

n

より以下であることがわかる．

ζ 7→ eπi/n

e−πi/n
ζ = e2πi/nζ, η 7→ 1

(e−πi/n)2
η = e2πi/nη. (4.117)

また，同様にして，x3軸周りの連続回転の成す群C∞の元は以下であることがわかる．

ζ 7→ eiθζ, η 7→ eiθη. (4.118)

ただし，θは実パラメーターである．これらより，TP1の曲線 P (η, ζ) = 0は，各項の次数を kで
割った余りがすべて等しければCk 不変であり，特に，各項の次数がすべて同じならばC∞不変
であることがわかる．さらに，x1軸周りの π回転は，x = (1, 0, 0), θ = πに対する

a = sin
π

2
= 1, b = c = 0, d = cos

π

2
= 0

より

ζ 7→ −i

−iζ
=

1

ζ
, η 7→ η

(−iζ)2
= − η

ζ2
(4.119)

であることがわかり，Cn, C∞不変な曲線がさらにこれらに対して不変であれば，Dn, D∞不変
であることがわかる．ただし，Dn, D∞はそれぞれCn, C∞に裏返しの操作を加えた群である．
軸対称なモノポールのスペクトル曲線は，先に見たように

η
m∏
ℓ=1

(η2 + ℓ2π2ζ2) = 0, (k = 2m+ 1のとき．) (4.120)

m∏
ℓ=0

(η2 + (ℓ+ 1/2)2π2ζ2) = 0 (k = 2m+ 2のとき．) (4.121)

であるが，これは明らかにD∞不変である．
ある変換に対して不変な曲線を求めるには，最も一般的なスペクトル曲線の式 (4.113)に対称

性を課し，係数を減らしていけばよい．例として，D3不変な曲線を求めてみる．その場合，最初
に仮定すべき曲線の形は以下のようになる．

η3 + η(α4ζ
4 + α3ζ

3 + α2ζ
2 + α1ζ + α4)

+ (β6ζ
6 + β5ζ

5 + β4ζ
4 + β3ζ

3 + β2ζ
2 + β1ζ + β0) = 0. (4.122)

これにRealityの条件を課すと，以下でなければならないことがわかる．

α4 = ᾱ0, α3 = −ᾱ1, α2 = ᾱ2,

β6 = −β̄0, β5 = β̄1, β4 = −β̄2, β3 = β̄3
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(関係式は 11本出てくるが，独立なものは 7本)．次に，C3に対して不変となるためには，各項
の次数が 3で割り切れなければならない．それ故，式 (4.122)は第 1, 4, 7, 10, 13項のみが残り，
以下のようになる．

η3 + α2ηζ
2 − β̄0ζ

6 + β3ζ
3 + β0 = 0.

ここで，Realityの条件より，α2, β3は実数であるが β0は複素数である．ところが，任意の β0に
対して全体を Arg β0/3で回転させれば，β0は |β0|で置き換えられて係数はすべて実数となるの
で，式 (4.122)は x2 7→ −x2の鏡映対称性を持つことがわかる．最後に，x1-軸周りの π回転は，(

− η

ζ2

)3

+ α2

(
− η

ζ2

)(
1

ζ

)2

− |β0|
(
1

ζ

)6

+ β3

(
1

ζ

)3

+ |β0| = 0

⇐⇒ η3 + α2ηζ
2 + |β0| − β3ζ

3 − |β0|ζ6 = 0

となり，これがもとと一致するためには β3 = 0でなければならない．よって，D3不変な曲線の
最も一般的な形は以下であることがわかる．

η3 + αηζ2 + β(ζ6 − 1) = 0. (4.123)

ただし，α, βは任意の実数である．これを 2-モノポールのスペクトル曲線の式☆に一致させるに
は，α = π, β = 0とすればよい．また，原点を中心とした x1x2-平面内の正 3角形はD3の対称
性を持つが，その各頂点

(x1, x2, x3) =

{
(a, 0, 0),

(
a cos

2π

3
, a sin

2π

3
, 0

)
,

(
a cos

4π

3
, a sin

4π

3
, 0

)}
(4.124)

に十分離れて配置されたモノポールのスペクトル曲線は以下のように書ける．

{η − a(1− ζ2)}{η − aω(1− ωζ2)}{η − aω2(1− ω2ζ2)} = 0. (4.125)

ただし，ω = e2πi/3である．

4.4.4 不変 2元形式と正多面体の対称性

ζ0, ζ1についての以下のような多項式を考える．

Qr(ζ0, ζ1) = ζr0qr(ζ). (4.126)

ただし，qr(ζ)は r以下の次数を持つ ζ の多項式である．このとき，ζr0 はメビウス変換に対して

ζr0 7→ {−(b+ ia)ζ1 + (d− ic)ζ0}r = ζr0{−(b+ ia)ζ + (d− ic)}r

のように変換されるので，もし qr(ζ)が

qr(ζ) 7→
qr(ζ)

{−(b+ ia)ζ + (d− ic)}r
(4.127)
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と変換されれば，Qr(ζ0, ζ1)はメビウス変換に対して不変となる．ここで，このように変換される
qr(ζ)を用いた曲線

P (η, ζ) = ηk + ηk−2q4(ζ) + ηk−3q6(ζ) + · · ·+ q2k(ζ) = 0 (4.128)

に対するメビウス変換を考えると，各項から同じ因子 {−(b+ ia)ζ + (d− ic)}−2kが出てくるので
不変となることがわかる．故に，メビウス変換に対して不変となる曲線を探すには，メビウス変
換に対して不変となるQr(ζ0, ζ1)を探せばよい．このようなQr(ζ0, ζ1)を不変 2元形式という．
例えば，R3における正多面体回転群の元はすべて，正多面体の頂点 (Vertices)，面の中心 (centres

of Faces)，辺の中点 (mid-points of Edges)のうちのいずれかの 2点を通る直線を軸としている．
それ故，これらの点の情報を多項式に取り込ませれば，それらはその多面体の対称性についての
情報も含むことになる．そこで，各正多面体の頂点，面の中心，辺の中点に対する多項式をそれ
ぞれ q

(tet)
V , q

(tet)
F , q

(tet)
E などと書くことにする．これらの多項式を得るには，まず，各正多面体に

外接する単位球を考える．すると，頂点，面の中心，辺の中点などの座標はそのような単位球に
対する立体射影を通して，複素平面上に移すことができる．そのとき，それらの点を解として持
つような方程式を考えれば，それらの項が求める多項式となる．頂点に関しては，各正多面体を
単位球に内接させて座標を読み取ればよい．また，面の中心や辺の中点を求める際は，正多面体
に関する双対を用いればよい．例えば，正 4面体の面の中心は双対な正 4面体の頂点，辺の中点
は正 8面体の頂点，正 8面体の面の中心は双対な立方体の頂点にそれぞれ等しい．
まず，単位球に内接する各辺が座標軸と平行な立方体について考えてみる．このとき，8つの

頂点の R3における座標は±x1 = ±x2 = ±x3 = 1/
√
3なので，これらを TP1に移した際の座標

は以下のようになる．

ζ =
±1± i√
3± 1

. (4.129)

ただし，複合はすべての組み合わせを用いる．このとき，これらのうちの 4つは 1つの正 4面体
の頂点を与え，他の 4つはそれに双対な正 4面体の頂点，すなわち，元の正 4面体の面の中心を
与える．それ故，それらから適当な 4つを選んで因子を掛け合わせることで，

q
(tet)
V =

(
ζ − 1 + i√

3 + 1

)(
ζ − −1− i√

3 + 1

)(
ζ − 1− i√

3− 1

)(
ζ − −1 + i√

3− 1

)
=

{
ζ2 −

(
1 + i√
3 + 1

)2
}{

ζ2 −
(

1− i√
3− 1

)2
}

= ζ4 + 2
√
3iζ2 + 1 (4.130)(

∵
(

1 + i√
3 + 1

)2

+

(
1− i√
3− 1

)2

=
1

4

{
2i
(
4− 2

√
3
)
− 2i

(
4 + 2

√
3
)}

= −2
√
3i

)

となることがわかり，同様にして以下であることもわかる．

q
(tet)
F = ζ4 − 2

√
3iζ2 + 1. (4.131)

さらに，これらを掛け合わせたものは立方体の頂点，すなわち，正 8面体の面の中心を与えるので，

q
(oct)
F = q

(tet)
V q

(tet)
F = (ζ4 + 1)2 + 12ζ4 = ζ8 + 14ζ4 + 1 (4.132)
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となる．次に，6つの頂点のうちの 4つが複素平面の軸上になるように置かれた正 8面体につい
て考える．すると，その頂点の TP1での座標は明らかに以下となる．

ζ = 0, ∞, ± 1, ± i. (4.133)

これより，q(oct)V が求まるが，これらの点は正 4面体の辺の中点でもあるので，

q
(oct)
V = q

(tet)
E = ζ(ζ − 1)(ζ + 1)(ζ − i)(ζ + i) = ζ(ζ4 − 1) (4.134)

となる．このとき，無限遠方の解はあらわには含まれず，その分次数が 1つ下がることに注意．そ
して，正 20面体については，各頂点の TP1での座標は以下のようになる．

ζ = 0, ∞, ων(ω + ω4), ων(ω2 + ω3), (ν = 0, 1, 2, 3, 4) (4.135)

ただし，ωは 1の 5乗根で，

ων = 1,
−1 +

√
5± i

√
10 + 2

√
5

4
,
−1−

√
5± i

√
10− 2

√
5

4

である (各べき乗に対応する複合は，複素平面上に図を描いて確認すること)．これらより，以下
となることがわかる．

q
(ico)
V = ζ ·

∏
ν{ζ − ων(ω + ω4)} ·

∏
ν{ζ − ων(ω2 + ω3)}

= ζ{ζ5 − (ω + ω4)5}{ζ5 − (ω2 + ω3)5} = ζ(ζ10 + 11ζ5 − 1) (4.136)(
(ω + ω4)5 = 1 + 5ω3 + 10ω + 10ω4 + 5ω2 + 1 = (−11 + 5

√
5)/2

(ω2 + ω3)5 = 1 + 5ω + 10ω2 + 10ω3 + 5ω4 + 1 = (−11− 5
√
5)/2

)

残りの多項式を求めるには，ヘッシアンとヤコビアンを用いるとよい．例えば，各多項式を ζ1, ζ0

で表したものを q̃V などと書くことにすれば，q̃
(oct)
V に対するヘッシアンは

H =

∣∣∣∣∣ ∂21 q̃
(oct)
V ∂1∂0q̃

(oct)
V

∂0∂1q̃
(oct)
V ∂20 q̃

(oct)
V

∣∣∣∣∣ = 125

∣∣∣∣∣ 4ζ31ζ0 ζ41 − ζ40
ζ41 − ζ40 −4ζ1ζ

3
0

∣∣∣∣∣
= −125(ζ81 + 14ζ41ζ

4
0 + ζ80 ) (4.137)

となり，この係数を除いたものが q̃
(oct)
F となる．また，q̃(oct)V , q̃

(oct)
F に対するヤコビアンは

J =

∣∣∣∣∣ ∂1q̃(oct)V ∂0q̃
(oct)
V

∂1q̃
(oct)
F ∂0q̃

(oct)
F

∣∣∣∣∣ = 8

∣∣∣∣∣ 5ζ41ζ0 − ζ50 ζ51 − 5ζ1ζ
4
0

ζ71 + 7ζ31ζ
4
0 ζ70 + 7ζ41ζ

3
0

∣∣∣∣∣
= −8(ζ121 − 33ζ81ζ

4
0 − 33ζ41ζ

8
0 + ζ120 ) (4.138)

となり，この係数を除いたものが q̃
(oct)
E となる．q̃(ico)F , q̃

(ico)
E も同様にして求められる．得られた

各多項式を表 4.3に示す．
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表 4.3: 正多面体に関する多項式．
qV qF qE

正 4面体 ζ4 + 2
√
3iζ2 + 1 ζ4 − 2

√
3iζ2 + 1 ζ(ζ4 − 1)

正 8面体 ζ(ζ4 − 1) ζ8 + 14ζ4 + 1 ζ12 − 33ζ8 − 33ζ4 + 1

正 20面体 ζ(ζ10 + 11ζ5 − 1) ζ20 − 228ζ15 + 494ζ10 ζ30 + 522ζ25 − 10005ζ20

+ 228ζ5 + 1 − 10005ζ10 − 522ζ5 + 1

4.4.5 正多面体の対称性を持つモノポールのNahm構成

G ⊂ SO(3)を正多面体対称群，V を SU(2)の表現行列とする．このとき，n次の対称変換 SnV

はスペクトル曲線への作用となる．ここで，Nahmデータが 3次元の脚を持つことと，両極で単
純極となり，それぞれの留数が su(2)の既約表現で表わされなければならないことを思い出すと，
Nahmデータは，

R3 ⊗ su(k)

における関数と見なせ，それに対する SO(3)の作用の表現行列は，

S2V ⊗ End0(S
k−1V ) (4.139)

と表わされることがわかる．ただし，End0はトレースが 0の自己準同型写像である．このとき，
クレプシュ-ゴルダン分解を用いて End0(S

k−1V )を

End0(S
k−1V ) ∼= Sk−1V ⊗ Sk−1V

∼= S2k−2V ⊕ S2k−4V ⊕ · · · ⊕ S2V (4.140)

のように分解すると，

so(3) ∼= S2V → End0(S
k−1V ) (4.141)

より S2V が S2V ⊗ Sk−1V ⊗ Sk−1V の 1次元の部分空間を与えることがわかる．また，クレプ
シュ-ゴルダン分解より

S2mV ⊗ S2V = S2m+2V ⊕W 2mV ⊕ S2m−2V (4.142)

も成り立つが，SnV がGに対して不変となる最小の係数は 2kなので，S2kV がもう 1つの部分空
間を与えることがわかる．故に，Gに対して不変となる S2V ⊗ End0(S

k−1V )は 2次元のベクト
ル空間となり，Nahmデータは 2種類の基底行列 ρi, Siにより以下のように書けることがわかる．

Ti(s) = x(s)ρi + y(s)Si. (4.143)

ただし，ρ : R3 → su(N)は CN における so(3)の表現，(S1, S2, S3)は S2k ⊂ R3 ⊗ su(k)内の G

不変なベクトルである．ここで，Nahmデータは R3 ⊗ su(k)の元なので，

[T1, T2] = [xρ1 + yS1, xρ2 + yS2]
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= x2[ρ1, ρ2] + xy
(
[ρ1, S2] + [S1, ρ2]

)
+ y2[S1, S2] (4.144)

などの交換関係は再びそのリー代数の元とすることができる．このとき，ρiはもともと so(3)の
元なので [ρ1, ρ3] =: 2ρ3などとすればよいが，Siは so(3)の元とは限らず，残りの交換関係は

[ρ1, S2] + [S1, ρ2] = αρ3 + βS3,

[S1, S2] = γρ3 + δS3
(4.145)

のようになる．ただし，α, β, γ, δは定数である．すると，Nahm方程式は

d

ds
T3 = [T1, T2] ⇐⇒ dx

ds
ρ3 +

dy

ds
S3 = 2x2ρ3 + xy(αρ3 + βS3) + y3(γρ3 + δS3)

= (2x2 + αxy + γy2)ρ3 + (βxy + δy2)S3

などとなり，解くべき方程式は以下であることがわかる．

dx

ds
= 2x2 + αxy + γy2,

dy

ds
= βxy + δy2. (4.146)

ただし，各定数は，各対称性に対する ρi, Siを求めることで決まる．
ρiについては適当な so(3)の基底を用いればよいが，Siを求めるには以下のようにする．まず，

e1, e2, e3を so(3)の基底としたとき，これらを

X :=
1

2
(e1 − ie2), Y :=

1

2
(e1 + ie2), H := ie3 (4.147)

のように置き直し，これらに対応する多項式

a0ζ
k−1
0 + a1ζ

k−2
0 ζ1 + · · ·+ ak−2ζ0ζ

k−2
1 + ak−1ζ

k−1
1 (4.148)

上での作用を探してみる．すると，X, Y , Z の交換関係は

[X,Y ] =
1

4
(i[e1, e2]− i[e2, e1]) = ie3 = H,

[X,H] =
1

2
(i[e1, e3] + [e2, e3]) = (e1 − ie2) = 2X,

[Y,H] =
1

2
(i[e1, e3]− [e2, e3]) = −(e1 + ie2) = −2Y,

まとめて，

[X,Y ] = H, [X,H] = 2X, [Y,H] = −2Y (4.149)

となり，これらに対応する多項式上での作用は以下であることがわかる．

X = −ζ1
∂

∂ζ0
, Y = ζ0

∂

∂ζ1
, H = ζ0

∂

∂ζ0
− ζ1

∂

∂ζ1
. (4.150)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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[X,Y ] = −ζ1
∂

∂ζ0

(
ζ0

∂

∂ζ1

)
+ ζ0

∂

∂ζ1

(
ζ1

∂

∂ζ0

)
= −ζ1

∂

∂ζ1
− ζ1ζ0

∂2

∂ζ0∂ζ1
+ ζ0

∂

∂ζ0
+ ζ0ζ1

∂2

∂ζ1∂ζ0
= H,

[X,H] = −ζ1
∂

∂ζ0

(
ζ0

∂

∂ζ0
− ζ1

∂

∂ζ1

)
−
(
ζ0

∂

∂ζ0
− ζ1

∂

∂ζ1

)(
ζ1

∂

∂ζ0

)
= −ζ1

∂

∂ζ0
− ζ1ζ0

∂2

∂ζ20
+ ζ21

∂2

∂ζ0∂ζ1
+ ζ1ζ0

∂2

∂ζ20
− ζ1

∂

∂ζ0
− ζ21

∂2

∂ζ1∂ζ0
= 2X,

[Y,H] = ζ0
∂

∂ζ1

(
ζ0

∂

∂ζ0
− ζ1

∂

∂ζ1

)
−
(
ζ0

∂

∂ζ0
− ζ1

∂

∂ζ1

)(
ζ0

∂

∂ζ1

)
= ζ20

∂2

∂ζ1∂ζ0
− ζ0

∂

∂ζ1
− ζ0ζ1

∂2

∂ζ21
− ζ0

∂

∂ζ1
− ζ20

∂2

∂ζ0∂ζ1
+ ζ1ζ0

∂2

∂ζ21
= −2Y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

このようにすれば，今までに求めた各対称性における不変 2次形式Q2k(ζ0, ζ1)を用いて各基底 Si

を求めることができる．それには，包含関係

S2kV ⊂ S2V ⊗ S2k−2V ⊂ S2V ⊗ End0(S
k−1V )

より，まず，Q2k(ζ0, ζ1)を

Q2k 7→ ξ20 ⊗
∂2Q2k

∂ζ20
+ 2ξ0ξ1 ⊗

∂2Q2k

∂ζ0∂ζ1
+ ξ21 ⊗

∂2Q2k

∂ζ21
(4.151)

のように分極 (polarize)させ，各 ξ20 , ξ0ξ1, ξ
2
1 をそれぞれ X, H, Y に対応させる．そして，式

(4.140)の分解における S2k−2V がX を生成元とした巡回群となり，その各元が最高の重みを持
つXk−1に Y を作用させたもので表わせることを用い，分極させた各多項式Q(ζ0, ζ1)に対して

Q(ζ0, ζ1) = Q̃(ζ0
∂

∂ζ1
)ζ2k−2

1 (4.152)

を満たす多項式 Q̃を探し，

S(Q) = Q̃(adY )Xk−1 (4.153)

という行列を定義すれば，それらが求める Siとなっている．ただし，adは随伴表現で，

(adX)Y := [X,Y ] (4.154)

である．これらの作業を行うにはMathematicaを用いるとよい．例えば，随伴表現を計算するに
は以下のような命令を定義する．

Ad[X ,Y ]:=X.Y − Y.X;

AdPower[X ,Y ,n ]:=Module[{temp},
temp = Ad[X,Y ];
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Do[temp = Ad[X, temp], {i, 2, n}];
temp

];

また，Siを計算するには，例えば，

PolarizeQ[Q ]:=Module[{X,Y,H},
{X,H, Y } = {∂ζ0∂ζ0Q[ζ0, ζ1], 2∂ζ0∂ζ1Q[ζ0, ζ1], ∂ζ1∂ζ1Q[ζ0, ζ1]} //Simplify;

{X + Y, i(X − Y ),−iH}//Simplify

];

のような命令を定義して分極を計算し，得られた多項式中の各 ζ2n0 ζ2k−2−2n
1 を

(2k − 2− 2n)!

(2k − 2)!
AdPower[Y,Xmax, 2n]

と置き換えればよい．ただし，Xmax := Xk−1である．
以上の手順を用いて実際に Siを求めてみる．まず，表 4.3の不変 2元形式に realityの条件を課

し，正 4面体，正 8面体，正 20面体の対称性を持つスペクトル曲線をそれぞれ以下とする．

η3 + ia(ζ4 − 1) = 0, (4.155)

η4 + a(ζ8 + 14ζ4 + 1) = 0, (4.156)

η6 + a(ζ10 + 11ζ5 − 1) = 0. (4.157)

すると，それぞれの対称性における分極 Ptet, Poct, Picoはそれぞれ以下のようになる．

Ptet =
i

10
(e1, e2, e3) =

(
2i(ζ0ζ

3
1 − ζ30ζ1), 2(ζ0ζ

3
1 + ζ30ζ1), (ζ

4
1 − ζ40 )

)
,

Poct =
1

56
(e1, e2, e3) =

(
(ζ20 + ζ21 )

3, i(ζ20 − ζ21 )
3, −8iζ31ζ

3
0

)
,

Pico = − 1

110
(e1, e2, e3) =

(
ζ0ζ1(ζ

8
0 − 3ζ50ζ

3
1 − 3ζ30ζ

5
1 − ζ81 ),

iζ0ζ1(ζ
8
0 + 3ζ50ζ

3
1 − 3ζ30ζ

5
1 + ζ81 ),

1

5
i(ζ101 + ζ51ζ

5
0 − ζ100 )

)
.

これより，正 4面体の対称性の場合，so(3)の基底行列を 3× 3の表現として

ρ1 =

 0 2 0

−1 0 2

0 −1 0

 , ρ2 = i

 0 2 0

1 0 2

0 1 0

 , ρ3 = i

 2 0 0

0 0 0

0 0 −2

 (4.158)

と置くと，Siは Ptetから計算したものに (−i/4)を掛けて，それぞれ以下のようになる．

S1 =

 0 1
2 0

1
4 0 −1

2

0 −1
4 0

 , S2 = i

 0 −1
2 0

1
4 0 1

2

0 −1
4 0

 , S3 = i

 0 0 −1

0 0 0
1
4 0 0

 . (4.159)
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すると，交換関係

[S1, S2] =
1

8
ρ3, [S1, ρ3] + [ρ1, S2] = −4S3

などより α = 0, β = −4, γ = 1
8 , δ = 0であることがわかり，式 (4.146)は以下のようになる．

dx

ds
= 2x2 +

1

8
y2,

dy

ds
= −4xy. (4.160)

これを解くには，求めた交換関係の下で，改めてスペクトル曲線を計算してみる．すると，正 4

面体の対称性を持つスペクトル曲線として以下が得られる．

η3 − i

2
(48x2 + y2)yζ(ζ4 − 1). (4.161)

ただし，Nahmデータを反エルミートとしており，xと y = ivと置いたときの vは実数であるこ
とに注意．これを見ると，c = (48x2 − v2)vが積分定数であることがわかり，これより xと yを
消去してNahm方程式に代入すれば，

−v′2 = 16 · 1

48

( c
v
+ v2

)
(−v2) ⇐⇒ 3v′2 = v4 + cv.

ここで，v = c1/3w(u)−1, u = c1s+ c2と置けば，

3

(
−c

1/3

w2
c1w

′

)2

=
c4/3

w4
+
c4/3

w
⇐⇒ 12c−2/3c21w

′2 = 4w3 + 4

となるが，さらに c−1
1 = 2

√
3c−1/3と置けば，結局，以下であることがわかる．

x =
c1/3

8
√
3

℘′(u)

℘(u)
, y =

ic1/3

℘(u)
, s = 2

√
3c−1/3u+K. (4.162)

ただし，℘は ℘′2(u) = 4℘3(u) + 4を満たすワイエルシュトラスの楕円関数，Kは定数である．こ
こで，℘は u = 2

3ω1,
4
3ω1で 0となるので，Nahmデータが s = 0, 2で単純極を持つためには

s =
1

ω1
(3u− 2ω1) (4.163)

と置けばよい．ただし，ω1は ℘の周期であり，

2ω1 =

∫ ∞

−1

dt√
t3 + 1

=
1

2
√
π
Γ

(
1

6

)
Γ

(
1

3

)
. (4.164)

以上のNahmデータを用いて計算した k = 3のモノポールのエネルギー密度を図 4.2に示す∗)

正 8面体の対称性を持つ Nahmデータも，同様にして求められる．また，正 20面体の対称性
の場合，Nahmデータは求まるが，それにNahm構成を行ってもモノポールが得られないことが
示されている [29]．さらに，(4.158)の基底は [29]のものであるが，これは計算しやすく取られた
ものであり，基底を取り直した場合のNahmデータは [30]，エルミートに直したNahmデータは
[40]に載っている．

∗)Mathematicaｍから出力したそのままの epsファイルでは，重すぎて pdfにすら変換できないので，画面上に表
示したものをキャプチャした bmpファイルを改めて epsに変換してある．

94

Soryushiron Kenkyu



14:39, 25th Apr, 2014

図 4.2: 正 4面体の対称性を持つモノポールの等エネルギー面 (ε = 0.20)．
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第5章 caloronとそのNahm構成法

前章までで，SU(2) Yang-Mills理論における重要なソリトン解であるインスタントとモノポー
ル，及びそれらを構成するためのADHM/Nahm構成法について見た．本章では，それらの基礎
的な知識を踏まえて，より応用的な caloronと呼ばれるソリトン解について見る．caloronとは，
一言で言えば，4次元ユークリッド空間の 1方向について周期的なインスタントンである．caloron

はその周期の極限によりインスタントンとモノポールの間を繋ぐ，すなわち，インスタントンと
モノポールの間の連続的な次元降下を行うような解である．caloronにも Nahm構成法を応用で
き，Nahm方程式は新たに境界における方程式が加わる．

5.1 caloronの定義

4 次元 pure Yang-Mills 理論におけるインスタントンのうち，以下の性質を持つ解 Aµ(x) を
caloronという．

• x4 = tについて周期的．

• 全空間で滑らか．

• 場の強さ Fµν は自己双対条件 F̃µν = 1
2εµναβFαβ = Fµν を満たす．

• r → ∞で TrF 2
µν → O(1/r4)．

caloronの周期を βとしたとき，以下をホロノミー (holonomy)またはWilson loopという

Ωβ(x
j) = P exp

[
−
∫ β

0
At(x

j , t)dt

]
∈ SU(2). (5.1)

ここで，caloronのホロノミーは周期についての周回積分なので，普通は積分が0となり，ホロノミー
は単位行列になるように思われる．そのようなホロノミーを自明なホロノミー (trivial holonomy)

という．ところが，SU(2) Yang-Mills理論においてゲージ場は非可換なので，その積分は必ずしも
単位行列になるとは限らない．そのようなホロノミーを非自明なホロノミー (non-trivial holonomy)

という．Ωβ(x
j)は，Λ(x) ∈ SU(2)による周期的なゲージ変換により以下のように変換される．

Ωβ(x
j) 7→ Λ(xj , 0)−1Ωβ(x

j)Λ(xj , 0). (5.2)

∵ Ωβ(x
j) 7→ P exp

[
−
∫ β

0

{
Λ(xj , 0)−1At(x

j , t)Λ(xj , 0) + Λ(xj , 0)−1∂tΛ(x
j , 0)

}
dt

]
= Λ(xj , 0)−1P exp

[
−
∫ β

0
At(x

j , t)dt

]
Λ(xj , 0) = Λ(xj , 0)−1Ωβ(x

j)Λ(xj , 0).
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また，caloronのチャージ kはインスタントンと同様に以下のように定義される．

k = − 1

32π2

∫ β

0
dt

∫
d3xTr (εµναβFµνFαβ). (5.3)

’t Hooftアンザッツ

Aµ(x) =
i

2
η(+)
µν ∂ν lnϕ (5.4)

に自己双対条件を課すと，ϕ(x)に対する以下のような方程式が得られるのであった．

�ϕ
ϕ

= 0. (5.5)

ここで，解に 3次元における球対称性を仮定すると，r := (xixi)
1/2, t := x4として，

�ϕ = ϕ̈+
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ϕ

∂r

)
(5.6)

となり，さらに，ϕ(x) = r−1f(r, t)と置けば，

ϕ̈+
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ϕ

∂r

)
=

1

r
f̈ +

1

r2
∂

∂r
(−f + rf ′) =

1

r
(f̈ + f ′′) (5.7)

となる．すると，f̈ + f ′′ = 0であればよいことがわかるが，これは 2次元の波動方程式なので，
ξ = r + it, η = r − itと置けば，

∂

∂r
=
∂ξ

∂r

∂

∂ξ
+
∂η

∂r

∂

∂η
=

∂

∂ξ
+

∂

∂η
∴ ∂2

∂r2
=

∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2
+ 2

∂2

∂ξ∂η
,

∂

∂t
=
∂ξ

∂t

∂

∂ξ
+
∂η

∂t

∂

∂η
= i

∂

∂ξ
− i

∂

∂η
∴ ∂2

∂t2
= − ∂2

∂ξ2
− ∂2

∂η2
+ 2

∂2

∂ξ∂η
,

∴ f̈ + f ′′ = 4
∂2f

∂ξ∂η
= 0 ⇐⇒ f = f1(ξ) + f2(η) = f1(r + it) + f2(r − it)

となり，解は以下となることがわかる．

ϕ =
1

r
{f1(r + it) + f2(r − it)}. (5.8)

ただし，f1, f2は任意関数である．この解は，一般には複素平面 z = r + it内で定義されるもの
であるが，f1 = f2 = (λ2/4) coth(µ0z/2)と置けば，三角関数と双曲線関数の公式

cosh(z1 + z2) = cosh z1 cosh z2 + sinh z1 sinh z2, cosh iz = cos z,

sinh(z1 + z2) = cosh z1 sinh z2 + sinh z1 cosh z2, sinh iz = i sin z,

cosh2 z − sinh2 z = 1, coth z =
cosh z

sinh z
, coth z1 + coth z2 =

sinh(z1 + z2)

sinh z1 sinh z2
,

cosh 2z = 2 cosh2 z − 1, cos 2z = 2 cos2 z − 1

などに注意して，

ϕ =
λ2

4r

{
coth

µ0
2
(r + it) + coth

µ0
2
(r − it)

}
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=
λ2

4r

sinhµ0r∣∣ sinh(µ0r/2) cos(µ0t/2) + i cosh(µ0r/2) sin(µ0t/2)
∣∣2

=
λ2

4r

sinhµ0r

− cos2(t/2) + cosh2(r/2)
=
λ2

2r

sinhµ0r

coshµ0r − cosµ0t
(5.9)

となり，すべて実数で表せる．ただし，λ, µ0は任意の実数である．この解をHarrington-Shepard

caloronという．ここで，式 (5.9)の最右辺は以下の公式に似ている∗)．

∞∑
n=−∞

1

x2 + (a+ 2nπ)2
=

sinhx

2x(coshx− cos a)
. (5.10)

そこで，µ0 = 2π/βに対して aj = (0, 0, 0, jβ)とすると，

∞∑
j=−∞

1

|x− aj |2
=

∞∑
j=−∞

1

r2 + (t− jβ)2
= µ20

∞∑
n=−∞

1

(µ0r)2 + (µ0t+ 2nπ)2

=
µ0
2r

sinhµ0r

coshµ0r − cosµ0t
∴ ϕ(x) =

λ2

µ0

∞∑
j=−∞

1

|x− aj |2
, (5.11)

すなわち，Harrington-Shepard caloronはサイズが λ2/µ0の JNR 1-インスタントンを周期 β で
並べたものに等しいことがわかる．また，Harrington-Shepard caloronに対して，

A0 −−−→
r→∞

i

(
µ0 0

0 −µ0

)
+O(r−1) (5.12)

となるようなゲージA0が取れるので，ホロノミーは以下のようにして自明であることがわかる．

Ω(∞) = P exp

[
−i

∫ 2π/µ0

0

(
µ0 0

0 −µ0

)
dt

]
= exp

(
−2πi 0

0 2πi

)
=

(
e−2πi 0

0 e2πi

)
= 12. (5.13)

5.2 caloronのNahm構成法とその例

前章で見たADHM/Nahm構成法は caloronに対しても応用される．caloronはインスタントン
の一種なので，caloronに対する ADHMデータが考えられるが，caloronの周期性より行列の型
は有限でなくなり，一種のフーリエ展開と見なすことができる．その結果として導かれる構成法
は，Nahm構成法に不純物項 (impurity)が含まれる形となる．本節では，ADHM/Nahm構成法
の caloronへの応用と，caloronのNahm構成の例としてWardの 2, 3, 4-symmetric caloronにつ
いて見てみる．

∗)岩波数学公式 IIの 68ページの下から 2つ目の公式．
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5.2.1 caloronのNahm構成法

先に見たように，Harrington-Shepard caloronは’t Hooftインスタントン (ほとんど JNR 1-イ
ンスタントンと同じ)を時間軸上に周期的に並べたものである．すると，原点にあるHarrington-

Shepard caloronの 0次元ディラック作用素∆は，’t Hooftインスタントンの場合の拡張として
以下のようになると考えられる．

∆ =



· · · λ−2 λ−1 λ0 λ1 λ2 · · ·
. . .

−2β O

−β
0

+β

O +2β
. . .


+



· · · 0 0 0 0 0 · · ·
. . .

x O

x

x

x

O x
. . .


=: t

(
W B

)
. (5.14)

ただし，λn, β = 2π/µ0は実四元数，W は長さ∞の行ベクトル，Bは∞×∞の正方行列であり，
四元数の 2次複素行列表現における 2 × 2の単位行列は省略してある．∆は caloronについての
ディラック作用素であり，それは時間 t = x4について周期的である．そこで，W , Bをそれぞれ
tに対応する空間 (座標を sとする)における微分作用素と見なし，そこでのフーリエ展開の基底
eiβns/

√
µ0を用いてそれぞれ展開することを考える．すると，まず，W (s)は以下のように表せる．

W (s) =
1

√
µ0

∞∑
n=−∞

λne
iβns =

λ

µ0

∞∑
n=−∞

eiβns =
λ

2π

∑
n∈Z

δ(s− 2πn/β). (5.15)

ただし，習慣的に λn = λ/
√
µ0とした．また，

β
∞∑

n=−∞
eiβns =

∑
n∈Z

δ(s− 2πn/β) (5.16)

は周期デルタ関数であり，s上の点 2πn/β (n ∈ Z)にデルタ関数が並んでいるような関数であ
る．ここで，周期デルタ関数の 1周期のみを考えることにすると，β

∑∞
n=−∞ eiβns = δ(s)であり，

W (s)は，結局，以下のように書ける．

W (s) =
λ

2π
δ(s). (5.17)

次に，Bは，W (s)と同様にして以下のようになる．

B =
1

µ0

∑
m,n

(mβ + x)δmne
−iβms′eiβns =

1

µ0

∞∑
m=−∞

(
1

−i

d

ds′
+ x

)
eiβm(s−s′)

=
1

2π

(
i
d

ds′
+ x

)
δ(s− s′). (5.18)
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そして，このようにフーリエ級数展開した∆に対して，そのゼロモードを，

V =

(
V (xα)

U(s, xα)

)
(5.19)

と置いてみる．すると，Weyl方程式は，

∆†V =
(
W (s)† B(s)†

)( V (xα)

U(s, xα)

)
=W (s)†V (xα) +B(s)†U(s, xα) = 0 (5.20)

となるが，B(s)†U(s, xα)は内積なので，

B(s)†U(s, xα) =

∫ µ0

0

1

2π

(
i
d

ds′
+ x†

)
δ(s− s′)U(s′, xα)ds′

=
1

2π

(
i
d

ds
+ x†

)
U(s, xα) (5.21)

となり，結局，以下となることがわかる．

λδ(s)V (xα) +

(
i
d

ds
+ x†

)
U(s, xα) = 0. (5.22)

これを一般の caloronへ拡張するには，B(s)を以下のように置き直す．

B(s) = i
d

ds
+ T (s)† + x†. (5.23)

ただし，T (s) = Tµ(s) ⊗ eµ，Tµ(s)は k × kのエルミート行列である．また，W (s)については，
k = 1の場合の

W1 = (· · · , λ, λ, λ, λ, λ, · · · ) (5.24)

の各成分を SU(2)における

g(µ) = e−iβµω̂·σ (5.25)

のようなゲージを用いて以下のように変換する∗)．

W1 7→
(
· · · , g−2λ, g−1λ, λ, gλ, g2λ, · · ·

)
. (5.26)

ただし，0 ≤ µ ≤ µ0/2であり，ω̂ ·σは純虚四元数，σはパウリ行列である．すると，W1は先と
同様にフーリエ級数展開で表せ，以下のようになる．

W1 =
λ

µ0

∞∑
n=−∞

e−iβnµω̂·σeiβns =
λ

µ0

∞∑
n=−∞

(12 cosβnµ− iω̂ · σ sinβnµ) eiβns

=
λ

2µ0

∞∑
n=−∞

{12(eiβnµ + e−iβnµ)− ω̂ · σ(eiβnµ − e−iβnµ)} eiβns

∗)これは一種のアンザッツである．
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=
λ

µ0

∞∑
n=−∞

{P+e
iβn(s−µ) + P−e

iβn(s+µ)} =
λ

2π
{P+δ(s− µ) + P−δ(s+ µ)}. (5.27)

ただし，

P± =
1

2
(12 ± ω̂ · σ) = 1

2
(12 ± iω̂ · e) (5.28)

であり，これらはそれぞれ P 2
± = P±, P

†
± = P±を満たす，すなわち，射影演算子である．この変

換により，s上の区間 I = [−µ0/2, µ0/2]は 2つの区間 I1 = [−µ, µ], I2 = [µ, µ0 − µ]の直和に分
けられる，すなわち，I = I1 ⊕ I2となる．また，ここに現れる因子を用いて，一般の caloronの
ディラック作用素∆は以下のように書ける．

∆ =

 {P+δ(s− µ) + P−δ(s+ µ)}W

12ki
d

ds
+ (Tµ + xµ1k)⊗ e†µ

 . (5.29)

すると，∆†∆は以下のようになる．

∆†∆ =W †{P+δ(s− µ) + P−δ(s+ µ)}W +B†B. (5.30)

(P± が射影演算子であることと，デルタ関数の 2乗はもとのデルタ関数に等しいことに注意∗))．
ここで，パウリ行列の係数は，第 2項についてはモノポールの Nahm構成法の場合と同様であ
る．ただし，caloronの場合は一般に T4 = 0とは限らないことに注意．また，第 1項については，
ADHM構成法の場合と同様にパウリ行列を掛けてトレースをとればよい．すると，以下のような
Nahm方程式が得られる．

d

ds
Tj + i[Tj , T4]−

i

2
εjkℓ[Tk, Tℓ] =

1

2
Tr2

[
σjW

†{P+δ(s− µ) + P−δ(s+ µ)}W
]
. (5.31)

ただし，Tr2は四元数についてのトレースである．ここで，式 (5.31)は区間 I = [−µ0/2, µ0/2]の
全体における方程式であるが，I は 2つの区間 I1 = [−µ, µ], I2 = [µ, µ0 − µ]に分けられおり，そ
れらの上で 2つの独立なNahmデータ T

(1)
µ , T

(2)
µ が考えられる (図 5.1)．そのとき，I1, I2での境

界を除いたNahm方程式は以下のようになる．

d

ds
T
(m)
j + i[T

(m)
j , T

(m)
4 ]− i

2
εjkℓ[T

(m)
k , T

(m)
ℓ ] = 0. (5.32)

ただし，m = 1, 2である．これを bulkのNahm方程式，T (m)
µ (s)を bulkのNahmデータと

いう．また，I1, I2 の境界 s = ±µで Nahmデータが連続であるとは限らないので，caloronの
Nahm方程式には s = ±µにおける境界条件が必要となる．それらは，境界付近の s = ±εの間で
式 (5.31)の両辺を積分してから ε→ 0の極限を取ることで，以下となることがわかる．

T
(2)
j (µ)− T

(1)
j (µ) =

1

2
Tr2(σjW

†P+W )

T
(1)
j (−µ)− T

(2)
j (µ0 − µ) =

1

2
Tr2(σjW

†P−W )

(5.33)

∗)∆に ∆† が作用するので，∆† の中の変数を s′ などとし，暗黙に s′ で 1度積分する．
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2011/9/10

1

図 5.1: caloronのNahmデータが定義される区間．

これらを境界におけるNahm方程式 (matching conditions)，W , ω̂ を境界でのNahmデータ
(boundary data)という．
Nahmデータが得られれば，ADHM構成法のときと同様，ゼロモード V = t

(
V (x), U(s, x)

)
に

対する以下のWeyl方程式が考えられる．{
12k

d

ds
− i(Tµ + xµ1k)⊗ eµ

}
U(s, x) = iW †{P+δ(s− µ) + P−δ(s+ µ)}V (x). (5.34)

ただし，caloronの周期性より，U(s, x)は sについて周期 2π/βを持つ周期関数でなければならず，

U(s, x+ β) = U(s, x)eiβs, V (x+ β) = V (x) (5.35)

を満たさなければならない．そのようなゼロモードを

V†V = 1k (5.36)

のように規格化すれば，対応する caloronのゲージ場Aα(x)は以下で与えられる．

Aα(x) = V†∂αV. (5.37)

このとき，Nahm方程式のときと同様，ゼロモードの区間内に対する成分も U (m)(s, x)と 2つの
区間 I1, I2ごとに考えられる．すると，Weyl方程式は I1, I2におけるbulkのWeyl方程式 (bulk

Weyl equation) {
12k

d

ds
− i
(
T (m)
µ + xµ1k

)
⊗ eµ

}
U (m)(s, x) = 0, (5.38)

及び，境界におけるWeyl方程式 (boundary Weyl equation){
U (2)(µ, xα)− U (1)(µ, xα) = iW †P+V (xα)

U (1)(−µ, xα)− U (2)(µ0 − µ, xα) = iW †P−V (xα)
(5.39)

の 2種類に分けられる．また，規格化条件は，∑
m

∫
Im

U (m)†U (m)ds+ V †V = 1k (5.40)
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2011/9/10

1

← monopole

limit
↑

instanton limit

図 5.2: 零質量極限における caloronのモノポール極限とインスタントン極限．

となり，対応する caloronのゲージ場を与える表式は以下のようになる．

Aα(x) =
∑
m

∫
Im

U (m)†∂αU
(m)ds+ V †∂αV. (5.41)

このように 2つの区間で定義されたNahmデータに対応する caloronは，非自明なホロノミーを
持つことが知られている．しかし，その扱いは非常に難しいので，片方の極限をなくす，µ→ µ0/2

または µ→ 0という極限を取る場合がある (図 5.2)．これらの場合，caloronは自明なホロノミー
を持つことが知られている．このような極限を零質量極限 (massless monopole limit)という．零
質量極限を取った場合，Nahm方程式は，

d

ds
Tj + i[Tj , T4]−

i

2
εjkℓ[Tk, Tℓ] =

1

2
Tr2(σjW

†W )δ(s− µ0/2), (5.42)

bulkのNahm方程式とmatching conditionは，それぞれ，

d

ds
Tj + i[Tj , T4]−

i

2
εjkℓ[Tk, Tℓ] = 0, (5.43)

Tj(−µ0/2)− Tj(µ0/2) =
1

2
Tr2(σjW

†W ), (5.44)

Weyl方程式は，{
12k

d

ds
− i(Tµ + xµ1k)⊗ eµ

}
U(s, x) = iW †V (s)δ(s− µ0/2), (5.45)

bulkのWeyl方程式と境界でのWeyl方程式は，それぞれ，{
12k

d

ds
− i(Tµ + xµ1k)⊗ eµ

}
U(s, x) = 0, (5.46)

U(−µ0/2, x)− U(µ0/2, x) = iW †V (x) (5.47)

のように書ける．
最後に，caloronの極限について述べておく．まず，caloronのbulkデータはモノポールのNahm

データなので，bulkデータがいくつかの条件を満たせば周期極限によってモノポール極限を持つ
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ようになる．そのためには，モノポール極限においてNahmデータが区間の両端で単純極を持た
なければならないが，Nahmデータは区間内で滑らかでなければならないので，caloronの区間
の外側に極があるような bulkデータを考えればよい．もしくは，始めからモノポールの Nahm

データを仮定し，その内側のある区間内を caloronの bulkデータと見なせばよい．そのときの極
の位置を s = ±spoleとすれば，モノポール極限は µ0/2 → spoleである．それから，別の周期極限
µ0 → 0はインスタントン極限であることが以下のようにして示せる．簡単のため，零質量極限の
場合を考える．すると，極限によって区間 I が狭くなるので，U(s, x)は近似的に

U(s, x) = U0 + U1s (5.48)

のように書ける．このとき，規格化条件は，∫
I
U †Uds+ V †V ≃

∫ µ0/2

−µ0/2

{
U0U0 + (U0U1 + U1U0)s

}
ds+ V †V

= U ′
0U

′
0 + V †V = 1k (5.49)

となる．ただし，U ′
0 =

√
µ0U0とした．また，Weyl方程式は，

0 =

{
12k

d

ds
− i
(
Tµ + xµ1k

)
⊗ eµ

}
U(s, x) ≃ U1 − i

{
Tµ(0) + xµ1k

}
⊗ eµU0 ,

iW †V (x) = U(−µ0/2)− U(µ0/2) ≃ −µ0U1

⇐⇒ √
µ0U1 = i

{
Tµ(0) + xµ1k

}
⊗ eµU

′
0 = − i

√
µ0
W †V (5.50)

となるが，これはインスタントンのゼロモード V = t(V,U ′
0)に対するWeyl方程式と見なせ，そ

のディラック作用素は以下のように書ける．

∆ =

(
Λ{

Tµ(0) + xµ1k
}
⊗ e†µ

)
. (5.51)

ただし，Λ =W/
√
µ0である．

このように，caloronは Nahm構成法の上でもモノポール極限とインスタントン極限を持つの
で，既存のモノポールのNahmデータに対するmatching conditionを追加的に解くことで caloron

のNahmデータを得て，さらにそのインスタントン極限を取ることで対応するインスタントンを
得ることができる．

5.2.2 Wardの 2, 3, 4-symmetric caloron

前節で見たように，caloronの bulkデータはモノポールのNahmデータと同じであり，さらに領
域の境界における boundaryデータを求めることで完全なNahmデータを得る．この節では，対称
性を持つモノポールの bulkデータにmatching conditionを課すことで得られる 2, 3, 4-symmetric

caloronについて見てみる．
チャージ k = 2のモノポールのNahmデータは 4章で求めたが，今回はその簡単な場合である

以下の形を採用する．

Tj(s) = fj(s)σj , (not summed over j) (5.52)
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f1(s) = f3(s) =
π

4
sec(πs/2), f2(s) = −π

4
tan(πs/2). (5.53)

このとき，まず，matching conditionの左辺は

Tj(−µ0/2)− Tj(µ0/2) = {fj(−µ0/2)− fj(µ0/2)}σj (5.54)

となるが，f1(s), f3(s)は偶関数なので 0となり，

{f2(−µ0/2)− f2(µ0/2)}σ2 =
π

2
tan(πµ0/4)σ2 (5.55)

のみが残る．次に，matching conditionの右辺は

1

2
Tr2(σjW

†W ) (5.56)

である．ここで，W は四元数成分の 2-行ベクトルなので，W †W は四元数成分の 2× 2の行列で
あり，その各四元数成分についてトレースが取られ，最終的には，普通の 2 × 2の行列となって
左辺と一致する．このとき，j = 1, 3のときは左辺が 0となるが，もしW †W に σ1か σ3が含ま
れると σj との掛け算の際に 12が生じ，トレースが 0でないので左辺と矛盾する．そこで，W を
以下のように置く．

W = λ
(

12 −iσ2

)
. (5.57)

すると，

1

2
Tr2(σ2W

†W ) =
λ2

2
Tr2

[
σ2

(
12 −iσ2

iσ2 12

)]
=
λ2

2

(
0 −2i

2i 0

)
= λ2σ2 (5.58)

となり，

λ =

√
π

2
tan

(πµ0
4

)
(5.59)

であることがわかるので，これらが求める boundaryデータである．
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第6章 Conclusion

インスタントン/モノポールのモジュライの空間はそれぞれ自己双対/Bogomolny条件から導か
れるが，それらの住む空間とは別の次元において，同様のモジュライ空間が導かれる方程式系が
存在する．それらの間の 1対 1対応が示されており，それを用いてインスタントン/モノポールを
構成する手法はADHM/Nahm構成法として知られている．ADHM構成法を用いれば，自己双対
条件を満たす’t Hooftインスタントンが容易に構成できる．また，Nahm構成法からはTP1とい
う空間に住むスペクトル曲線の概念が導かれ，それらの対称性を考察することで高いチャージを
持つモノポールを構成することができる．
ADHM/Nahm構成法により，SU(2) Yang-Mills理論における様々なソリトン解が新たに発見

された．ADHM構成法を用いずとも，自己双対条件を用いればBPST解，’t Hooft解，JNR解，
Wittenの Liouville解といった様々なインスタントンが導かれるが，ADHM構成法を用いた方が
見通しが良くなる．一方，Nahm構成法に関しては，BPS極限における’t Hooft-Polyakovモノ
ポールである Prasad-Sommerfield解に加え，トーラス，正 4面体，正 8面体，正 20面体の対称
性を持つチャージN = 2, 3, 4, 7のモノポールも，数値的にではあるが構成することができる．さ
らに，ADHM/Nahm構成法はインスタントンやモノポールよりも複雑な caloronの解析にも応用
され，実際に解の構成を行うことができる．因みに，そのような数値的なNahm構成を行う際に
用いるプログラミングの手法は学部生でもわかる程度のものであり，プログラミングと数値計算
の基本的な知識があれば実際に解を構成することも容易である．
SU(2) Yang-Mills理論におけるインスタントンやモノポールは重要なソリトン解であるが，こ

のような古典解についての詳細な研究は近年において発展してきた超対称性理論や超弦理論と比
べるとやや注目されない傾向があるように思われる．そのような高度な理論を古典理論に繋げよ
うとする際に，この記事が読者の手助けとなることを期待する．
最後に，自分の卒業論文をホームページに掲載させてもらい，その手直しを勧めてくださった

今の指導教官の一人である浜中真志氏に深く感謝いたします．また，その他今までお世話になっ
た方々に深く感謝し，その感謝の気持ちはこの多少 (加筆修正して見やすくなったはずの)長めの
記事を持って代えさせていただきます．
この記事の作成は日本学術振興会の経済援助の下行われました．
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付録A テンソルと行列

場の理論やゲージ場の理論は様々なテンソルや行列を用いて記述される．完全反対称テンソル
やパウリ行列，四元数の 2次複素表現における基底行列などはゲージ場の理論を学ぶ上で必須の
ものである．また，自己双対な’t Hooftの η記号，’t Hooft行列は自己双対Yang-MillsやADHM

構成法において重要な役割を果たす．この付録では，本論で扱うテンソルと行列の基本的な知識
について述べる．

A.1 添え字についての注意

テンソル計算 (tensor calculus)において，扱う添え字の範囲は常に把握されるべきものである．
添え字の範囲はその都度 i, j = 1, 2といった形で示すものとする．また，添え字の種類がいくつ
かある場合には，用いる添え字をアルファベットの並び，大文字，小文字，ギリシャ文字などで
使い分け，それぞれに対して範囲を指定するものとする．例えば，

i, j, k = 1, 2, 3, a, b, c = 1, 2, 3, µ, ν, ρ, σ = 0, 1, 2, 3

のようにする．
2つのテンソルAi, Biの縮約については，以下のアインシュタインの縮約記法 (Einstein sum-

mation convention)を用いる．

AiB
i = gijA

iBj =
∑
i,j

gijA
iBj . (A.1)

ただし，gij は計量テンソルと呼ばれる対称テンソルである．同じ添え字が 2つ揃ったときには，
特に断らない限りこのような和をとるものとする．また，縮約をとらない添え字が 2つ以上ある
場合には，その都度「not summed over ∼」のように断るものとする．
本節では，主に 4次元ユークリッド空間における理論を想定し，添え字の上下は気にせず，単

に同じ添え字が 2つ揃ったときに和をとるものとする．

A.2 クロネッカーのデルタ

以下のように定義されたテンソルをクロネッカーのデルタ (Kronecker’s delta)という．

δij :=

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j)
. (A.2)
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ただし，i, j = 1, 2, · · · , nである．定義より，クロネッカーのデルタは対称テンソルである．また，
1階のテンソル Tiに対し，

δijTi = δ1jT1 + δ2jT2 + · · ·+ δjjTj + · · ·+ δnjTn

= 0 · T1 + 0 · T2 + · · ·+ 1 · Tj + · · ·+ 0 · Tn = Tj ,

すなわち，クロネッカーのデルタはテンソルの添え字を入れ換える．
クロネッカーのデルタについての性質をいくつかまとめておく．

δij = δji, (添え字の入れ換え．) (A.3)

δijTi = Tj , (テンソルとの積．) (A.4)

δijδik = δjk, (積の縮約．) (A.5)

δijδij = δii = n. (添え字の縮約．) (A.6)

ただし，Tiは任意の 1階のテンソルである．

A.3 完全反対称テンソル

以下のように定義されたテンソルを完全反対称テンソル (anti-symmetric tensor)という∗)∗∗)．

εp1p2···pn :=


1 (even)

−1 (odd)

0 (otherwise)

. (A.7)

ただし，p1, p2, · · · , pn = 1, 2, · · · , nであり，「even」，「odd」はそれぞれ (p1, p2, · · · , pn)が偶置換，
奇置換の場合，「otherwise」はそれ以外の場合を指す．定義より，2つの添え字を入れ換えると，
置換の偶奇性が入れ換わるので符号が変わる，すなわち，

εp1···pi···pj ···pn = −εp1···pj ···pi···pn .

これより，任意のテンソル Tij に対して以下となることがわかる．

εp1···pi···pj ···pnTpipj =
1

2
(εp1···pi···pj ···pnTpipj + εp1···pi···pj ···pnTpipj )

=
1

2
(εp1···pi···pj ···pnTpipj + εp1···pj ···pi···pnTpjpi)

=
1

2
(εp1···pi···pj ···pnTpipj − εp1···pi···pj ···pnTpjpi)

=
1

2
εp1···pi···pj ···pn(Tpipj − Tpjpi).

また，対称テンソル Sij に対しては εp1···pi···pj ···pnSpipj = 0であり，特に，

δpipjεp1···pi···pj ···pn = 0,

∗)一般に，Sij = Sji を満たすテンソルを対称テンソル，Aij = −Aji を満たすテンソルを反対称テンソルという．
∗∗)エディントンのイプシロン (Eddington’s epsilon)，レビ-チビタ記号 (Levi-Civita symbol)とも呼ばれる．
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すなわち，同じ添え字を 2つ以上持つ完全反対称テンソルは 0である．さらに，定義より，

εp1···pn−1n = εp1···pn−1

も成り立つ．ここで，右辺の完全反対称テンソルの添え字の範囲は n− 1までとなることに注意
(完全反対称テンソルの添え字の範囲の上限は添え字の数に等しい)．また，これを用いる際は，n
を最後尾まで移動させる間の符号の変化に注意．
完全反対称テンソルを用いると，n次正方行列A = (aij)の行列式は以下のように書ける∗)．

|A| = εp1p2···pna1p1a2p2 · · · anpn .

これと，

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p1 δ2p1 · · · δnp1
δ1p2 δ2p2 · · · δnp2
...

...
. . .

...

δ1pn δ2pn · · · δnpn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1p1a2p2 · · · anpn

を比較すれば，完全反対称テンソルは行列式を用いて以下のように表せることがわかる．

εp1p2···pn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p1 δ2p1 · · · δnp1
δ1p2 δ2p2 · · · δnp2
...

...
. . .

...

δ1pn δ2pn · · · δnpn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

これに第 j列について余因子展開を行えば，以下が得られる．

εp1p2···pn = δjp1εjp2···pn + δjp2εp1j···pn + · · ·+ δjpnεp1p2···j .

(1 ≤ j ≤ n, not summed over j.)

また，j = nとして完全反対称テンソルの次数を下げれば，以下も得られる．

εp1p2···pn = δnp1εp2···pn + δnp2εp3···p1 + · · ·+ δnpnεp1···pn−1 .

行列式の表式を用いれば，2つの完全反対称テンソルの積は以下のように書けることがわかる．

εp1p2···pnεq1q2···qn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p1 δ2p1 · · · δnp1
δ1p2 δ2p2 · · · δnp2
...

...
. . .

...

δ1pn δ2pn · · · δnpn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1q1 δ1q2 · · · δ1qn
δ2q1 δ2q2 · · · δ2qn
...

...
. . .

...

δnq1 δnq2 · · · δnqn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(∵ |A| = |tA|.)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δp1q1 δp1q2 · · · δp1qn
δp2q1 δp2q2 · · · δp2qn
...

...
. . .

...

δpnq1 δpnq2 · · · δpnqn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (∵ |A||B| = |AB|, δijδik = δjk.)

∗)逆に，行列式の性質は完全反対称テンソルの性質より導かれるべきであるかもしれないが，学部では行列式を先に
習うのでその順序に従う．
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この表式は，積のいくつかの添え字についての縮約をとった場合の表式を導く際に役立つ．また，
特に，すべての添え字についての縮約をとったものは，完全反対称テンソルの 0でない成分の数，
すなわち，置換の総数 n!に等しい．

εp1p2···pnεp1p2···pn = n!.

完全反対称テンソルについての性質をいくつかまとめておく．

εp1···pi···pj ···pn = −εp1···pj ···pi···pn , (添え字の入れ換え．) (A.8)

εp1···pi···pj ···pnTpipj =
1

2
εp1···pi···pj ···pn(Tpipj − Tpjpi), (テンソルとの積．) (A.9)

εp1···pi···pj ···pnSpipj = 0, (Sij = Sji), (対称テンソルとの積．) (A.10)

δpipjεp1···pi···pj ···pn = 0, (添え字の縮約．) (A.11)

εp1···pn−1n = εp1···pn−1 , (nがある場合の次数下げ．) (A.12)

|A| = εp1p2···pna1p1a2p2 · · · anpn , (行列式の書き換え．) (A.13)

εp1p2···pn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p1 δ2p1 · · · δnp1
δ1p2 δ2p2 · · · δnp2
...

...
. . .

...

δ1pn δ2pn · · · δnpn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (行列式を用いた表記．) (A.14)

εp1p2···pnεq1q2···qn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δp1q1 δp1q2 · · · δp1qn
δp2q1 δp2q2 · · · δp2qn
...

...
. . .

...

δpnq1 δpnq2 · · · δpnqn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (積公式．) (A.15)

εp1p2···pnεp1p2···pn = n!, (積の縮約．) (A.16)

εp1p2···pn = δmp1εmp2···pn + δmp2εp1m···pn + · · ·+ δmpnεp1p2···m, (余因子展開．) (A.17)

(1 ≤ m ≤ n, not summed over m.)

εp1p2···pn = δnp1εp2···pn + δnp2εp3···p1 + · · ·+ δnpnεp1···pn−1 . (次数下げ．) (A.18)

ただし，Tij , Sij は任意の 2階のテンソル，A = (aij)は任意の n次正方行列である．

A.3.1 2階の完全反対称テンソル

2階の完全反対称テンソルは，以下のように行列を用いて表せる．

εαβ =

(
0 1

−1 0

)
.

ただし，α, β = 1, 2である．2階の完全反対称テンソルはスピノル添え字の上げ下げに用いられる．
2階の完全反対称テンソルについての公式をいくつかまとめておく．

εαβεγδ = δαγδβδ − δαδδβγ , (A.19)

εαβεαγ = δβγ . (A.20)
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A.3.2 3階の完全反対称テンソル

3階の完全反対称テンソルの場合，積公式で添え字を 1つ揃えたものは，

εijkεiℓm =

∣∣∣∣∣∣∣
δii δiℓ δim

δji δjℓ δjm

δki δkℓ δkm

∣∣∣∣∣∣∣ = δii

∣∣∣∣∣δjℓ δjm

δkℓ δkm

∣∣∣∣∣− δiℓ

∣∣∣∣∣δji δjm

δki δkm

∣∣∣∣∣+ δim

∣∣∣∣∣δji δjℓ

δki δkℓ

∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣δjℓ δjm

δkℓ δkm

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣δjℓ δjm

δkℓ δkm

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣δjm δjℓ

δkm δkℓ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣δjℓ δjm

δkℓ δkm

∣∣∣∣∣ = δjℓδkm − δjmδkℓ

となり，さらに 1つ揃えたものは，

εijkεijℓ = δjjδkℓ − δjℓδkj = 3δkℓ − δkℓ = 2δkℓ

となる．また，クロネッカーのデルタとの積も以下のようにして計算できる．

δijεkℓm =
1

2
εiabεjabεkℓm =

1

2
εjab

∣∣∣∣∣∣∣
δik δiℓ δim

δak δaℓ δam

δbk δbℓ δbm

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2
εjab

(
δik

∣∣∣∣∣δaℓ δam

δbℓ δbm

∣∣∣∣∣− δiℓ

∣∣∣∣∣δak δam

δbk δbm

∣∣∣∣∣+ δim

∣∣∣∣∣δak δaℓ

δbk δbℓ

∣∣∣∣∣
)

= δikεjℓm + δiℓεkjm + δimεkℓj .

この他にも，例えば，以下であることがわかる．

εijkεimnεjpq = (δjmδkn − δjnδkm)εjpq = δknεmpq − δkmεnpq

= δmnεkpq + δpnεmkq + δqnεmpk − (δnmεkpq + δpmεnkq + δqmεnpk)

= δmpεknq + δnqεkmp − δmqεknp − δnpεkmq.

3階の完全反対称テンソルを用いると，ベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)の外積，a, b,
c = (cx, cy, cz)のスカラー三重積はそれぞれ以下のように書ける．

(a× b)i = εijkajbk, (a× b) · c = εijkaibjck.

また，ベクトル三重積の公式 a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)cは以下のようにして導ける．

{a× (b× c)}i = εijkεkℓmajbℓcm = (δiℓδjm − δimδjℓ)ajbℓcm

= (ajcj)bi − (ajbj)ci = {(a · c)b− (a · b)c}i.

3階の完全反対称テンソルについての公式をいくつかまとめておく．

εijkεiℓm = δjℓδkm − δjmδkℓ, (A.21)

εijkεijℓ = 2δkℓ, (A.22)

δijεkℓm = δikεjℓm + δiℓεkjm + δimεkℓj , (A.23)

εijkεimnεjpq = δmpεknq + δnqεkmp − δmqεknp − δnpεkmq. (A.24)
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A.3.3 4階の完全反対称テンソル

4階の完全反対称テンソルの場合，積公式で添え字を 2つ揃えたものは，

εµναβεµνρσ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δµµ δµν δµρ δµσ

δνµ δνν δνρ δνσ

δαµ δαν δαρ δασ

δβµ δβν δβρ δβσ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = δµµ

∣∣∣∣∣∣∣
δνν δνρ δνσ

δαν δαρ δασ

δβν δβρ δβσ

∣∣∣∣∣∣∣− δµν

∣∣∣∣∣∣∣
δνµ δνρ δνσ

δαµ δαρ δασ

δβµ δβρ δβσ

∣∣∣∣∣∣∣
+ δµρ

∣∣∣∣∣∣∣
δνµ δνν δνσ

δαµ δαν δασ

δβµ δβν δβσ

∣∣∣∣∣∣∣− δµσ

∣∣∣∣∣∣∣
δνµ δνν δνρ

δαµ δαν δαρ

δβµ δβν δβρ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
δνν δνρ δνσ

δαν δαρ δασ

δβν δβρ δβσ

∣∣∣∣∣∣∣
= δνν

∣∣∣∣∣δαρ δασ

δβρ δβσ

∣∣∣∣∣− δνρ

∣∣∣∣∣δαν δασ

δβν δβσ

∣∣∣∣∣+ δνσ

∣∣∣∣∣δαν δαρ

δβν δβρ

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣δαρ δασ

δβρ δβσ

∣∣∣∣∣
= 2(δαρδβσ − δασδβρ)

となり，さらに 1つ揃えたものは，

εµναβεµναρ = 2(δααδβρ − δαρδβα) = 2(4δβρ − δβρ) = 6δβρ

となる．また，クロネッカーのデルタとの積も以下のようにして計算できる．

δµνεαβρσ =
1

6
εµξληενξληεαβρσ =

1

6
ενξλη

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δµα δµβ δµρ δµσ

δξα δξβ δξρ δξσ

δλα δλβ δλρ δλσ

δηα δηβ δηρ δησ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

6
ενξλη

δµα
∣∣∣∣∣∣∣
δξβ δξρ δξσ

δλβ δλρ δλσ

δηβ δηρ δησ

∣∣∣∣∣∣∣− δµβ

∣∣∣∣∣∣∣
δξα δξρ δξσ

δλα δλρ δλσ

δηα δηρ δησ

∣∣∣∣∣∣∣+ δµρ

∣∣∣∣∣∣∣
δξα δξβ δξσ

δλα δλβ δλσ

δηα δηβ δησ

∣∣∣∣∣∣∣
− δµσ

∣∣∣∣∣∣∣
δξα δξβ δξρ

δλα δλβ δλρ

δηα δηβ δηρ

∣∣∣∣∣∣∣
 = δµαενβρσ + δµβεανρσ + δµρεαβνσ + δµσεαβρν .

4階の完全反対称テンソルについての公式をいくつかまとめておく．

εµναβεµνρσ = 2(δαρδβσ − δασδβρ), (A.25)

εµναβεµναρ = 6δβρ, (A.26)

δµνεαβρσ = δµαενβρσ + δµβεανρσ + δµρεαβνσ + δµσεαβρν . (A.27)

A.4 ’t Hooftの η記号

以下のように定義されたテンソルを’t Hooftの η記号または’t Hooftのイェータ・シンボル
(’t Hooft η symbol)という∗)．

ηa(±)
µν := εaµν4 ± (δaµδν4 − δaνδµ4). (A.28)

∗)ηa
µν = εaµν4 + δaµδν4 − δaνδµ4, η̄

a
µν = εaµν4 − δaµδν4 + δaνδµ4 と書かれることもある．
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ただし，µ, ν = 1, 2, 3, 4, a = 1, 2, 3であり，それぞれを空間添え字，アイソスピン添え字という．
定義より，’t Hooftの η記号は空間添え字について反対称である．また，’t Hooftの η記号は 4

次元空間において，1方向が特別な方向となる形で定義されていることに注意．これらより，’t

Hooftの η記号は以下のようにも定義される．

ηa(±)
µν := −ηa(±)

νµ :=

{
εaµν (µ, ν = 1, 2, 3)

±δaµ (ν = 4)
. (A.29)

このような場合分けを避けるため，本節では 1, 2, 3, 4を想定していたが 1, 2, 3の場合のみとなっ
た添え字には「′」をつけることとする．このとき，以下が成り立つことに注意．

δµν = δµ′ν′ + δµ4δν4. (A.30)

’t Hooftの η記号についての性質は，クロネッカーのデルタと完全反対称テンソルの性質より
導かれる．まず，’t Hooftの η記号の積の縮約については，定義内の複合が一致する場合には以
下のようになる．

ηa(±)
µν ηb(±)

ρσ ,

ηa(±)
µν ηb(±)

µσ = δabδνσ + εabcη
c(±)
νσ ,

ηa(±)
µν ηb(±)

µν = 4δab,

ηa(±)
µν ηa(±)

ρσ = δµρδνσ − δµσδνρ ± εµνρσ,

ηa(±)
µν ηa(±)

µσ = 3δνσ,

ηa(±)
µν ηa(±)

µν = 12.

これらのうち，ηa(±)
µν η

b(±)
µσ の表式は，

ηa(±)
µν ηa(±)

ρσ = {εaµν4 ± (δaµδν4 − δaνδµ4)}{εaρσ4 ± (δaρδσ4 − δaσδρ4)}
= δµ′ρ′δν′σ′ − δµ′σ′δν′ρ′ ± (δσ4ερµν4 − δρ4εσµν4 + δν4εµρσ4 − δµ4ενρσ4)

+ δµ′ρ′δν4δσ4 − δµ′σ′δν4δρ4 − δν′ρ′δµ4δσ4 + δν′σ′δµ4δρ4

= δµ′ρ′δνσ − δµ′σ′δνρ ± (δµ4ε4νρσ + δν4εµ4ρσ + δρ4εµν4σ + δσ4εµνρ4)

− (δνρδµ4δσ4 − δν4δρ4δµ4δσ4) + (δνσδµ4δρ4 − δν4δσ4δµ4δρ4)

= δµρδνσ − δµσδνρ ± εµνρσ,

η
a(±)
µν η

a(±)
ρσ の表式は，

ηa(±)
µν ηb(±)

µσ = {εaµν4 ± (δaµδν4 − δaνδµ4)}{εbµσ4 ± (δbµδσ4 − δbσδµ4)}
= δabδν′σ′ ± (εabν4δσ4 − εabσ4δν4) + δabδν4δσ4 + δaνδbσ

= δabδνσ ± εabc(δcνδσ4 − δcσδν4) + εabcεcνσ4

= δabδνσ + εabcη
c(±)
νσ

のように示せ，これらより右下のものは空間添え字とアイソスピン添え字についての縮約をとる
ことで順次得られる．また，定義内の複合が逆の場合は，例えば以下のようになる．

ηa(±)
µν ηb(∓)

µν = {εaµν4 ± (δaµδν4 − δaνδµ4)}{εbµν4 ∓ (δbµδν4 − δbνδµ4)}
= 2δab − 2δab = 0.
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次に，空間添え字を持つ完全反対称テンソルとの積で，1つの添え字を揃えたものは，

εµνρση
a(±)
τσ = εµνρσ{εaτσ4 ± (δaτδσ4 − δaσδτ4)} = −

∣∣∣∣∣∣∣
δµa δµτ δµ4

δνa δντ δν4

δρa δρτ δρ4

∣∣∣∣∣∣∣± (δaτεµνρ4 − δτ4εµνρa)

= δµτ (δνaδρ4 − δν4δρa)− δντ (δµaδρ4 − δµ4δρa) + δρτ (δµaδν4 − δµ4δνa)

± {δτ ′µ′εaνρ4 + δτ ′ν′εµaρ4 + δτ ′ρ′εµνa4 + δτ ′4εµνρa

− δτ4(δµ4ε4νρa + δν4εµ4ρa + δρ4εµν4a + δa4εµνρ4)}
= δµτ (δaνδρ4 − δaρδν4 ± εaνρ4) + δντ (δaρδµ4 − δaµδρ4 ± εaρµ4)

+ δρτ (δaµδν4 − δaνδµ4 ± εaµν4)

= ±(δµτη
a(±)
νρ + δντη

a(±)
ρµ + δρτη

a(±)
µν )

となり，さらに 1つの添え字を揃えれば以下が得られる．

ηa(±)
µν = ±1

2
εµνρση

a(±)
ρσ . (A.31)

これは，(反)自己双対性 ((Anti-)Self-Duality, (A)SD)と呼ばれる非常に重要な性質である (η
i(+)
µν

が SD，ηi(−)
µν がASDに対応する)．(反)自己双対性を用いれば，先の定義内の符号が異なるもの

同士の積が 0となる性質は以下のようにしても導ける．

ηa(±)
µν ηb(∓)

µν = −1

4
εµνρσεµντκη

a(±)
ρσ ηb(∓)

τκ = −1

2
(δρτδσκ − δρκδστ )η

a(±)
ρσ ηb(∓)

τκ

= −ηa(±)
ρσ ηb(∓)

ρσ ⇐⇒ ηa(±)
µν ηb(∓)

µν = 0.

それから，’t Hooftの η記号の積にアイソスピン添え字を持つ完全反対称テンソルを掛け，2つの
添え字を揃えたものは，

εabcη
a(±)
µν ηb(±)

ρσ = εabc{εaµν4 ± (δaµδν4 − δaνδµ4)}{εbρσ4 ± (δbρδσ4 − δbσδρ4)}
= εabcεaµ′ν′εbρ′σ′ ± εabcεaµ′ν′(δbρδσ4 − δbσδρ4)± εabcεbρ′σ′(δaµδν4 − δaνδµ4)

+ εabc(δaµδν4 − δaνδµ4)(δbρδσ4 − δbσδρ4)

= δµ′ρ′εcν′σ′ + δν′σ′εcµ′ρ′ − δµ′σ′εcν′ρ′ − δν′ρ′εcµ′σ′

± εaρ′cεaµ′ν′δσ4 ± εaσ′cεaµ′ν′δρ4 ± εµ′bcεbρ′σ′δν4 ± εν′bcεbρ′σ′δµ4

+ εµ′ρ′cδν4δσ4 − εµ′σ′cδν4δρ4 − εν′ρ′cδµ4δσ4 + εν′σ′cδµ4δρ4

= δµρ(εcνσ4 ± δcνδσ4 ∓ δcσδν4) + δνσ(εcµρ4 ± δcµδρ4 ∓ δcρδµ4)

− δµσ(εcνρ4 ± δcνδρ4 ∓ δcρδν4)− δνρ(εcµσ4 ± δcµδσ4 ∓ δcσδµ4)

= δµρη
c(±)
νσ + δνση

c(±)
µρ − δµση

c(±)
νρ − δνρη

c(±)
µσ

となり，さらに 1つの空間添え字についての縮約をとれば以下が得られる．

εabcη
a(±)
µν ηb(±)

µσ = 2ηc(±)
νσ .

’t Hooftの η記号についての公式をまとめておく．

ηa(±)
µν ηa(±)

ρσ = δµρδνσ − δµσδνρ ± εµνρσ, (A.32)
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ηa(±)
µν ηb(±)

µσ = δabδνσ + εabcη
c(±)
νσ , (A.33)

ηa(±)
µν ηb(±)

µν = 4δab, (A.34)

ηa(±)
µν ηa(±)

µσ = 3δνσ, (A.35)

ηa(±)
µν ηa(±)

µν = 12, (A.36)

ηa(±)
µν ηb(∓)

µν = 0, (A.37)

εµνρση
a(±)
τσ = ±(δµτη

a(±)
νρ + δντη

a(±)
ρµ + δρτη

a(±)
µν ), (A.38)

εµνρση
a(±)
ρσ = ±2ηa(±)

µν , (A.39)

εabcη
a(±)
µν ηb(±)

ρσ = δµρη
c(±)
νσ + δνση

c(±)
µρ − δµση

c(±)
νρ − δνρη

c(±)
µσ , (A.40)

εabcη
a(±)
µν ηb(±)

µσ = 2ηc(±)
νσ . (A.41)

A.5 トレース

n次の正方行列A = (aij)に対し，以下をAのトレース (trace)という∗)．

TrA :=

n∑
i=1

aii (A.42)

定義より，トレースは明らかに線形性を持つ．また，2つの正方行列A = (aij), B = (bij)に対し，

Tr(AB) = Tr

(∑
k

aikbkj

)
=
∑
i,k

aikbki =
∑
i,k

bikaki = Tr

(∑
k

bikakj

)
= Tr(BA),

すなわち，トレース内では 2つの行列の積は可換である．ところが，3つの正方行列 A = (aij),

B = (bij), C = (cij)に対しては，

Tr(ABC) = Tr

∑
k,ℓ

aikbkℓcℓj

 =
∑
i,k,ℓ

aikbkℓcℓi =
∑
i,k,ℓ

bikckℓaℓi = Tr

∑
k,ℓ

bikckℓaℓj


= Tr(BCA) = Tr(CAB)

となり，可換ではなく循環する．この性質を循環律 (cyclic property)という．トレースの性質を
まとめておく．

Tr(λA+ µB) = λTrA+ µTrB, (線形性．) (A.43)

Tr(AB) = Tr(BA), (可換性．) (A.44)

Tr(A1A2 · · ·An) = Tr(A2 · · ·AnA1) = · · · , (循環律．) (A.45)

Tr(UAU−1) = TrA, (相似変換に対して不変．) (A.46)

Tr1n = n. (縮約．) (A.47)

ただし，A, Bなどは任意の正方行列，λ, µは任意の定数，1nは n次の単位行列である．
∗)シュプール (Spur, SpA)という場合もある．
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A.6 行列ノルム

正方行列Aに対し，以下をAの行列ノルム (matrix norm)またはフロベニウスノルム (Frobenius

norm)という∗∗)．

∥A∥ :=
√
Tr(A†A). (A.48)

例えば，2次の正方行列A = (aij)の行列ノルムは以下のようになる．

∥A∥2 = Tr

(
a∗11 a∗21
a∗12 a∗22

)(
a11 a12

a21 a22

)
= Tr

(
|a11|2 + |a21|2 a∗11a12 + a∗21a22

a∗12a11 + a∗22a21 |a12|2 + |a22|2

)
= |a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2.

また，行列Aが反エルミートのときは，以下のようにも書ける．

∥A∥2 = Tr(A†A) = −TrA2.

行列ノルムの性質をまとめておく．

∥A∥2 =
∑
i,j

|aij |2 ≥ 0, (A.49)

∥A∥2 = −TrA2. (A† = −A.) (A.50)

ただし，A = (aij)である．

A.7 指数行列

N 次正方行列Aに対し，以下をAの指数行列 (matrix exponential)という．

exp(A) := eA =

∞∑
n=0

1

n!
An = 1N +A+

1

2
A2 +

1

3!
A3 + · · · . (A.51)

ただし，1N はN 次の単位行列である．指数行列に関し，以下などが成り立つ．

eON = 1N , esAetA = e(s+t)A, eAe−A = 1N ,

[A,B] = 0 =⇒ eAeB = eBeA, ePAP
−1

= P eAP−1.
(A.52)

ただし，ON はN 次の零行列，s, tは任意の実数，P はN 次正則行列である．ここで，

exp(A)−1 = exp(−A) (A.53)

より，任意のAに対して exp(A)は常に正則行列となることに注意．また，これと

t exp(A) = exp(tA), exp(A)† = exp(A†), (A.54)

より，以下となることに注意∗)．

∗∗)行列ノルムはノルムの性質を満たせばよく，いくつかの定義がある．
∗)直交群のリー代数は反対称行列，ユニタリー群のリー代数は反エルミート．
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• Aが対称行列ならば exp(A)も対称行列．

• Aが反対称行列ならば exp(A)は直交行列．

• Aがエルミート行列ならば exp(A)もエルミート行列．

• Aが反エルミート行列ならば exp(A)はユニタリー行列．

また，実パラメーター tに対し，以下が成り立つ．

d

dt
etA = AetA. (A.55)

これより，指数行列は初期条件 f(0) = 1N に対する微分方程式 d
dtf(t) = Af(t)の解と見なせる．

さらに，トレース，行列式，指数行列の間には以下の関係が成り立つ．

Tr(A) = ln(det(exp(A))). (A.56)

特に，det(exp(A)) = 1ならば Tr(A) = 0となることに注意∗)．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aの固有値を λ1, λ2, · · · , λN とすれば，exp(A)の固有値は明らかに eλ1 , eλ2 , · · · , eλN であり，

ln(det(exp(A))) = ln eλ1+λ2+···+λN = λ1 + λ2 + · · ·+ λN = Tr(A).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

例 A.7.1 対角行列の指数行列は以下のようになる．

exp(diag(a1, a2, · · · , aN )) = diag(ea1 , ea2 , · · · , eaN ). (A.57)

例 A.7.2 2× 2行列の指数行列は以下のようになる．

exp

(
a b

c d

)
=

1

∆

(
a11 a12

a21 a22

)
. (A.58)

ただし，∆ =
√

(a− d)2 + 4bcであり，

a11 = e(a+d)/2{∆ cosh(∆/2) + (a− d) sinh(∆/2)},
a12 = 2b e(a+d)/2 sinh(∆/2),

a21 = 2c e(a+d)/2 sinh(∆/2),

a22 = e(a+d)/2{∆ cosh(∆/2)− (a− d) sinh(∆/2)}

である．

∗)特殊線形変換群のリー代数はトレースレス．
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例 A.7.3 パウリ行列に関して以下が成り立つ．

eiajσj = 12 cos a+ iâjσj sin a. (A.59)

ただし，a := |aj |, âj := aj/aである．

∵ eiajσj = 12 + iaiσi +
1

2
(iaiσi)(iajσj) +

1

3!
(iaiσi)(iajσj)(iakσk) + · · ·

= 12

(
1− 1

2
|aj |+ · · ·

)
+ i

aj
|aj |

σj

(
|aj | −

1

3!
|aj |3 + · · ·

)
= 12 cos a+ iâjσj sin a.

2つの正方行列A, Bに対して，eAeB = eA+B は必ずしも成り立たず，以下のようになる．

eAeB = exp

(
A+B +

1

2
[A,B] +

1

12
[A−B, [A,B]] + · · ·

)
. (A.60)

これをハウスドルフの公式という∗)．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tを実パラメーターとすると，指数行列の定義より，

etAetB =

(
1+ tA+

t2

2
A2 +

t3

3!
A3 +O(t4)

)(
1+ tB +

t2

2
B2 +

t3

3!
B3 +O(t4)

)
= 1+ t(A+B) +

t2

2
(A2 + 2AB +B2) +

t3

3!
(A3 + 3A2B + 3AB2 +B3) +O(t4).

ここで，etAetB = etC と置くと，まず，etC = 1+ tC +O(t2)より C = A+B + tC ′．次に，

etC = 1+ t(A+B) + t2
{
C ′ +

1

2
(A+B)2

}
+O(t3)

より，

C ′ =
1

2
(A2 + 2AB +B2)− 1

2
(A+B)2 +O(t) =

1

2
[A,B] + tC ′′.

それから，

etC = 1+ t(A+B) + t2
{
1

2
[A,B] +

1

2
(A+B)2

}
+ t3

{
C ′′ +

1

4
(A+B)[A,B] +

1

4
[A,B](A+B) +

1

6
(A+B)3

}
+O(t4)

より，

C ′′ =
1

6
(A3 + 3A2B + 3AB2 +B3)− 1

6
(A+B)3

− 1

4
(A+B)[A,B]− 1

4
[A,B](A+B) +O(t)

∗)Baker-Campbell-Hausdorffの公式．
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=
1

6
(2A+B)[A,B] +

1

6
[A,B](A+ 2B)− 1

4
(A+B)[A,B]− 1

4
[A,B](A+B) +O(t)

=
1

12
[A−B, [A,B]] +O(t).

以上をまとめると，

etAetB = exp

{
t(A+B) +

t2

2
[A,B] +

t3

12
[A−B, [A,B]] + · · ·

}
であり，t = 1と置けば与式が得られる．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

4次元ミンコフスキー空間もしくは 4次元ユークリッド空間の各点 xで定義された，正方行列
を成分に持つベクトル場 Aµ(x)を考える．このとき，空間内のある経路 C について，その上に
n+1個の点P0,P1, · · · ,Pn (P0, PnはそれぞれCの始点，終点)を取り，Pi−1Pi上の任意の点を
xi，

−−−−→
Pi−1Pi =: ∆xµi としたとき，以下の極限は一意に決まる．

P exp

(∫
C
Aµ(x) dx

µ

)
:= lim

n→∞

n∏
i=1

exp
(
Aµ(xi)∆x

µ
i

)
:= lim

n→∞

(
eAµ(x1)∆x

µ
1 eAµ(x2)∆x

µ
2 · · · eAµ(xn)∆x

µ
n

)
. (A.61)

これをAµ(x)の C上での経路順序べき (path-ordered exponential)という．経路上の各点におけ
る指数行列は一般には可換とは限らないので，経路順序べきは経路だけでなくその上を動く順序
にも依ることに注意．

A.8 パウリ行列

以下のように定義された 3つの行列をパウリ行列 (Pauli matrices)という∗)．

σ1 :=

(
0 1

1 0

)
, σ2 :=

(
0 −i

i 0

)
, σ3 :=

(
1 0

0 −1

)
. (A.62)

パウリ行列の積は以下のようになる．

σ1σ1 = σ2σ2 = σ3σ3 = 12,

σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3,

σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1,

σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2.

ただし，12は 2次の単位行列である．これらの積は，クロネッカーのデルタと完全反対称テンソ
ルを用いて以下のようにまとめられる．

σiσj = δij12 + iεijkσk.

∗)原子核などの分野では，場を表すのに σ を用い，パウリ行列には τ を用いる場合がある．
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ただし，i, j, k = 1, 2, 3である．
パウリ行列についての性質をまとめておく．

σ†i = σi, (エルミート行列．) (A.63)

σiσj = δij12 + iεijkσk, (積公式．) (A.64)

[σi, σj ] = 2iεijkσk, (交換関係．) (A.65)

{σi, σj} = {σj , σi} = 2δij12, (反交換関係．) (A.66)

Trσi = 0, (A.67)

Tr(σiσj) = 2δij , (A.68)

Tr(σiσjσk) = 2iεijk. (A.69)

A.9 ’t Hooft行列

以下のように定義された行列を’t Hooft行列という．

η(±)
µν := ηa(±)

µν σa. (A.70)

’t Hooft行列を µ, ν = 1, 2, 3, 4について並べれば，以下のようになる．

η(±)
µν = −η(±)

νµ =


0 +σ3 −σ2 ±σ1

−σ3 0 +σ1 ±σ2
+σ2 −σ1 0 ±σ3
∓σ1 ∓σ2 ∓σ3 0

 . (A.71)

’t Hooft行列についての公式は，’t Hooftの η記号とパウリ行列の性質から導ける．
’t Hooft行列についての性質をまとめておく．

η(±)
µν η

(±)
ρσ = (δµρδνσ − δµσδνρ ± εµνρσ)12

+ iδµρη
(±)
νσ + iδνση

(±)
µρ − iδµση

(±)
νρ − iδνρη

(±)
µσ , (A.72)

η(±)
µν η

(±)
µσ = 3δνσ12 + 2iη(±)

νσ , (A.73)

η(±)
µν η

(±)
µν = 12 · 12, (A.74)

εµνρση
(±)
τσ = ±(δµτη

(±)
νρ + δντη

(±)
ρµ + δρτη

(±)
µν ), (A.75)

εµνρση
(±)
ρσ = ±2η(±)

µν , (A.76)

[η(±)
µν , η

(±)
ρσ ] = 2i(δµρη

(±)
νσ + δνση

(±)
µρ − δµση

(±)
νρ − δνρη

(±)
µσ ), (A.77)

Tr η(±)
µν = 0, (A.78)

Tr(η(±)
µν η

(±)
ρσ ) = 2(δµρδνσ − δµσδνρ ± εµνρσ), (A.79)

Tr(η(±)
µν η

(±)
µσ ) = 6δνσ, (A.80)

Tr(η(±)
µν η

(±)
µν ) = 24. (A.81)
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付録B 四元数

四元数とは複素数を拡張した数体系である．四元数は 3次元空間における回転や SU(2)の群元
の記述に用いられる．この節では，四元数の基本的な性質であるハミルトン積や極分解について
述べる．また，2次複素行列を用いた表現についても触れる．

B.1 四元数

以下のような数体系を四元数 (quaternion)という．

H := {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R, i2 = j2 = k2 = ijk = −1}. (B.1)

ただし，i, j, k ∈ Hは四元数の 1でない基底元であり，定義の通り，以下を満たす．

i2 = j2 = k2 = ijk = −1. (B.2)

また，この関係式は以下と同値である．
ij = k,

jk = i,

ki = j,

ji = −k,
kj = −i,
ik = −j.

(B.3)

四元数の基底の演算表を表 B.1に示す．このように，表は対角に対して対称ではなく，四元数の
積は一般には非可換であることに注意．また，表の左上の 2× 2の部分は複素数の演算表であり，
それはもちろん対称である．さらに，表の右下の 3 × 3の部分はベクトル解析におけるベクトル
積もしくは外積の演算表となっている．これより，四元数を以下のように書くと便利である．

q = q0 + q · e ∈ H. (B.4)

ただし，q := (q1, q2, q3) ∈ R3, e := (i, j, k)である．このとき，q0を実部 (real part)，スカラー
部 (scaler part)，時間成分 (time component)など，q · eを虚部 (imaginary part)，ベクトル部

表 B.1: 四元数の基底の演算表．

× 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j
j j −k −1 i

k k j −i −1
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(vector part)，空間成分 (space component)などという．また，q = 0である四元数を実四元数
(real quaternion)，q0 = 0である四元数を純虚四元数 (pure imaginary quaternion)という．
p, q, r ∈ Hに対して r = pqと置くと，その成分は以下のようになる．

r0 = p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3,

r1 = p0q1 + p1q0 + p2q3 − p3q2,

r2 = p0q2 + p2q0 + p3q1 − p1q3,

r3 = p0q3 + p3q0 + p1q2 − p2q1.

(B.5)

もしくは，p = p0 + p · e ∈ H, q = q0 + q · e ∈ Hに対し，以下が成り立つ．

pq = (p0q0 − p · q) + (p0q + q0p+ p× q) · e. (B.6)

これらのような四元数の積をハミルトン積 (Hamilton product)という．
q = q0 + q · e ∈ Hに対し，以下を qの共役 (conjugate, 共軛)という∗)．

q∗ := q0 − q · e = −1

2
(q + iqi+ jqj + kqk). (B.7)

共役について，以下が成り立つ．

(q∗)∗ = q, (pq)∗ = q∗p∗, q0 =
1

2
(p+ p∗), q · e =

1

2
(p− p∗). (B.8)

ただし，p, q = q0 + q · e ∈ Hである．
q = q0 + q · e ∈ Hに対し，以下を qの大きさ (norm)という．

|q| :=
√
qq∗ =

√
q∗q = (q20 + |q|2)1/2. (B.9)

大きさについて，以下が成り立つ．

|q∗| = |q|, |pq| = |p||q|. (B.10)

ただし，p, q ∈ Hである．ここで，第 2式は，q = q0 + q · e ∈ Hに対して

|q|2 = q20 + q21 + q22 + q23 = det

(
q0 + q1 iq3 + q2

iq3 − q2 q0 − q1

)

と書け，さらに行列式に関して detAB = detA · detBが成り立つことによる．
大きさを用いると，任意の q ∈ Hに対し，

q̂ =
q

|q|
(B.11)

は大きさが 1の四元数となる．このような四元数を単位四元数 (unit quaternion)という∗∗)．

∗)複素数の場合と異なり，四元数の積と和で表せることに注意
∗∗)ベルソル (versor)という場合もある．
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大きさを用いると，q ∈ Hの逆数 (reciprocal) q−1は以下のように書ける．

q−1 =
q∗

|q|2
. (B.12)

特に，単位四元数の逆数は共役と一致する．
q = q0 + q · e ∈ Hに対し，その指数関数 (exponential) expは以下のように定義される．

exp(q) :=

∞∑
n=0

qn

n!
= eq0

(
cos |q|+ sin |q| · q

|q|
· e
)
. (B.13)

最右辺を得るには，まず，四元数の実部と虚部が積について可換であり，exp(q) = eq0 exp(q · e)
となることに注意する．すると，(q · e)2 = −|q|2に注意して，

exp(q · e) = 1 + q · e− 1

2
|q|2 − 1

3!
|q|2q · e+ · · · = cos |q|+ sin |q| · q

|q|
· e.

この逆関数は以下のようにして求められる．p = p0 + p · e ∈ Hに対して

q = q0 + q · e = ep = ep0
(
cos |p|+ sin |p| · p

|p|
· e
)

と置くと，|q| = ep0 より p0 = ln |q|であり，

cos |p| = q0
|q|
, sin |p| =

√
1− (q0/|q|)2 =

|q|
|q|
,

∴ q = |q| · p
|p|

⇐⇒ p = cos−1 q0
|q|

· q
|q|
,

すなわち，q = q0 + q · e ∈ Hに対する対数関数 (logarithm) lnは以下のように定義される．

ln(q) := ln |q|+ cos−1 q0
|q|

· q
|q|

· e. (B.14)

このとき， {
q0 =: |q| cos θ,
q =: |q|n̂ = |q| sin θ · n̂

(B.15)

と置けば，任意の q ∈ Hは以下のように極分解 (polar decomposition)できることがわかる．

q = exp(ln(q)) = |q| exp(θn̂ · e) = |q|(cos θ + sin θ · n̂ · e). (B.16)

これより，四元数のべき乗 (power)は任意の α ∈ Rに対して以下となることがわかる．

qα = |q|α exp(αθn̂ · e) = |q|α(cosαθ + sinαθ · n̂ · e). (B.17)

このような四元数の表現には，4 × 4の実行列や 2 × 2の複素行列によるものが知られている．
本論では，特に断らない限り，次節で説明する 2次複素行列表現を用いる．
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B.2 2次複素行列表現

四元数 q = q4 + q · e ∈ Hの 2次複素行列表現は以下のようになる．

q =

(
q4 − iq3 −q2 − iq1

q2 − iq1 q4 + iq3

)
= q412 − iqjσj = qµeµ. (B.18)

ただし，µ = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3，12は 2× 2の単位行列，σj はパウリ行列である．また，eµは
以下のように定義され，これを四元数の 2次複素行列表現における基底行列という．

eµ := δµ412 − iδµjσj . (B.19)

ここで，パウリ行列の性質より

e21 = e22 = e23 = e1e2e3 = −e4 (B.20)

となるので，四元数の基底との対応は以下のようになる．

D(i) = e1, D(j) = e2, D(k) = e3, D(1) = e4. (B.21)

また，この表現においては，四元数の共役は以下のようにエルミート共役に対応する．

D(q∗) = q012 + iqjσj = qµe
†
µ = q†. (B.22)

さらに，四元数の大きさは以下のように行列式に対応する．

|q|2 = q21 + q22 + q23 + q24 = det

(
q4 − iq3 −q2 − iq1

q2 − iq1 q4 + iq3

)
= det(q). (B.23)

eµの性質を導いておく．まず，エルミート共役は以下のようになる．

e†µ = δµ412 + iδµjσj , e†4 = e4, e†j = −ej .

次に，p = pµeµ, q = qνeν の積は四元数のハミルトン積に従うので，

pq = (p4q4 − p · q)12 + (p4q + q4p+ p× q) · e
= pµqν{(δµ4δν4 − δµjδνj)12 − i(εjµν4 + δjµδν4 + δjνδµ4)σj} = pµqνeµeν

⇐⇒ eµeν = (δµ4δν4 − δµjδνj)12 − i(εjµν4 + δjµδν4 + δjνδµ4)σj

であることがわかり，この特別な場合として以下が成り立つことがわかる．

e†µeν = δµν12 + iη(+)
µν , eµe

†
ν = δµν12 + iη(−)

µν .

これらのそれぞれで和と差をとることで，以下が得られる．

e†µeν + e†νeµ = 2δµν12, e†µeν − e†νeµ = 2iη(+)
µν ,

eµe
†
ν + eνe

†
µ = 2δµν12, eµe

†
ν − eνe

†
µ = 2iη(−)

µν .
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また，パウリ行列がトレースレスであることを思い出せば，以下であることもわかる．

Tr(e†µeν) = 2δµν , ηi(+)
µν = − i

2
Tr(σie

†
µeν),

Tr(eµe
†
ν) = 2δµν , ηi(−)

µν = − i

2
Tr(σieµe

†
ν).

さらに，これらより，q = qµeµに対して以下が成り立つことがわかる．

q†q = qq† = |qµ|212 = det(q)12, qµ =
1

2
Tr2(e

†
µq) =

1

2
Tr2(eµq

†).

四元数の 2次複素行列表現における基底行列についての性質をまとめておく．

e†µ = δµ412 + iδµjσj , e†4 = e4, e†j = −ej , (B.24)

eµeν = (δµ4δν4 − δµjδνj)12 − i(εjµν4 + δjµδν4 + δjνδµ4)σj , (B.25)

e†µeν = δµν12 + iη(+)
µν , e†µeν + e†νeµ = 2δµν12, e†µeν − e†νeµ = 2iη(+)

µν , (B.26)

eµe
†
ν = δµν12 + iη(−)

µν , eµe
†
ν + eνe

†
µ = 2δµν12, eµe

†
ν − eνe

†
µ = 2iη(−)

µν , (B.27)

Tr(e†µeν) = Tr(eµe
†
ν) = 2δµν , (B.28)

ηi(+)
µν = − i

2
Tr(σie

†
µeν), ηi(−)

µν = − i

2
Tr(σieµe

†
ν), (B.29)

q†q = qq† = |qµ|212 = det(q)12, qµ =
1

2
Tr2(e

†
µq) =

1

2
Tr2(eµq

†). (B.30)

ただし，q = qµeµである．
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付録C 有限群と正多面体回転群

本文で扱うモノポールは 3次元ユークリッド空間に住み，それらは種々の対称性を持つ．特に，
高いチャージを持つモノポールは正多面体の回転対称性を持つことが知られている．そのような
対称性は数学における有限群に関連づけると理解しやすく，複雑な正多面体が持つ対称性も単純
な対称群や交代群と同じ群構造を持つことがわかる．この付録では，有限群と正多面体回転群の
基本的な知識について説明する．

C.1 群の定義

集合Gとその上の 1つの演算 (積)が以下を満たすとき，Gは群 (group)を成すという．

(1) 任意の a, b, c ∈ Gに対して (ab)c = a(bc)． (結合法則．)

(2) 任意の a ∈ Gに対して ae = ea = aを満たす eが存在する．

このような eを単位元という． (単位元の存在．)

(3) 任意の a ∈ Gに対して aa−1 = a−1a = eを満たす a−1が存在する．

このような a−1を aの逆元という． (逆元の存在．)

結合法則により，3つ以上の元の積の括弧は省略できる．また，単位元と逆元はそれぞれ一意に
存在する．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2つの単位元 e1, e2が存在すると，

e1 = e1e2 = e2.

また，2つの逆元 a−1
1 , a−1

2 が存在すると，

a−1
1 = a−1

1 e = a−1
1 (aa−1

2 ) = (a−1
1 a)a−1

2 = ea−1
2 = a−1

2 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

さらに，群Gの任意の 2つの元 a, bに対して以下が成り立つ．

(ab)−1 = b−1a−1, (a−1)−1 = a. (C.1)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

129

Soryushiron Kenkyu



14:39, 25th Apr, 2014

まず，eをGの単位元とすると，

b−1a−1ab = b−1eb = b−1b = e.

同様にして abb−1a−1 = eなので，1つ目は示せた．2つ目は，aa−1 = a−1a = eを a−1について
見ればよい．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

群Gの任意の a, b ∈ Gに対して ab = baが成り立つとき，Gを可換群またはアーベル群 (Abelian

group)という．
群Gの元の個数をGの位数 (order)といい，|G|と書く．また，位数が有限となる群を有限群，

そうでない群を無限群という．
群Gから群G′への写像 f : G→ G′が任意の g1, g2 ∈ Gに対して以下を満たすとき，f はGか

らG′への準同型写像 (homomorphism)であるという．

f(g1g2) = f(g1)f(g2). (C.2)

また，GからG′への準同型写像が存在するとき，GとG′は準同型であるといい，G ∼ G′と書く．
全単射である準同型写像を特に同型写像 (isomorphism)という．また，GからG′への同型写像

が存在するとき，GとG′は同型であるといい，G ≃ G′と書く．
群Gの部分集合H ̸= ϕが以下が成り立つとき，H は群を成す．

(1) a, b ∈ H =⇒ ab ∈ H, (C.3)

(2) a ∈ H =⇒ a−1 ∈ H. (C.4)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

結合法則は明らか．単位元の存在は，H ̸= ϕよりある a ∈ Gが存在し，(2)より a−1も存在する
ので，(1)より aa−1 = e ∈ H．逆元の存在は (2)より保障される．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

これをGの部分群 (subgroup)という．
群Gの 2つの部分集合 S, S′に対する集合 {ss′ | s ∈ S, s′ ∈ S′}を Sと S′の積といい，SS′と

書く．特に，S = {g}，S′ = {g′}のときは単にそれぞれ gS′, Sg′と書く．
群Gとその部分群H，a ∈ Gに対し，

ℓa : H → aH, ℓa(h) = ah, (C.5a)

ra : H → Ha, ra(h) = ha (C.5b)

をそれぞれH の aによる左移動，右移動という．左移動，右移動は全単射である．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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左移動のみを示す．全射性は，定義より明らかに，

ℓa(H) = {ah | h ∈ H} = aH.

単射性は，任意の h, h′ ∈ H に対して

ℓa(h) = ℓa(h
′) =⇒ h = a−1(ah) = a−1(ah′) = h′.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

これらより，以下が成り立つことがわかる．

|aH| = |Ha| = |H|. (C.6)

また，特に以下が成り立つ．

aG = Ga = G. (C.7)

これを組みかえ定理という．
有限群に対し，その任意の 2つの元の積を並べた表を群表または積表という．組みかえ定理よ

り，任意の有限群Gの群表の各行と各列には，Gの元が必ず 1度，そしてただ 1度だけ現れる．

C.2 対称群と交代群

有限群においては，写像の成す群である対称群が重要になる．様々な対称性を表す有限群には，
必ずそれと同型な対称群またはその部分群が存在する．
集合X 上の全単射全体の集合は，合成写像を演算として群を成す．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

群が閉じていることは，2つの全単射の合成写像がまた全単射となることによる．結合法則は，合
成写像の結合法則による．単位元は恒等写像である．逆元の存在は，任意の元が全単射であるこ
とによる．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

これをX上の対称群 (symmetric group)といい，S(X)と書く．また，S(X)の元を置換 (permu-

tation)といい，S(X)の部分群をX の置換群という．
n個の元を持つ有限集合Xに対する対称群の性質は，同型なものを除くと明らかに nのみに依

存する．それ故，それらをn次の対称群 (symmetric group)といい，Snと書く．このとき，特に
X = {1, 2, · · · , n}とすると，任意の π ∈ Snはその定義域と値をすべて書き下すことで，

π =

(
1 2 · · · n

p1 p2 · · · pn

)
(C.8)
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のように表せる．ただし，pi = π(i)であり，列の並べ方は上下の対応を保てば必ずしもこの順で
ある必要はないことに注意．すると，Snの 2つの元の積は以下のように計算できる．(

1 2 · · · n

p1 p2 · · · pn

)(
1 2 · · · n

q1 q2 · · · qn

)
=

(
q1 q2 · · · qn

pq1 pq2 · · · pqn

)(
1 2 · · · n

q1 q2 · · · qn

)
=

(
1 2 · · · n

pq1 pq2 · · · pqn

)
. (C.9)

また，Snの単位元，πの逆元はそれぞれ以下のように書け，それぞれ単位置換，逆置換という．(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
,

(
1 2 · · · n

p1 p2 · · · pn

)−1

=

(
p1 p2 · · · pn

1 2 · · · n

)
. (C.10)

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

単位置換は明らか．逆置換は，(
p1 p2 · · · pn

1 2 · · · n

)(
1 2 · · · n

p1 p2 · · · pn

)
=

(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
,(

1 2 · · · n

p1 p2 · · · pn

)(
p1 p2 · · · pn

1 2 · · · n

)
=

(
p1 p2 · · · pn

p1 p2 · · · pn

)
=

(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

Snの元の値は 1から nまでの数の順列なので，明らかに |Sn| = n!である．また，任意の位数 n

の有限群G = {g1, g2, · · · , gn}に対して，組みかえ定理より，写像

f(g) = ℓg =

(
g1 g2 · · · gn

gg1 gg2 · · · ggn

)
(C.11)

はGから Snへの単射となっている．すると，

f(a)f(b) =

(
g1 g2 · · · gn

ag1 ag2 · · · agn

)(
g1 g2 · · · gn

bg1 bg2 · · · bgn

)
=

(
bg1 bg2 · · · bgn

abg1 abg2 · · · abgn

)(
g1 g2 · · · gn

bg1 bg2 · · · bgn

)
=

(
g1 g2 · · · gn

abg1 abg2 · · · abgn

)
= f(ab) (C.12)

より f は同型写像となる，すなわち，任意の有限群に対してそれと同型な置換群が存在する．こ
れをケーリーの定理という．
以下の形の π ∈ Snを特に巡回置換 (cyclic permutation)といい，(p1, p2, · · · , pm)と書く．

p1 7→ p2 7→ · · · 7→ pm 7→ p1. (pi ∈ {1, 2, · · · , n}, m ≤ n.) (C.13)

共通の文字を含まない 2つの巡回置換は明らかに可換である．また，任意の置換は共通の文字を
含まない巡回置換の積に分解できる (紙に 1から nまでの数字を 1つずつ書いて，各元の置換を
矢印で辿れば必ず元の数字に戻る)．
長さが 2の巡回置換を特に互換 (transposition)という．任意の置換は互換の積に分解できるが，

そのときの互換の数は一意ではない．しかし，それが奇数か偶数かは一意に決まっている．
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Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

長さが nの置換

π =

(
1 2 · · · n

p1 p2 · · · pn

)
に対して n変数関数 f(x1, x2, · · · , xn)を考えると，一般には

π−1f(x1, x2, · · · , xn) = f(xp1 , xp2 , · · · , xpn)

となる (πは xの添え字を直接変えるのではなく，xが表す対象につけられた番号を置換する．そ
れ故，pi番目の対象を i番目に持ってくれば，xiが指していた値は xpi となる)．そこで，以下の
ような式を考えてみる．

f(x1, x2, · · · , xn) =
∏

1≤i<j≤n
(xi − xj) = (x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xn)

· (x2 − x3) · · · (x2 − xn)

· · · · (xn−1 − xn).

すると，置換 π ∈ Snが偶数個の互換の積 πeと奇数個の互換の積 πoへ同時に分解されるならば，

π−1f(x1, x2, · · · , xn) = π−1
e f(x1, x2, · · · , xn) = +f(x1, x2, · · · , xn)

= π−1
o f(x1, x2, · · · , xn) = −f(x1, x2, · · · , xn)

⇐⇒ f(x1, x2, · · · , xn) = 0

となるが，これは f(x1, x2, · · · , xn)が一般に値を持つことと矛盾する．よって，置換 π ∈ Snを
互換の積で分解したときの互換の数が奇数か偶数であるかは一意に決まっている．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

偶数個の互換の積で表される置換を偶置換，奇数個の互換の積で表される置換を奇置換という．
n次の偶置換全体の集合Anは Snの部分群である．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eを Snの単位元とすると，任意の (i, j)に対して (i, j)(j, i) = eなので e ∈ AnでありAn ̸= ϕ．
また，2つの偶置換の積と偶置換の積は明らかにAnの元である．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

これを n次の交代群という．SnはAnにより明らかに以下のように分解される．

Sn = An ∪ (1, 2)An. (C.14)

これより，奇置換の個数と偶置換の個数は等しく，それぞれ n!/2であることがわかる．
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表 C.1: 正多面体の種類と性質．
名称 (面の数) 面の形 頂点の数 辺の数 1つの頂点に集まる面の数

正 4面体 正 3角形 4 6 3

正 6面体 正 4角形 8 12 3

正 8面体 正 3角形 6 12 4

正 12面体 正 5角形 20 30 3

正 20面体 正 3角形 12 30 5

C.3 正多面体回転群

すべての面が同じ正多角形でできていて，各頂点に集まる面の数が等しく，かつ凹んでいない
多面体を正多面体 (regular polyhedron)またはプラトンの立体 (Platonic body, Platonic solid)と
いう∗)．正多面体は，正 4面体 (tetrahedron)，正 6面体 (cube)，正 8面体 (octahedron)，正 12

面体 (dodecahedron)，正 20面体 (icosahedron)の 5つしか存在しないことが示せる．正多面体の
種類と性質を表 C.1に，形を図 C.1にそれぞれ示す．
正 8面体の 8つの面の中心を結ぶと正 6面体が得られ，正 6面体の 6つの面の中心を結ぶと正

8面体が得られる．このように，何らかの操作によって正多面体同士が入れ換わるとき，それら
は互いに双対であるという．正 6面体と正 8面体，正 12面体と正 20面体はそれぞれ双対である．
また，正 4面体は自分自身と双対であり，これを特に自己双対という．
双対な正多面体の対称性は明らかに等しいので，以後，正 4面体，正 8面体，正 20面体のみに

ついて考える (これらの正多面体の面はすべて正 3角形であることに注意)．また，正多角形も正
多面体の特別な場合として扱っていく．それらを特に正 2面体 (dihedron)という．
正多面体を不変に保つ回転操作全体の成す群を正多面体回転群という．特に，正 4面体，正 8

面体，正 20面体に対する回転群をそれぞれ正 4面体回転群，正 8面体回転群，正 20面体回転群
といい，それぞれ T , O, Y と書く．また，正 n角形を不変に保つ回転操作全体の成す群をn次の
正 2面体回転群といい，Dnと書く．正多面体回転群の元を数えてみる．まず，Dnについては，

• 正多角形の中心を通る垂線の周りの 2π/n, 4π/n, · · · 回転．計 n− 1個．

• nが奇数のとき，正多角形の各頂点と対する辺の中点を通る軸×nの周りの π回転．計 n個．

• nが偶数のとき，正多角形の各辺と対する辺の中点を通る軸×n/2，各頂点と対する頂点を
通る軸×n/2それぞれの周りの π回転．計 n個．

• 恒等変換．計 1個．

より |Dn| = 2n．次に，T については，

• 各頂点と対する面の中心を通る軸× 4の周りの 2π/3, 4π/3回転．計 8個．

• 各辺の中点と対する辺の中点を通る軸× 3の周りの π回転．計 3個．

• 恒等変換．計 1個．

∗)へこんでいない多面体を凸多面体という．
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図 C.1: 正多面体の形．

より |T | = 12．また，これらはすべて正 4面体の 4つの頂点を入れ替える偶置換なので，T ≃ A4．
そして，Oについては，

• 各頂点と対する頂点を通る軸× 3の周りの π/2, π, 3π/2回転．計 9個．

• 各面の中心と対する面の中心を通る軸× 4の周りの 2π/3, 4π/3回転．計 8個．

• 各辺の中点と対する辺の中点を通る軸× 6の周りの π回転．計 6個．

• 恒等変換．計 1個．

より |O| = 24．また，これらはすべて正 8面体と双対な立方体の 4本の対角線を入れ替える置換
なので，O ≃ S4．それから，Y については，

• 各頂点と対する頂点を通る軸× 6の周りの 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5回転．計 24個．

• 各面の中心と対する面の中心を通る軸× 10の周りの 2π/3, 4π/3回転．計 20個．

• 各辺の中点と対する辺の中点を通る軸× 15の周りの π回転．計 15個．

• 恒等変換．計 1個．

より |Y | = 60．また，Y ≃ A5である．
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付録D リー群とリー代数

正方行列のうち，その行列式が 0でないものの全体は群を成し，そのような群とその部分群は
リー群と呼ばれる．また，リー群の性質はリー群より定義されるリー代数を用いて理解できる．こ
の付録では，リー群とリー代数の基本的な知識，特に，SU(2)とその代数について述べる．

D.1 リー群とリー代数

N 次の実 (複素)正方行列のうち，その行列式が 0でないもの全体の集合をN 次実 (複素)一般
線形変換群 (general linear transformation group)といい，GL(N)と書く．GL(N)は行列の積を
演算として群を成す．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

まず，結合法則は明らか．次に，A,B ∈ GL(N)ならば，detA,detB ̸= 0より，

detAB = detA · detB ̸= 0

となるので，AB ∈ GL(N)．そして，

det1N = 1 ̸= 0

なので，1N ∈ GL(N)であり，これは明らかにGL(N)の単位元である．それから，A ∈ GL(N)

ならば，detA ̸= 0よりその逆行列A−1が存在して，

detA−1 = (detA)−1 ̸= 0

となるので，A−1 ∈ GL(N)であり，これは明らかにAの逆元である．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

GL(N)とその部分群をリー群 (Lie group)という．リー群の種類とそれらの群元について表D.1

にまとめておく．
リー群Gが与えられたとき，任意の実パラメーター tに対して

etX ∈ G (D.1)

を満たす X 全体の集合を Gのリー代数 (Lie algebra)といい，Gの名前を小文字に変えて表す
(su(N)など)∗)．ここで，リー群Gのリー代数を G とすると，任意の行列X, Y，スカラー λ, µ

に対して，

etX , etY ∈ G =⇒ e(λt)Xe(µt)Y = et(λX+µY ) ∈ G

∗)フラクトゥールを用いて su(N)などとする場合もある．
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表 D.1: リー群の種類と群元．
群 呼び方 群元 g

GL(N,C) 複素一般線形変換群 複素正則行列
GL(N,R) 実一般線形変換群 実正則行列
SL(N,C) 複素特殊線形変換群 det g = 1の複素正則行列
SL(N,R) 実特殊線形変換群 det g = 1の実正則行列

U(N) ユニタリー群 ユニタリー行列
SU(N) 特殊ユニタリー群 det g = 1のユニタリー行列
O(N) 直交群 直交行列

SO(N) 回転群 det g = 1の直交行列
Sp(N,C) シンプレクティック群 シンプレクティック行列

∴ X,Y ∈ G =⇒ λX + µY ∈ G,

すなわち，リー代数はベクトル空間を成している．これより，リー代数はいくつかの生成元 (gen-

erator)によって張られることがわかる．

D.2 SL(N)

GL(N)の元のうち，行列式が 1のもの全体の集合を N 次実 (複素)特殊線形変換群 (special

linear transformation group)といい，SL(N)と書く．SL(N)はリー群である．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

まず，A,B ∈ SL(N)ならば，

detAB = detA · detB = 1 · 1 = 1

となるので，AB ∈ SL(N)．次に，

det1N = 1

なので，1N ∈ SL(N)．それから，A ∈ SL(N)ならば，

detA−1 = (detA)−1 = 1−1 = 1

となるので，A−1 ∈ SL(N)．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

SL(N)のリー代数 sl(N)について考えてみる．まず，sl(N)の元は明らかにN 次の正方行列でな
ければならない．次に，任意の X = (xij) ∈ sl(N)に対して t ≪ 1とし，det etX を計算してみ
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ると，

det etX ≃ det(1N + tX) = det


1 + tx11 tx12 · · · tx1N

tx21 1 + tx22 · · · tx2N
...

...
. . .

...

txN1 txN2 · · · 1 + txNN


≃ 1 + t(x11 + x22 + · · ·+ xNN ) = 1 ∴ x11 + x22 + · · ·+ xNN = TrX = 0,

すなわち，sl(N)の元はトレースが 0のN 次正方行列でなければならない．

D.3 U(N)と SU(N)

N 次のユニタリー行列，すなわち，

U † = U−1 (D.2)

を満たす N 次正則行列 U 全体の集合をN 次ユニタリー群 (unitary group)といい，U(N)と書
く．また，U(N)のうち，行列式が 1の元全体の集合をN 次特殊ユニタリー群 (special unitary

group)といい，SU(N)と書く．U(N), SU(N)はリー群である．

Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

まず，U, V ∈ U(N)ならば，U † = U−1, V † = V −1より，

(UV )† = V †U † = V −1U−1 = (UV )−1

となるので，UV ∈ U(N)．次に，1N はユニタリーなので，1N ∈ U(N)．それから，U ∈ U(N)

ならば，U † = U−1より，

(U−1)† = (U †)−1 = (U−1)−1

となるので，U−1 ∈ U(N)．SU(N)は，これと SL(N)の証明より明らか．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Q.E.D.

U(N)のリー代数，すなわち u(N)について考えてみる．まず，u(N)の元がN 次正則行列でなけ
ればならないのは明らかである．次に，任意のX ∈ su(N)に対して

(etX)† =

{
1N + tX +

(tX)2

2
+

(tX)3

3!
+ · · ·

}†
=

{
1N + tX† +

(tX†)2

2
+

(tX†)3

3!
+ · · ·

}
= etX

†
= (etX)−1 = e−tX ∴ X† = −X,

すなわち，u(N)の元はN 次の反エルミート行列でなければならない．特に，SU(N)のリー代数
su(N)は，トレースが 0のN 次反エルミート行列でなければならない．
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D.4 SU(2)と su(2)のパラメーター表示

SU(2)はYang-Mills理論におけるゲージ変換として用いられる，本論で最も重要となるリー群
である．これについて詳しく見ておく．
まず，SU(2)の元の具体的な形を求めてみる．それには，以下のような 2次の複素正方行列の

一般的な形を仮定し，SU(2)の元となるための条件を課していけばよい．

U =

(
a+ ib c+ id

e+ if g + ih

)
.

a, b, c, d, e, f , g, hは任意の実数である．これに U † = U−1, detU = 1を課すと，

U † = U−1 ⇐⇒

(
a− ib e− if

c− id g − ih

)
=

(
g + ih −c− id

−e− if a+ ib

)

より e = −c, f = d, g = a, h = −bであることがわかり，SU(2)の任意の元は

U =

(
a4 + ia3 a2 + ia1

−a2 + ia1 a4 − ia3

)
= aµeµ (D.3)

のように書けることがわかる．ただし，eµは四元数の 2次複素行列表現における基底行列であり，
aµは aµaµ = 1を満たす任意の実数である．これより，SU(2)の元は 3つのパラメーターを持ち，
それらは 4次元空間における 3次元球面を表していると見なせる．
su(2)の元の具体的な形も求めてみる．先と同様に，以下のように置いてみる．

A =

(
a+ ib c+ id

e+ if g + ih

)
.

これに反エルミート行列であるための条件を課すと，

A† = −A ⇐⇒

(
a− ib e− if

c− id g − ih

)
=

(
−a− ib −c− id

−e− if −g − ih

)

より，a = 0, g = 0, e = −c, f = dとなることがわかり，さらに，トレースが 0となるための条
件を課すと，h = −bとなることもわかる．故に，su(2)の任意の元は

A =

(
ia3 a2 + ia1

−a2 + ia1 −ia3

)
= iaiσi (D.4)

と書けることがわかる．ただし，σiはパウリ行列であり，aiは任意の実数である．これより，明
らかに su(2)の生成元はパウリ行列である．また，以下が成り立つことに注意．

eiaiσi = 12 cos a+ iâiσi sin a. (D.5)

ただし，a := |ai|, âi := ai/aである．
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付録E 数値計算の手法

解析的に行うことが困難な手法であっても，数値計算を用いることで解を求められる場合があ
る．微分，積分，正規直交化，同次方程式の解法，線形微分方程式の解法などは解析的な計算に
おいては日常的な手順である．数値計算においては，それら 1つ 1つがそれなりの行数のコード
を持つ，伝統的で洗練された手法である．この付録では，そのような数値計算の手法について詳
しく解説する．また，この付録での解説は主に C言語を想定している．

E.1 多次元配列

空間格子のような多次元配列を組む際，C言語などのプログラム言語ではポインタを多用して
定義する．例えば，Mx×My×Mzの空間格子を定義するには，空間格子の (ix, iy, iz)番目の点を，

i = izMyx + iyMx + ix (E.1)

番目の点に対応させればよい．ただし，Myx :=MyMxである∗)．このとき，ループ内での ix, iy,

iz の範囲をそれぞれ 0 ≤ ix, iy, iz < Mx,My,Mz とすれば，(ix, iy, iz)と iは 1対 1に対応する．
特に，(ix, iy, iz) = (0, 0, 0)は i = 0に，(ix, iy, iz) = (Mx − 1,My − 1,Mz − 1)は

i = (Mz − 1)Myx + (My − 1)Mx +Mx − 1

=Mzyx −Myx +Myx −Mx +Mx − 1 =Mzyx − 1 (E.2)

に対応する．ただし，Mzyx :=MxMyMz である．また，逆に，i = izMyx + iyMx + ixに対して
(ix, iy, iz)の各要素は以下のように順に求まる∗∗)．

ix = i mod Mx,

iy = (i− ix)/Mx mod My,

iz = {(i− ix)/Mx − iy}/My.

(E.3)

このとき，全空間でのループ計算を行うには，簡単には i = izMyx + iyMx + ix を i = 0から
i < Mzyx まで動かせばよい．また，ループ内で ix, iy, iz の添え字を使う場合は，ix, iy, iz に
よる 3重のループを組み，その外で iを初期化しておきループ内で iをインクリメントさせれば
よい．そのとき，ループは位が低いものが最も内側に来なければならないことに注意．例えば，
i = izMyx + iyMx + ixの場合は ixのループを最も内側にする．

∗)i = (izMy + iy)Mx + ix としてもよいが，Myx = MyMx を予め計算しておけばどちらも足し算と掛け算が 2回
ずつで計算の手数は同じ．
∗∗)C言語では modには %を用いる．
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E.2 数値微分

数値計算において，関数の微分は差分に置き換えられる．格子間隔∆xの格子上で定義された
関数 f(xi) = fiを考える．このとき，点 xiの周りでの fiのテーラー展開は

fi±1 = f(xi ±∆x) = fi ±
(
df

dx

)
i

∆x+
1

2!

(
d2f

dx2

)
i

∆x2 ± · · ·

となり，それぞれの複号の差と和をとることで以下が得られる．(
df

dx

)
i

=
fi±1 − fi
±∆x

+O(∆x), (E.4)(
df

dx

)
i

=
fi+1 − fi−1

2∆x
+O(∆x2), (E.5)(

d2f

dx2

)
i

=
fi+1 − 2fi + fi−1

∆x2
+O(∆x2). (E.6)

これらをそれぞれ 1次の 1階前進 (後退)差分，2次の 1階中央差分，2次の 2階中央差分という．
また，差分を用いて微分を近似する方法を有限差分法 (finite difference method)という．有限差
分法では，xiにおける微分を求めるのに用いる点は必ずしも xiのみであるとは限らない．特に，
中央差分では xi±1での値を用いるため，ある格子上で定義された関数の微分を得るには，もとの
関数はそれより 1周り大きな格子上で定義されていなければならないことに注意．境界での値が
定義できない場合は，前進差分や後退差分を用いなければならない．それには，簡単には，1次
の前進，後退差分を用いればよいが，これらは精度が低いので，より精度の高い以下の 2次の前
進 (後退)差分も用いられる．(

df

dx

)
i

=
−3fi + 4fi±1 − fi±2

±2∆x
+O(∆x2). (E.7)

また，数値計算において問題が生じた際，数値計算の精度が原因であるかを確かめるために以下
の 4次の 1階中央差分なども用いられる．(

df

dx

)
i

=
fi−2 − fi+2 − 8(fi−1 − fi+1)

12∆x
+O(∆x4). (E.8)

f が多変数関数の場合には，偏微分と同様に注目する添え字以外の添え字を固定して差分を行
えばよい．特に，3次元格子 (xi, yj , zk)上で定義された関数 φ(xi, yj , zk)の差分は，x, y, z方向の
格子間隔をそれぞれ∆x, ∆y, ∆zとすれば，(

∂2φ

∂x2

)
i,j,k

=
φi+1,j,k + φi−1,j,k − 2φi,j,k

∆x2
+O(∆x2),(

∂2φ

∂y2

)
i,j,k

=
φi,j+1,k + φi,j−1,k − 2φi,j,k

∆y2
+O(∆y2),(

∂2φ

∂z2

)
i,j,k

=
φi,j,k+1 + φi,j,k−1 − 2φi,j,k

∆z2
+O(∆z2)

(E.9)

のようになり，これらの和が φ(xi, yj , zk)のラプラシアンとなる．また，φ(xi, yj , zk)のある 1点
におけるラプラシアンを計算するには計 7点 (7-point stencil)が必要となることに注意．
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差分の例として，Mx ×My ×Mz の格子上で定義された配列 f [i]をそれぞれの方向に微分し，
結果を f [i]の格子より 1周り小さい格子で定義された配列 fx[j], fy[j], fz[j]にそれぞれ代入する
C言語のコードを以下に示す．

i=MyMx+Mx+1; j=0; // MyMx=My*Mx;

for(iz=1;iz<Mzm1;iz++){

for(iy=1;iy<Mym1;iy++){

for(ix=1;ix<Mxm1;ix++){ // Mxm1=Mx-1; etc.

fx[j]=(f[i+ 1]-f[i- 1])*perdxh; // perdxh=0.5/dx; etc.

fy[j]=(f[i+ Mx]-f[i- Mx])*perdyh;

fz[j]=(f[i+MyMx]-f[i-MyMx])*perdzh;

i++; j++;

} i+=2;

} i+=Mx2; // Mx2=2*Mx;

}

ただし，空間格子上の点 (ix, iy, iz)が i = izMyx + iyMx + ixに対応する．

E.3 数値積分

関数の積分を数値的に求めるには，簡単には台形公式を用いればよい．しかし，似たような和
である Simpsonの公式を用いた方がより正確な値となる．格子間隔∆xの格子上で定義された関
数 f(xi) = fiに対して以下が成り立つ．∫ x3

x1

f(x) dx =

(
1

3
f1 +

4

3
f2 +

1

3
f3

)
∆x+O(∆x5f (4)). (E.10)

ただし，f (4) は区間内のどこかで求めた f の 4階微分である．これを Simpsonの公式または
Simpson則という．積分公式は，係数や必要な点の数によっていくつか種類があるが，Simpson

の公式は 3点のみを用いて十分な精度が得られる安定した手法である．このとき，各係数の和が
区間数と等しいことに注意．式 (E.10)はよく知られた式であるが，Simpsonの公式にはもう 1つ
以下のようなものもある．∫ x4

x1

f(x) dx =

(
3

8
f1 +

9

8
f2 +

9

8
f3 +

3

8
f4

)
∆x+O(∆x5f (4)). (E.11)

これを Simpsonの 3/8則という．
格子間隔∆xの格子上で定義された関数 f(xi) = fiに対し，そのすべての格子点で Simpsonの

公式を用いれば，以下が得られる．∫ xN

x1

f(x) dx =

(
1

3
f1 +

4

3
f2 +

2

3
f3 + · · ·+ 2

3
fN−2 +

4

3
fN−1 +

1

3
fN

)
∆x+O

(
1

N4

)
. (E.12)

ただし，N は格子点数であり，Simpsonの公式より奇数 (区間数は偶数)でなければならないこと
に注意．これを拡張 Simpson則という．また，最初と最後の 4点に 3/8則，残りに Simpson則
を適用したものに式 (E.12)に足して平均をとれば，以下も得られる (図 E.1)．
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図 E.1: もう 1つの拡張 Simpson則の導出．

∫ xN

x1

f(x) dx =

(
17

48
f1 +

59

48
f2 +

43

48
f3 +

49

48
f4 + f5 + f6 + · · ·+ fN−5 + fN−4

+
49

48
fN−3 +

43

48
fN−2 +

59

48
fN−1 +

17

48
fN

)
∆x+O

(
1

N4

)
. (E.13)

ただし，格子点数N は，3/8則を用いた部分は式 (E.12)と比較して 4/3と 2/3の項がずれて周期
的でなくなるため，奇数である必要はないが，代わりにN ≥ 8でなければならないことに注意．
これをもう 1つの拡張 Simpson則 (alternative extended Simpson’s rule)という．
拡張 Simpson則の C言語によるコードの例を以下に示す．

double simp(int N1,int N2,double h,double *f)

{

int n; double s=0.0;

for(n=N1+1;n<=N2-1;n+=2) s+=f[n]; // 4/3の項
s+=s;

for(n=N1+2;n<=N2-2;n+=2) s+=f[n]; // 2/3の項
return (s+s+f[N1]+f[N2])*h*0.3333333333333333; // 1/3の項

}

式 (E.12)の各項の係数をそれぞれ掛けながら和をとると効率が悪いので，それぞれの係数ごとに
和をとってから掛けて足し合わせていることに注意．また，もう 1つの拡張 Simpson則のC言語
によるコードの例を以下に示す．

double asimp(int N1,int N2,double h,double *f)

{

double s= (f[N1++]+f[N2--])*0.3541666666666667 // 17/48

+(f[N1++]+f[N2--])*1.229166666666667 // 59/48

+(f[N1++]+f[N2--])*0.8958333333333333 // 43/48

+(f[N1++]+f[N2--])*1.020833333333333; // 49/48

for(;N1<=N2;N1++) s+=f[N1];

return s*h;

}
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多重積分については，拡張 Simpson則を各添え字の方向へ次々に適用すればよい．このとき，
配列が 1次元化してあれば，配列の次元に合わせて Simpson則の関数を複数用意する必要はなく，
1次元配列用の Simpson則の関数で積分する領域を適当に選べばよい．また，最も低い位から順
に積分する場合は，すべてのループにインクリメントを用いればよい．M ×M ×M の格子上で
定義されたスカラー場 ϕを体積積分するプログラムの例を以下に示す．

for(i=0;i<MM;i++) ttphi[i]=asimp(M*i,M*i+Mmax,dx, phi); // x方向
for(i=0;i<M ;i++) tphi[i]=asimp(M*i,M*i+Mmax,dx,ttphi); // y方向
printf("intphi=%8.16f\n",asimp(0,Mmax,dx,tphi)); // z方向

ただし，ttemp, tempはそれぞれMM , M 個の要素を持つ 1次元配列であり，MM=M*M, Mmax=M-1

である (最も低い位から順に積分することに注意)．

E.4 同次方程式の解法

未知数 nの同次連立方程式Ax = 0を解くには，Aに対してガウスの消去法を行えばよい．する
と，Aの階数がわかり，解の自由度 s = n− rankAもわかる．そのとき，s = 0ならば，Ax = 0

は自明な解 x = 0しか持たない．一方，s > 0ならば，Ax = 0は s次元の解空間を作る．このと
き，その基底を x1, x2, · · · , xsとすると，xは，

x = c1x1 + c2x2 + · · ·+ csxs (E.14)

と書ける．ただし，c1, c2, · · · , csは任意定数である．解空間の基底は，ガウスの消去法を行った
後の行列から見出すことができる．
ガウスの消去法は，それ自体が既にアルゴリズムとなっているので，基本的には線形代数の教

科書に載っている手順をそのままプログラムにすればよい．ただし，その途中に出てくる割り算
には注意しなければならない．数値計算では有限の桁数しか扱えないので，0に近い値で割り算
を行うと誤差が大きくなる．ところが，連立方程式は行を入れ替えても解が変わらないので，適
当に大きな係数を持つ行をその都度選んで計算すればよい (解の成分の順序をその都度直すよう
にすれば，列も入れ替えることができる)．この操作を枢軸選択またはピボット選択 (pivot，軸，
要)という．枢軸選択では，絶対値が最大の係数を持つ行を選ぶと良いことが知られている．

E.5 常微分方程式の解法

格子上で定義された関数 f(xi) = yiに対する 1階線形微分方程式

dyi
dx

= f ′(xi, yi) (E.15)

において，以下が成り立つ．

yn+1 = yn +
k1
6

+
k2
3

+
k3
3

+
k4
6

+O(h5). (E.16)
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ただし，hは格子間隔であり，k1, k2, k3, k4はそれぞれ以下のように書ける．
k1 = hf ′(xn, yn),

k2 = hf ′(xn + h/2, yn + k1/2),

k3 = hf ′(xn + h/2, yn + k2/2),

k4 = hf ′(xn + h, yn + k3).

(E.17)

これを用いると，ある点 xnにおける f の値 ynが与えられればそれ以降の点の値は帰納的に求ま
る．このようにして微分方程式を解く方法を 4次のRunge-Kutta法という．連立微分方程式の
場合は，k1, k2, k3, k4を未知関数ごとに用意すればよいまた，格子間隔の符号を反転させれば逆
向きに解くこともできる．
Runge-Kutta法を用いるには，初期条件と導関数が必要である．導関数については，与えられ

た微分方程式を式 (E.15)の形に変形すればよい (2階の場合は連立方程式に置き換えればよい)．
また，初期条件については，それが予め与えられていればその点を出発点としてRunge-Kutta法
を行えばよい．与えられていない場合は，例えば，解を適当な点の周りでフロベニウス級数展開
したものを考え，それを方程式に代入して各次数ごとの係数を 0と置くことで展開係数を求めて
いく．そのとき，展開係数が有限個の (低次の)係数で表せれば，それらをパラメーターとして
Runge-Kutta法を繰り返し行い，境界条件を満たす解を見つければよい．このようにして境界条
件を満たす解を探す方法を狙い撃ち法またはシューティング法 (shooting method)という．
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