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まえがきまえがき

これは平成 26年 (2014年)10月 14日から 16日にかけて実施した茨城大学大学院で

の集中講義用のノートである。このノートでは、1985年以来のヘテロティック弦理論に

おける Calabi-Yau空間を用いたコンパクト化という、超弦理論ではもはや古典的とも

いうべきコンパクト化の議論を行う。超弦理論における時空のコンパクト化では超対称

変換と幾何学に深い関係があるため、超対称性とKilling方程式、特殊ホロノミー群多

様体なども合わせて紹介する。ここまでは標準的な教科書でも紹介しているテーマだ

が、さらに最終章では 2014年現在の発展を紹介する。フラックスコンパクト化から始

まり、nongeometric string background の導入、この具現化である generalized geometry

や doubled formalism、そしてエキゾチックブレーンやそれらに伴う低次元超重力理論

の変形について触れる。これらを通じて超弦理論のコンパクト化を考え直すと、アイン

シュタインが導入した一般座標変換不変性と同様に、超弦理論の双対性も時空構造に寄

与するべきであるという考えに到達するだろう。

このノートの作成にあたり、これまで筆者が大学院生となった 1999年から積み重ねて

きた超重力理論の勉強ノートを整理し、また新しい点を追加した。なるべく記号や定義

などが一貫する様に注意して書き直しているが、不完全な部分が残っているかもしれな

い。参考とした文献はこのノートの末尾に掲載する。出版物でなくとも、有用だと思わ

れる研究者の方々や筆者自身の公開ノートのリンク先を掲載した。ただし全てを網羅す

ることは不可能であるため、筆者が触れたことのある文献の引用に留める。そのため参

考文献はかなりの偏りがあり、また不完全であることを、特に関係者の方々にはご容赦

願いたい。
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1 超対称変換

1 超対称変換1 超対称変換

このノートでは、平坦な 4次元Minkowski時空の計量の符号を

ηab = diag.(−,+,+,+) , (1.1)

とする (mostly plus signature)。しばらくは [1,2] を参考に進める。超対称性についての

教科書としては他に [3, 4] を挙げる。議論が進めば内容が込み入ってくるので、その都

度参考文献などを列挙する。

1.1 超対称性1.1 超対称性

超対称性とは、次の変換の下で理論 (作用積分)が不変であることをいう:

| boson ⟩ ←→ | fermion ⟩ (1.2)

この変換の下で理論が不変であるためには、ボソン (boson)とフェルミオン (fermion)の

(力学的)自由度が常に釣り合っている必要がある。ボソンは可換なスカラー場・ベクト

ル場・テンソル場で記述され、フェルミオンは反可換なスピノール場で記述される 1。

1.2 準備1.2 準備

スピノールは時空次元に依存する量である。任意の時空次元での定義は第 3.1節 (及

び付録 B)で議論するとして、ここでは 4次元時空でのスピノールを議論する。まずは

Dirac のガンマ行列が従う Clifford 代数を用意する:

{γa, γb} = 2ηab . (1.3)

ここで時空の添字を a, b などで表現した 2。この定義により、γ 0̂ のみが反エルミートで

残りはエルミート (hermitian)であることが分かる。これを一言で表示する方法がある:

(γa)† = γa = −γ 0̂γa(γ 0̂)−1 . (1.4)

以上のルールさえ守っていれば、ガンマ行列はどのような表示でも構わない。

1ゴーストなど負ノルムを運ぶ場についてはこの限りではないが、この講義では触れない。
2後ほど曲がった時空上の場の理論を考えるときには別の添字が登場するので注意。付録 A.1参照。

- 6 -

Soryushiron Kenkyu



1.3 Wess-Zumino模型

カイラリティ(chirality)演算子 γ5 とその性質を次で定義する:

γ5 ≡ −i γ 0̂γ 1̂γ 2̂γ 3̂ , (γ5)
2 = +1 , (γ5)

† = γ5 . (1.5)

荷電共役行列 C とその性質を次で定義する:

C† = C−1 = CT ≡ −C , (1.6a)

C(γa)C−1 = −(γa)T , C(γa1···an)C−1 = (−1)[
n+1
2

](γa1···an)T . (1.6b)

この行列 C も、この定義さえ満たせばどのような表示でも構わない。

スピノール場の理論を構成するときに必要なDirac共役と荷電共役を定義する:

ψ ≡ iψ†γ 0̂ , (1.7a)

ψc ≡ CψT . (1.7b)

ここで ψ は Dirac スピノールであるとした。

ガンマ行列には有益な恒等式がいくつかある。ここでは Fierz 恒等式を紹介する。任

意の Dirac スピノール λ, χ, ψ, φ と任意の 4× 4 行列 M , N について、次が成り立つ:

(λMχ)(ψNφ) = −1

4

∑
A

(λMOANφ)(ψOAχ) , (1.8a)

OA =
{
1, γa, γ5, iγ5γa,

i√
2
γab

}
. (1.8b)

1.3 Wess-Zumino模型1.3 Wess-Zumino模型

超対称理論として最も単純な相互作用系であるWess-Zumino模型を紹介する。この模

型ではボソンとフェルミオンとして次の場が登場する:

実スカラー場 A(x), F (x)

実擬スカラー場 B(x), G(x)

Majorana スピノール場 ψ(x)

表 1 : Wess-Zumino模型における物質場

ここで擬スカラー場とは、パリティ変換 (parity,空間座標の符号反転) xi → −xi で符号
が反転するスカラー場であり、Majorana スピノール場とは Diracスピノール場の荷電

共役が自分自身になっているものである:

ψ ≡ ψc = CψT , ψ = ψTC . (1.9)
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1 超対称変換

これらの場が相互作用する最も単純な Lagrangian は次の様に与えられる:

L = L0 + Lm + Lg , (1.10a)

L0 ≡ −
1

2
(∂aA)

2 − 1

2
(∂aB)2 − 1

2
ψ/∂ψ +

1

2
F 2 +

1

2
G2 , (1.10b)

Lm ≡ −
m

2

{
ψψ − 2AF + 2BG

}
, (1.10c)

Lg ≡ −
g

2

{
− ψ(A+ iγ5B)ψ + (A2 −B2)F − 2ABG

}
. (1.10d)

ここで /∂ ≡ γa∂a である。パラメータ m, g はそれぞれ質量パラメータ、結合定数とみな

される。A, B, ψ には運動項が存在するが、F , G にはそれに該当する項がない。この

ため F , G は補助場と呼ばれる。この補助場について運動方程式を評価しよう:

0 =
∂L

∂F
= F +mA− g

2
(A2 −B2) , (1.11a)

0 =
∂L

∂G
= G−mB + gAB . (1.11b)

これにより F , G は他の場で与えられる。これを (1.10) に代入してみよう:

L = −1

2
(∂aA)

2 − 1

2
(∂aB)2 − 1

2
ψ/∂ψ − m2

2
A2 − m2

2
B2 − m

2
ψψ

+
mg

2
A(A2 +B2) +

g

2
ψ(A+ iγ5B)ψ − g2

8
(A2 +B2)2 . (1.12)

これにより運動項を持つ力学場 A, B, ψ が全て同じ質量 |m| を持つことが分かった。

Lagrangian (1.10) は、次の様なボソンとフェルミオンの間の変換の下で不変になる:

δA = εψ = (δA)† , δB = −i εγ5ψ = (δB)† , (1.13a)

δF = ε/∂ψ = (δF )† , δG = i εγ5/∂ψ = (δG)† , (1.13b)

δψ = /∂(A− iγ5B)ε+ (F + iγ5G)ε , (1.13c)

δψ = δψTC = −ε ∂a(A− iγ5B)γa + ε(F + iγ5G) . (1.13d)

ここで ε は時空座標に依存しないフェルミオン的な変換パラメータである。もっと具体

的に言えば、ε は Majorana スピノールである。そしてこれは ψ と反可換であり、ボソ

ン場とは可換である。この変換の下で Lagrangian (1.10) の変化分は次で与えられる:

δL0 =
1

2
∂a

{
ε(A− iγ5B)γaγb∂bψ + ε(F + iγ5G)γ

aψ
}
, (1.14a)

δLm = m∂a

{
ε(A− iγ5B)γaψ

}
, (1.14b)

δLg = −g
2
∂a

{
ε(A− iγ5B)2γaψ

}
. (1.14c)

これにより (1.14) は全て全微分で与えられるため、作用積分は不変である。
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1.4 超対称ゲージ理論

1.4 超対称ゲージ理論1.4 超対称ゲージ理論

ベクトルゲージ場を含む超対称多重項 (ベクトル多重項)は次で構成される:

ベクトルゲージ場 Aa(x)

実擬スカラー場 D(x)

Majorana スピノール場 λ(x)

表 2 : 超対称ゲージ理論の物質場

これらを用いた最も単純な理論である、超対称 U(1) ゲージ理論 (超対称Maxwell理論)

の Lagrangian を与えよう:

L = − 1

4g2
FabF

ab − 1

2g2
λ/∂λ+

1

2g2
D2 . (1.15)

ここで g はゲージ結合定数。これは次の超対称変換の下で不変である:

δAa = εγaλ = (δAa)
† , (1.16a)

δD = i εγ5/∂λ = (δD)† , (1.16b)

δλ = −1

2
Fabγ

abε+ iγ5εD , (1.16c)

δλ = δλTC = −1

2
Fab(γ

abε)TC + iD(γ5ε)
TC

=
1

2
εγabFab + iDεγ5 , (1.16d)

∴ δL =
1

2g2
∂a

{
− 1

2
Fbc εγ

abcλ− F ab εγbλ+ iD εγ5γ
aλ
}
. (1.16e)

ここで ε = εTC, (γab)T = −CγabC−1, (γ5)
T = +Cγ5C

−1 を用いている。Lagrangian の

変化分は全微分で与えられるので、理論は不変である。
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2 4次元超重力理論

2 4次元超重力理論2 4次元超重力理論

2.1 一般相対論2.1 一般相対論

2.1.1 一般座標変換と共変微分2.1.1 一般座標変換と共変微分

曲がった時空における一般座標変換は次で与えられる:

xµ → x′µ = xµ + ξµ(x) . (2.1)

この変換についての共変微分を導入する。そのため、まずは x から x+ dx への無限小

平行移動を評価しよう:

Aν(x) → A||
ν(x+ dx) = Aν(x) + Γρ

νµ(x)Aρ(x) dx
µ , (2.2a)

Aν(x) → A||ν(x+ dx) = Aν(x) + Γν
ρµ(x)A

ρ(x) dxµ . (2.2b)

この無限小平行移動における差が一般座標変換に対して共変になる様に、共変微分が定

義される:

Aν(x+ dx)− A||
ν(x+ dx) ≡ ∇µAν(x) dx

µ → ∇µAν ≡ ∂µAν − Γρ
νµAρ , (2.3a)

Aν(x+ dx)− A||ν(x+ dx) ≡ ∇µA
ν(x) dxν → ∇µA

ν ≡ ∂µA
ν + Γν

ρµA
ρ . (2.3b)

ここで Γρ
νµ(x) をアフィン (affine)接続という。一般に下付き添字の交換については対

称でも反対称でもない:

Γρ
νµ = Γρ

(νµ) + Γρ
[νµ] , Γρ

[νµ] ≡ T ρ
νµ . (2.4)

特に反対称部分 T ρ
νµ をトーション (torsion,捩率)と呼ぶ。トーションが存在する空間

をRiemann-Cartan空間と呼ぶ。トーションがない場合は単にRiemann空間である。

次の様にChristoffel記号を導入する:{
ρ

ν µ

}
= Γρ

0νµ ≡
1

2
gρσ
(
∂νgσµ + ∂µgνσ − ∂σgνµ

)
. (2.5)

これはアフィン Levi-Civita接続とも言う。これらを用いると Γρ
(νµ) やアフィン接続その

ものは次の様に与えられる:

Γρ
(νµ) = Γρ

0νµ − Tνρµ − Tµρν , (2.6a)

Γρ
νµ = Γρ

0νµ +Kρ
νµ , (2.6b)
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2.1 一般相対論

Kρ
νµ ≡ T ρ

νµ − Tνρµ − Tµρν . (2.6c)

この Kρ
νµ はコントーション (contorsion)と呼ばれる。トーションがゼロになるとき、ア

フィン接続はLevi-Civita接続になる。今後、特にトーションがゼロになるときの共変微

分を明示したい時には

∇0
µAν ≡ ∂µAν − Γρ

0νµAρ , (2.7)

という表記を用いる。

共変微分の交換関係から、曲率 Rρ
σµν(Γ) が定義される:

[∇µ,∇ν ]Aσ = −Rρ
σµν(Γ)Aρ + 2T ρ

µν ∇ρAσ , (2.8a)

Rρ
σµν(Γ) ≡ ∂µΓ

ρ
σν − ∂νΓρ

σµ + Γρ
λµΓ

λ
σν − Γρ

λνΓ
λ
σµ . (2.8b)

曲率から、Ricci 曲率 Rµν、スカラー曲率 R が定義できる:

Rµν ≡ Rρ
µρν , (2.9a)

R ≡ gµν Rµν . (2.9b)

これらについては次の関係式が存在する:

Rρσµν = −Rρσνµ = −Rσρµν , (2.10a)

Rρ
[σµν] = −2∇[µT

ρ
νσ] − 4T λ

[µνT
ρ
σ]λ , (2.10b)

R[µν] = ∇λT
λ
µν + 2∇[µT

ρ
ν]ρ − 2T ρ

λρT
λ
µν + 2T ρσ

[µTν]ρσ . (2.10c)

さらに T ρ
µν = 0 のときは Rρσµν = Rµνρσ も成立する。

一般相対論では、共変微分が計量に作用するとき次の条件 (計量条件)を導入する:

∇ρ gµν ≡ 0 . (2.11)

2.1.2 Einstein方程式2.1.2 Einstein方程式

ここで時空の運動方程式を考えよう。それは次の様に与えられる:

Rµν −
1

2
gµνR = κ2Tµν . (2.12)
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2 4次元超重力理論

右辺の Tµν は物質場のエネルギー・運動量テンソルであり、κ2 = 8πG は Newton 重力

定数。特に左辺を Gµν と表示することが多い。この方程式を場の理論として導出するた

めに次の Lagrangian を考える 3:

L = LG + LM , (2.13a)

LG ≡
1

2κ2
√
−g R , (2.13b)

LM ≡
√
−g × (物質場の Lagrangian Lmatter) , (2.13c)

√
−g =

(
− det gµν

) 1
2 . (2.13d)

LG は Einstein-Hilbert の Lagrangian と呼ばれる。なお、全ての Lagrangian に
√
−g

が付いているのは、曲がった時空での作用積分が一般座標変換で不変になるためである。

Lagrangian を時空間積分することで作用積分を定義したが、曲がった時空では d4x は

一般座標変換で不変ではなく、d4x
√
−g が不変である。

見通しを良くするため、作用積分における変分原理を記述しよう。上の Lagrangianで

与えられる作用積分について、計量 gµν で変分を実行する:

S =

∫
d4x
√
−g
{ 1

2κ2
R + Lmatter

}
≡ SG + Smatter , (2.14a)

0 =
δS

δgµν
,

1

2

√
−g Tµν ≡

δSmatter

δgµν
. (2.14b)

ここで便利な公式を列挙しておく [6]:

δgµν = −gµρgνσ δgρσ , (2.15a)

δ
√
−g =

1

2

√
−g gµν δgµν = −1

2

√
−g gµν δgµν , (2.15b)

δRµν = ∇ρ δΓ
ρ
νµ −∇ν δΓ

ρ
ρµ , (2.15c)

δ(
√
−gR) =

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + ∂ρ

(√
−g gµνδΓρ

νµ

)
− ∂ν

(√
−g gµνδΓρ

ρµ

)
.

(2.15d)

すると、変分原理から次が示される:

0 =
δS

δgµν
=

δSG

δgµν
+
δSmatter

δgµν

=
1

2κ2
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+

1

2

√
−g Tµν

=
1

2κ2
√
−g
{
Rµν −

1

2
gµνR + κ2Tµν

}
. (2.16)

3今後、結合定数 2κ2 が物質場の作用積分に表記される場合があるが、場の再定義で適宜補うと良い。
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2.2 Lie微分

2.2 Lie微分2.2 Lie微分

時空の対称性や、そこから得られる Noether カレントや保存電荷などを定量的に扱う

場合には、一般座標変換の前後における「時空の同一座標値」での場の無限小変換則を

評価する必要がある。この無限小変換則を与える微分は Lie微分と呼ばれ、任意の関数

f(x) について次の様に定義される 4:

x→ x′ = x+ ξ(x) の下で δLf(x) ≡ f ′(x)− f(x) . (2.17)

一般座標変換によって関数 f(x) は f ′(x′) に変換される。ここでLie微分は、同一座標値

における差を評価する (詳細な議論は、例えば [7] を参照)。具体的にスカラー場 ϕ(x)・

共変ベクトル場 Aµ(x)・反変ベクトル場 Aµ(x)・対称テンソル場 gµν(x) についてそれぞ

れの Lie微分を付録 I.3 に列挙しておくのは有益であろう。その中でも特に、時空の計

量 gµν についての関係式が重要である:

δLgµν = −∇0
µ ξν −∇0

ν ξµ . (2.18)

この Lie 微分の下で gµν が不変 (δLgµν = 0) の時、時空には ξµ 方向に沿った並進対称

性が存在する。その対称性をアイソメトリー (isometry)と呼ぶ。また ξµ をKillingベク

トルと呼び、δLgµν = 0 を満たすKillingベクトルの方程式をKilling方程式と呼ぶ。

2.3 多脚場とスピン接続2.3 多脚場とスピン接続

スピノール場は、時空の Lorentz 対称性において非自明な振る舞いをする場であると

定義されている。一般座標変換について非自明な振る舞いをするとして定義されている

ものではない。しかし、一般に曲がった時空での場の理論を考えようとすると、スピノー

ル場を曲がった空間で扱う方法が欲しくなる。そのために、曲がった時空とその接空間

を行き来する記述を導入する必要がある。この二つの空間を行き来するための場を多脚

場 (vielbein)と呼び、時空の計量を分割して定義する:

gµν(x) ≡ ηab eµ
a(x) eν

b(x) , ηab = gµν(x) ea
µ(x) eb

ν(x) , (2.19a)

eµ
a ea

ν = δνµ , ea
µ eµ

b = δba . (2.19b)

多脚場を用いて、接空間で定義されているガンマ行列を曲がった時空に乗せる:

γµ ≡ ea
µ γa . (2.20)

4荷電粒子のゲージ対称性などは一般に内部対称性であった。これは同一座標値での場の位相のゲージ
変換を考える。時空の対称性についても同様の概念が必要である。そのために Lie微分が導入される。
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2 4次元超重力理論

多脚場の定義から、計量 gµν(x) を一つ定めても多脚場が一意に定まるわけではなく、

空回りする自由度がある。これも一種のゲージ変換であり、局所 Lorentz 変換と呼ぶ:

eµ
a → e′µ

a = eµ
b(x) Λb

a(x) , ηcd Λa
c Λb

d = ηab . (2.21)

局所 Lorentz変換の変換パラメータ Λa
b(x)は一般に時空座標に依存する。そのため、こ

の変換に対する共変微分を定義する必要がある。接空間上のベクトル Aa(x) における無

限小局所 Lorentz 変換を次で与えよう:

δAa(x) = −λab(x)Ab(x) , λab = ηbc λac = −λba . (2.22)

スピン接続と呼ばれる新たなゲージ場 ωµ
a
b(x) を導入して、局所 Lorentz 変換に対する

共変微分を定義する:

DµA
a(x) ≡ ∂µA

a + ωµ
a
b(x)A

b(x) , ωµ
ab = ηbc ωµ

a
c = −ωµ

ba , (2.23a)

δωµ
a
b = ∂µλ

a
b + ωµ

a
c λ

c
b + ωµb

c λac = Dµλ
a
b . (2.23b)

一般の表現に従う場 ϕi(x) に対するこの共変微分を、Lorentz 生成子 Mab を用いて表記

しておこう:

Dµϕ
i(x) =

{
δij ∂µ −

i

2
ωµ

ab(Mab)
i
j

}
ϕj(x) , (2.24a)

(Mab)
i
j =


0 スカラー ,

i(δia ηjb − δib ηja) ベクトル (テンソル) ,
i
2
(γab)ij スピノール .

(2.24b)

この共変微分から、スピン接続に対する曲率を定義する事が出来る:

[Dµ, Dν ]ϕ
i ≡ − i

2
Rab

µν(ω) (Mab)
i
j ϕ

j , (2.25a)

Rab
µν(ω) = ∂µων

ab − ∂νωµ
ab + ωµ

a
c ων

cb − ων
a
c ωµ

cb . (2.25b)

時空の計量 gµν について計量条件 ∇ρgµν = 0 (2.11) を課したのと同等な条件を多脚場

で表現すると次の様になる:

0 = Dµeν
a − Γρ

νµ eρ
a = ∇µeν

a + ωµ
a
b eν

b

≡ Dµeν
a . (2.26)

これを多脚場条件 (vielbein postulate)と呼ぶ。この定義により、スピン接続もアフィン

接続に内蔵されていたトーションを一般に内蔵し得ることが分かる:

Dµeν
a −Dνeµ

a = −2T ρ
µν eρ

a . (2.27)
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2.4 局所的超対称性・超重力理論

多脚場条件を用いると、アフィン接続から得られる曲率 Rρ
σµν(Γ) (2.8) とスピン接続

から得られる曲率 Rab
µν(ω) (2.25) が同等であることが分かる:

Rρ
σµν(Γ) = ηbc ea

ρ eσ
cRab

µν(ω) , (2.28a)

Rρ
µ(Γ) = gσν Rρ

σµν(Γ) = eµ
c ea

ρ δdb R
ab

cd(ω) = Rρ
µ(ω) , (2.28b)

R(Γ) = Rµ
µ(Γ) = Ra

a(ω) = R(ω) . (2.28c)

これにより、曲がった時空の場の理論を一般に扱う場合、(2.13)で与えた Einstein-Hilbert

作用はスピン接続でも記述できる。

なお、共変微分の記号が混乱する場合があるので、接続を明示して

∇µ ≡ Dµ(Γ) , Dµ ≡ Dµ(ω,Γ) , (2.29)

とする場合がある。

2.4 局所的超対称性・超重力理論2.4 局所的超対称性・超重力理論

ここでは、超対称性を時空座標に依存した局所的超対称性 (つまりゲージ対称性)に格

上げした理論を考える。超対称代数には並進の生成子 Pµ = eµ
aPa が自然に組み込まれ

ていた [3,4]。超対称性をゲージ化するとは、つまり並進対称性をゲージ化することであ

り、それは一般座標変換に他ならない。そのため、ゲージ化された超対称性理論は、重

力理論を含むことになる。そして、一般相対論において時空の接空間が持っている、生

成子 Pa と Mab で構成される Poincaré代数は、次の超 Poincaré代数に拡張される:

i[Mab,Mcd] = ηac Mbd + ηbdMac − ηad Mbc − ηbcMad , (2.30a)

[Mab,Pc] = i ηbc Pa − i ηac Pb , (2.30b)

[Pa,Pb] = 0 , (2.30c)

[Mab,Qα] = − i

2
(γab)α

βQβ , (2.30d)

[Pa,Qα] = 0 , (2.30e)

{Qα,Q
β} = −2i (γa)αβ Pa . (2.30f)

重力理論は、素粒子論の言葉で言えばスピン 2の重力子 (グラビトン, graviton)の理

論である。重力子は多脚場 eµ
a(x) が担う。重力理論を超対称化すると、スピン 3

2
のフェ

ルミオン的な粒子を運ぶ場 Ψµ(x) が必要になる。このフェルミオンはグラビティーノ
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2 4次元超重力理論

(gravitino)と呼ばれ、Rarita-Schwinger 場として記述される。この Ψµ(x) はゲージ化さ

れた超対称変換のゲージ場とみなすことも可能である。

多脚場と Rarita-Schwinger 場のみで構成される単純超重力理論は次で与えられる 5:

L =
e

2κ2

{
R̂− 1

2
Ψµγ

µνρD̂νΨρ

}
. (2.31)

ここで次の定義を導入している:

e ≡ det eµ
a =

√
−g , (2.32a)

R̂ = R̂ab
µν ea

µ eb
ν , (2.32b)

R̂ab
µν = ∂µω̂ν

ab − ∂νω̂µ
ab + ω̂µ

a
c ω̂ν

cb − ω̂ν
a
c ω̂µ

cb , (2.32c)

D̂[νΨρ] =
{
∂[ν +

1

4
ω̂[ν

ab γab

}
Ψρ] , (2.32d)

ω̂µab = ωµab +
1

8

(
ΨµγaΨb −ΨµγbΨa +ΨaγµΨb

)
. (2.32e)

(2.27) と比較すると、ω̂µ
ab で定義されるスピン接続と共変微分は、グラビティーノを起

源とするトーションを持つことが分かる:

D̂µeν
a − D̂νeµ

a =
1

4
Ψµγ

aΨν . (2.33)

単純超重力理論 (2.31) は、一般座標変換 δG、局所 Lorentz 変換 δL、そして局所超対

称変換 δQ の下で不変である:

δGeµ
a = ξν ∂νeµ

a + ∂µξ
ν eν

a , δGΨµ = ξν∂νΨµ + ∂µξ
νΨν , (2.34a)

δLeµ
a = −λab eµb , δLΨµ = −1

4
λabγabΨµ , (2.34b)

δQeµ
a =

1

4
ϵγaΨµ , δQΨµ = D̂µϵ =

(
∂µ +

1

4
ω̂µ

abγab

)
ϵ . (2.34c)

ξµ, λab = −λba, ϵ = CϵT はそれぞれの変換のパラメータであり時空座標に依存する。

後々議論する時空のコンパクト化において、コンパクト化された空間の情報は、グラ

ビティーノの超対称変換則 δQΨµ = D̂µϵ の振る舞いに支配される。

2.5 微分形式2.5 微分形式

超重力理論では様々な種類の場が非自明な局所的変換を有する。その様な理論を記述

するには、添字があまり登場しない方が見通しが良く、理論の構造が理解しやすくなる。
5文献によって作用や共変微分の符号の定義にばらつきがある。それについては付録 Cにまとめる。
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2.5 微分形式

そのような記述方法の一つに微分形式がある。ここでは微分形式を紹介し、今後の議論

の助けにしよう。まずは計量の符号に依存しない共通部分を記述する。微分形式の基本

単位は基底 dxµ である。これが p 個反対称積 (wedge product)の形で並んだ次の量を p-

形式 (p-form) と呼ぶ:

Ap ≡
1

p!
Aµ1µ2···µp dx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp . (2.35)

ここで Aµ1···µp の添字は完全反対称である。p-形式 Ap と q-形式 Bq の外積 (exterior

product)は、それらをそのまま並べれば良い:

Ap ∧Bq =
1

p! · q!
Aµ1···µpBν1···νq dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνq

= (−1)pq Bq ∧ Ap . (2.36)

p-形式 Ap の外微分 (exterior derivative)を定義する:

dAp ≡
1

p!
∂νAµ1···µp dx

ν ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp ≡ Fp+1 , (2.37a)

Fp+1 ≡
1

(p+ 1)!
Fµ1···µp+1 dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp+1 , (2.37b)

Fµ1···µp+1 = (p+ 1) ∂[µ1Aµ2···µp+1] . (2.37c)

微分形式の外積に対する外微分は次の様に符号が定義される:

d(Ap ∧Bq) = (dAp) ∧Bq + (−1)pAp ∧ (dBq) . (2.38)

外微分は 2回行うとゼロ (d2 = 0) になる:

d2Ap =
1

p!
∂ν1∂ν2Aµ1···µp dx

ν1 ∧ dxν2 ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp+1

= − 1

p!
∂ν2∂ν1Aµ1···µp dx

ν2 ∧ dxν1 ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp+1 = −d2Ap

= 0 . (2.39)

p-形式 Ap とベクトル場 X に対する内部積 (interior product)を定義する:

iXAp ≡
1

p!

p∑
k=1

(−1)k−1XµkAµ1···µk···µp dx
µ1 ∧ · · · ∧ d̂xµk ∧ · · · ∧ dxµp , (2.40a)

X ≡ Xµ ∂

∂xµ
. (2.40b)

ここで d̂xµ は、その部分を除くという意味である。以上を用いると、第 2.2 節で扱った

x→ x+ ξ における Lie 微分も微分形式で表現できる:

δL(ξ)Ap = −LξAp , Lξ ≡ diξ + iξd , ξ = ξµ
∂

∂xµ
. (2.41)
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2 4次元超重力理論

2.5.1 D次元 Lorentz計量の時空におけるHodge双対2.5.1 D次元 Lorentz計量の時空におけるHodge双対

D 次元 Lorentz 計量での微分形式をまとめる。ここで gD = det gµν という記号が頻

繁に登場する。まずは体積要素を次の様に定義する:

(vol.)D ≡
√
|gD| dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxD−1 = e0̂ ∧ e1̂ ∧ · · · ∧ e ˆ(D−1) . (2.42)

p-形式と体積要素に対してのHodge双対を次の様に導入する:

∗ωp ≡
√
|gD|

p!(D − p)!
ωµ1···µp εµ1···µpνp+1···νD dxνp+1 ∧ · · · ∧ dxνD , (2.43a)

∗1 =

√
|gD|
D!

εν1···νD dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµD = −
√
|gD| dx0 ∧ · · · ∧ dxD−1

= −(vol.)D . (2.43b)

ここで不変テンソルの規格化を ϵ0̂1̂···
ˆ(D−1) = +1 としている。微分形式、特に不変テンソ

ル εµ1···µD の規格化については文献によって様々であるため、実際に計算をするときに

は注意を要する。特に Hodge 双対について、このノートでのルールは付録Dを参照す

ること。

2.5.2 微分形式による多脚場・スピン接続・曲率2.5.2 微分形式による多脚場・スピン接続・曲率

第 2.3 節で導入した多脚場による記述は微分形式と相性が良い。多脚場 eµ
a と基底形

式 dxµ を組み合わせて 1-形式 ea = eµ
adxµ を導入し、これに対して外微分を作用して

いくだけで曲率が得られる。それを具体的に評価しよう。まずスピン接続とトーション

についての微分形式は次で与えられる:

Dea ≡ dea + ωa
b ∧ eb = −2T a , (2.44a)

T a ≡ 1

2
T a

µν dx
µ ∧ dxν , ωab ≡ ωµ

ab dxµ . (2.44b)

Dea は多脚場に対する共変微分 (2.23) を微分形式で表記したものである。(2.27) で登場

したトーションの表記とは T ρ
µν = T a

µν ea
ρ でつながっている。共変微分についての微

分形式を用いて、曲率が与えられる 6:

D ∧Dea = d ∧ (Dea) + ωa
b ∧Deb ≡ Ra

b ∧ eb , (2.45a)

Ra
b = dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b , Rab ≡ 1

2
Rab

µν dx
µ ∧ dxν . (2.45b)

6多脚場 1-形式 ea、スピン接続 1-形式 ωab、トーション 2-形式 T a、曲率 2-形式 Rab については次数
を省略することが多い。
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2.5 微分形式

2.5.3 微分形式による場の理論の運動項の表示2.5.3 微分形式による場の理論の運動項の表示

場の理論の運動項も微分形式を用いると簡単になる。ここでは Lorentz 符号での曲

がった 4次元時空について、第 1.3 節や第 1.4 節で登場した実スカラー場 ϕ(x) やベクト

ル場 Aµ(x) の運動項を表記しておこう (付録Dで接空間上の不変テンソルを ϵ0̂1̂2̂3̂ = +α

と規格化している):

dϕ ∧ ∗dϕ =
{
(∂µϕ) dx

µ
}
∧
{√−g
3! · 1!

(∂νϕ) ενρσλ dx
ρ ∧ dxσ ∧ dxλ

}
=

√
−g
3!

(∂µϕ∂
νϕ) ενρσλ dx

µ ∧ dxρ ∧ dxσ ∧ dxλ

=

√
−g
3!

(∂µϕ∂
νϕ) ενρσλ

( 1
α
εµρσλ d4x

)
= d4x

√
−g
3!α

(∂µϕ∂
νϕ)
(
− 3!α2 δµν

)
= (−α) d4x

√
−g (∂µϕ)2 , (2.46a)

F2 ∧ ∗F2 =
{ 1

2!
Fµν dx

µ ∧ dxν
}
∧
{√−g
2! · 2!

F ρσ ερσλδ dx
λ ∧ dxδ

}
=

√
−g

(2!)3
FµνF

ρσ ερσλδ dx
µ ∧ dxν ∧ dxλ ∧ dxδ

=

√
−g

(2!)3
FµνF

ρσ ερσλδ

( 1
α
εµνλδ d4x

)
= d4x

√
−g

(2!)3α
FµνF

ρσ
(
− (2!)2α2 δµνρσ

)
= (−α) d4x

√
−g
( 1

2!
FµνF

µν
)
. (2.46b)

なお、ゲージ場の強さについては、ここで後の便宜を図って、U(1) 群の場合と非可換群

の場合の違いを明記しておく:

U(1) 群 : A1 = Aµ dx
µ , F2 = dA1 , (2.47a)

非可換群 : A1 = Aa
µ T

a dxµ , F2 = dA1 − iA1 ∧ A1 . (2.47b)

ここで T a は非可換群の生成子であり、次の性質を満たす:

(T a)† = T a , [T a, T b] = ifab
c T

c , trR(T
aT b) = C2R δ

ab , (2.48a)

(Ta)b
c = ifba

c = [ad(Ta)]b
c . (2.48b)

ここで trR とは生成子 T a のある表現 R におけるトレースを意味する。そして C2R は

その時の規格化因子である。
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3 高次元超重力理論と超弦理論

3 高次元超重力理論と超弦理論3 高次元超重力理論と超弦理論

3.1 様々な時空次元でのスピノール3.1 様々な時空次元でのスピノール

高次元時空での超対称理論を理解するために、高次元時空での場の自由度を知ってお

く必要がある。まずは様々なスピノールの成分の数を紹介しよう。

時空次元D 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Dirac 2C 2C 4C 4C 8C 8C 16C 16C 32C 32C

Majorana 2R 2R 4R − − − 16R 16R 32R 32R

s-Majorana − − − 4R 8R 8R − − − −
Weyl 1C(S) − 2C(C) − 4C(S) − 8C(C) − 16C(S) −
Majorana-Weyl 1R − − − − − − − 16R −
s-Majorana-Weyl − − − − 4R − − − − −

表 3 : SO(D − 1, 1) Lorentz 対称性を持つD次元Minkowski時空でのスピノール.“s-”

は「シンプレクティック」の略.

表 3では質量殻外でのスピノールの成分の数をまとめている。それぞれの添字は各成分

の体を示し、Weylスピノールの欄における記号 “(S)” と “(C)” はそれぞれ、複素共役

変換において「自分自身が複素共役」「複素共役である別の表現がある」ことを意味す

る。これらを見出す具体的な議論は、[6, 8] を参考にして付録Bにまとめておいた。

なお、Lorentz 対称性の代わりに SO(d) 回転対称性を持つ d次元 Euclid空間におけ

るスピノールの分類を付録 Bの表 17に、SO(d − 2, 2) 回転対称性を持つ d次元空間に

おけるスピノールの分類を表 18に、それぞれまとめておく。特に Euclid空間でのスピ

ノールの分類は、第 4章以後のコンパクト化された空間上に乗る「超対称性」の議論に

おいて重要である。

3.2 場の自由度3.2 場の自由度

スカラー場以外は質量殻外のときと質量殻上 (on-shell) のときの自由度にずれが生じ

る。ここでは、一般の時空次元に済む様々な場の自由度勘定をまとめておく。なお、テ

ンソル場についてはゲージ自由度を持つ場合、つまり質量項がゼロの場合を扱うとする。
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3.2 場の自由度

3.2.1 質量殻外での自由度3.2.1 質量殻外での自由度

ベクトル場 A1 : D 成分全てが物理的自由度ではなく、δA1 = dλ というゲージ変換の

自由度 λ (1) が余分である:

#(A1 ) = D − 1 . (3.1)

2階反対称テンソル場 B2 : 反対称成分 DC2 全てが物理的自由度ではなく、δB2 = dλ1

というゲージ変換の自由度 λ1 (λ1 ∼ λ1 + dλ なので自由度D − 1) が余分である:

#(B2 ) = DC2 − (D − 1) =
1

2
(D − 1)(D − 2) = D−1C2 . (3.2)

3階反対称テンソル場 C3 : 反対称成分 DC3 全てが物理的自由度ではなく、δC3 = dλ2

というゲージ変換の自由度 λ2 (λ2 ∼ λ2 + dλ1 なので自由度 D−1C2) が余分である:

#(C3 ) = DC3 −D−1 C2 =
D!

3!(D − 3)!
− (D − 1)!

2!(D − 1− 2)!
= D−1C3 . (3.3)

p階反対称テンソル場 Dp : 反対称成分 DCp 全てが物理的自由度ではなく、δDp = dλp−1

というゲージ変換の自由度 λp−1 (λp−1 ∼ λp−1 + dλp−2なので自由度 D−1Cp−1) が余分で

ある:

#(Dp) = DCp −D−1 Cp−1 =
D!

p!(D − p)!
− (D − 1)!

(p− 1)!(D − p)!
= D−1Cp . (3.4)

重力場 eM
A : D 次元時空の多脚場には素朴には D × D 成分ある。しかしこのうち局

所 Lorentz 変換 MAB (D(D−1)
2

)、一般座標変換 PM (D) が担うゲージ自由度だけ非物理

的である。よって

#(eM
A) = D2 − D(D − 1)

2
−D =

1

2
D(D − 1) . (3.5)

Diracスピノール場 ψ : Dirac スピノール場の自由度は時空次元にのみ依存する:

#(ψ) = 2× 2[D/2] . (3.6)

(シンプレクティック) Majorana, Weyl, (シンプレクティック) Majorana-Weyl スピノー

ルのときは、上の自由度にそれぞれ 1
2
, 1

2
, 1

4
をかける。スピノールに添字がついている

時はその性質に関係した自由度がかけられる。
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3 高次元超重力理論と超弦理論

Diracグラビティーノ場 ΨM : Diracグラビティーノ場は局所超対称変換のゲージ場であ

るとみなすことができる。そのため、この自由度は、Diracスピノール場の自由度に局

所座標の自由度を掛け合わせ、局所超対称性のゲージ自由度 (Diracスピノールで与えら

れる)を取り除いたものになる:

#(ΨM) = 2× 2[D/2] ×D − 2× 2[D/2]

= 2× 2[D/2](D − 1) . (3.7)

(シンプレクティック) Majorana, Weyl, (シンプレクティック) Majorana-Weyl スピノー

ルのときは、上の自由度にそれぞれ 1
2
, 1

2
, 1

4
をかける。スピノールに添字がついている

時はその性質に関係した自由度がかけられる。

3.2.2 質量殻自由度3.2.2 質量殻自由度

テンソル場の自由度勘定とスピノール場の自由度勘定は若干異なる操作があるので注

意が必要である。

まずテンソル場については、質量殻外の自由度勘定の場合に比べて場の自由度が「光

円錐上に制限される」ので、光円錐に垂直な D− 2 方向と光円錐座標での時間方向を合

わせた部分空間での勘定、つまり「(D − 2) + 1 = D − 1 次元空間」と考える。つまり

上記の計算で D → D − 1 とすればよい。

スピノール場については、質量殻上でのテンソル場の自由度の勘定方法と若干異なる。

スピノール場の構造上、運動方程式下での自由度は、質量殻外での D を D − 2 に変更

したものとなる。

ベクトル場 A1 : D 成分全てが物理的自由度ではなく、δA1 = dλ というゲージ変換の

自由度 λ (1) が余分である:

#(A1 ) = (D − 1)− 1 = D − 2 . (3.8)

2階反対称テンソル場 B2 : 反対称成分全てが物理的自由度ではなく、δB2 = dλ1 とい

うゲージ変換の自由度 λ1 (D − 2) が余分である:

#(B2 ) = D−1C2 − (D − 2) =
1

2
(D − 2)(D − 3) = D−2C2 . (3.9)

3階反対称テンソル場 C3 : 反対称成分全てが物理的自由度ではなく、δC3 = dλ2 とい

うゲージ変換の自由度 λ2 (D−2C2) が余分である:

#(C3 ) = D−1C3 −D−2 C2 = D−2C3 . (3.10)
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3.3 11次元超重力理論

p階反対称テンソル場 Dp : 反対称成分全てが物理的自由度ではなく、δDp = dλp−1 と

いうゲージ変換の自由度 λp−1 (D−2Cp−1) が余分である:

#(Dp) = D−1Cp −D−2 Cp−1 = D−2Cp . (3.11)

重力場 eM
A : D次元時空の多脚場の自由度も D → D − 1 とする。さらに traceless 条

件が余分に追加されて次の様になる:

#(eM
A) = (D − 1)2 − (D − 1)(D − 2)

2
− (D − 1)− 1 =

1

2
(D − 1)(D − 2)− 1

=
1

2
D(D − 3) . (3.12)

Diracスピノール場 ψ : Dirac スピノール場の自由度は次で与えられる:

#(ψ) = 2× 2[(D−2)/2] . (3.13)

(シンプレクティック) Majorana, Weyl, (シンプレクティック) Majorana-Weyl スピノー

ルのときは、上の自由度にそれぞれ 1
2
, 1

2
, 1

4
をかける。スピノールに添字がついている

時はその性質に関係した自由度がかけられる。

Diracグラビティーノ場 ΨM : Diracグラビティーノ場は局所超対称変換のゲージ場であ

るとみなすことができる。そのためこの自由度は、Diracスピノール場の自由度に局所

座標の自由度を掛け合わせ、局所超対称性のゲージ自由度 (Diracスピノールで与えられ

る)を取り除いたものになる:

#(ΨM) = 2× 2[(D−2)/2] × (D − 2)− 2× 2[(D−2)/2]

= 2× 2[(D−2)/2](D − 3) . (3.14)

(シンプレクティック) Majorana, Weyl, (シンプレクティック) Majorana-Weyl スピノー

ルのときは、上の自由度にそれぞれ 1
2
, 1

2
, 1

4
をかける。スピノールに添字がついている

時はその性質に関係した自由度がかけられる。

3.3 11次元超重力理論3.3 11次元超重力理論

11次元時空で定義される超重力理論は、Majoranaスピノールで与えられる超対称生

成子で定義される。生成子の数は 32個であり、これ以上でもこれ以下でもない。超対

称な 11次元の重力理論を構築するために、重力場 eM
A とその超対称パートナーである
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3 高次元超重力理論と超弦理論

グラビティーノ ΨM を用意する。D = 11 の下で、それぞれの質量殻上での自由度は

#(eM
A) = 44、#(ΨM) = 128 となるが、このずれは 3階反対称テンソル場 CMNP の導

入で補完される:

#(CMNP ) = D−2C3 = 84 . (3.15)

すなわち力学的場とその質量殻自由度は表 4にまとめられる:

3つの力学的場による作用積分は次で与えられる (ϵ0̂1̂2̂3̂···9̂♮̂ = +1 に規格化):

S =
1

2κ211

∫
d11xL , (3.16a)

L = eR− 1

2
eΨMΓMNPDN [

1
2
(ω + ω̂)]ΨP −

1

48
e FMNPQF

MNPQ

+
1

192
eΨ[MΓMΓPQRSΓNΨN ] ·

1

2
(F + F̂ )PQRS

− 1

(144)2
εMNPQRSUVWXY FMNPQFRSUVCWXY . (3.16b)

ここでそれぞれの表記は次の様に定義される:

ωMAB = ω
(0)
MAB +

1

8

(
ΨMΓAΨB −ΨMΓBΨA +ΨAΓMΨB

)
+

1

16
ΨP ΓMAB

PQΨQ , (3.17a)

ω̂MAB = ωMAB −
1

16
ΨP ΓMAB

PQ ΨQ , (3.17b)

FMNPQ = 4∂[MCNPQ] , (3.17c)

F̂MNPQ ≡ FMNPQ −
3

2
Ψ[MΓNPΨQ] . (3.17d)

ここで ω
(0)
MAB はトーションを含まない Levi-Civitaスピン接続である。さらに超対称変

換は次で与えられる:

δeM
A =

1

4
εΓAΨM , δCMNP =

3

4
εΓ[MNΨP ] , (3.18a)

δΨM = DM(ω̂)ε− TMNPQRF̂NPQR ε , TM
NPQR ≡ 1

288

(
ΓM

NPQR − 8 δ
[N
M Γ

PQR])
.

(3.18b)

ボソン フェルミオン

GMN : 計量 (44)
ΨM : グラビティーノ (128)

CMNP : 3-形式 (84)

表 4 : 11次元超重力理論における力学的場とその質量殻自由度
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3.4 10次元超重力理論

ここで ε は局所超対称変換パラメータであり、11次元Majoranaスピノールである。こ

れらの導出方法は [1, 2, 9] が参考になる。

なお、11次元理論の作用積分 (3.16) のボソン場部分を微分形式 (第 2.5節を参照) で

表示すると次の様になる:

S =
1

2κ211

∫
d11x

√
−G

{
R− 1

48
FMNPQF

MNPQ
}

− 1

2κ211(144)
2

∫
d11x εMNPQRSUVWXY FMNPQFRSUVCWXY

+ (fermionic terms)

=
1

2κ211

∫ {
(vol.)11

(
R− 1

2
|F4 |2

)
− 1

6
F4 ∧ F4 ∧ C3

}
+ (fermionic terms) . (3.19)

3.4 10次元超重力理論3.4 10次元超重力理論

10次元における既約スピノールは実数勘定で 16自由度を持つ Majorana-Weyl スピ

ノールである。10次元の超重力理論は、32個の超対称生成子で定義される超重力理論

と、16個の超対称生成子で定義される超重力理論がある。32個の生成子を持つ超重力

理論はさらにN = (1, 1)型とN = (2, 0)型に分けられる。前者は超対称生成子を与える

2つの Majorana-Weyl スピノールのカイラリティが互いに逆、後者は同じである。

なお、ここではボソン場部分のみを議論することにする。フェルミオン場も合わせて

勉強したい場合は [2] を参照すると良い。

3.4.1 N = (1, 1) 超重力理論3.4.1 N = (1, 1) 超重力理論

N = (1, 1) 超重力理論は、11次元超重力理論から 1次元空間 (10-方向としておこう)

をコンパクト化して得られる。そのとき、11次元の場は 10次元の場に次の様に書き換

えられる (M,N, . . . = 0, 1, · · · 9, ♮ = 10):

ĜMN = e−
2
3
ϕGMN + e

4
3
ϕCMCN , (3.20a)

ĜM♮ = e
4
3
ϕCM , Ĝ♮♮ = e

4
3
ϕ , (3.20b)

ĈMNP = CMNP , ĈMN♮ =
2

3
BMN . (3.20c)
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3 高次元超重力理論と超弦理論

左辺にある場が 11次元時空での場であり、右辺に登場する場が 10次元時空の場であ

る。11次元のグラビティーノ Ψ̂M も 10次元のグラビティーノ Ψi
M とディラティーノ

(dilatino) λi に分離する (詳細は [2,9])。なお、上付き添字 i は 2種類の Majorana-Weyl

をラベルしている (i = 1, 2)。10次元時空の場の質量殻自由度を表 5にまとめよう:

NS-NS セクター R-R セクター フェルミオン

GMN : 計量 (35)
CM : R-R 1-形式 (8)

CMNP : R-R 3-形式 (56)

Ψi
M : グラビティーノ (56)±

BMN : NS-NS B場 (28)

ϕ : ディラトン (1) λi : ディラティーノ (8)∓

表 5 : N = (1, 1)超重力理論における力学的場とその質量殻自由度

NS-NS, R-R はそれぞれ「Neveu-Schwarz–Neveu-Schwarz」「Ramond–Ramond」の略で

ある。この名前は超弦の世界面の理論における境界条件に由来する [8]。また、括弧の中

の数字は質量殻自由度、フェルミオンの自由度の添字はカイラリティを表す。ボソンと

フェルミオンの質量殻自由度は 35 + 28 + 1+ 8+ 56 = 2× (56 + 8) のように釣り合って

いる。

場の書き換え (3.20) の下で、11次元超重力理論から 10次元 N = (1, 1) 超重力理論の

作用積分が得られる:

SIIA
str =

1

2κ210

∫
d10x

√
−Gstr e−2ϕ

{
Rstr + 4(∂Mϕ)

2 − 1

2
|H3 |2

}
− 1

4κ210

∫
d10x

√
−Gstr

(
|F2 |2 + |F̃4 |2

)
− 1

4κ210

∫
B2 ∧ F4 ∧ F4

+ (fermionic terms) , (3.21a)

H3 = dB2 , F2 = dC1 , (3.21b)

F̃4 = F4 − C1 ∧H3 , F4 = dC3 , (3.21c)

2κ210 = (2π)7α′4 , (3.21d)

|Fp|2 ≡
1

p!
GM1N1 · · ·GMpNpFM1···MpFN1···Np . (3.21e)

Einstein-Hilbert 項に因子 e−2ϕ が付いている。この形式は string frame と呼ばれ、弦の

世界面の理論と親和性が高い。一方でこの因子がない通常の重力理論の形式を Einstein

frame と呼ぶ。この二つの形式は次の様に計量のスケール変換で互いに移り合う [6]:

Gstring
MN = exp

( 4ϕ

D − 2

)
GEinstein

MN . (3.22)

この変換公式は任意の時空次元 D で実行可能である。今の場合は D = 10 である。
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3.4 10次元超重力理論

3.4.2 N = (2, 0) 超重力理論3.4.2 N = (2, 0) 超重力理論

10次元には N = (1, 1) とは異なるカイラルな理論が独立に定義できる。string frame

での N = (2, 0) 超重力理論の作用積分は次で与えられる:

SIIB
str =

1

2κ210

∫
d10x

√
−Gstr e−2ϕ

{
Rstr + 4(∂Mϕ)

2 − 1

2
|H3 |2

}
− 1

4κ210

∫
d10x

√
−Gstr

(
|F1 |2 + |F̃3 |2 +

1

2
|F̃5 |2

)
− 1

4κ210

∫
C

(+)
4 ∧H3 ∧ F3

+ (fermionic terms) , (3.23a)

H3 = dB
(1)
2 , F1 = dC , (3.23b)

F̃3 = F3 − CH3 , F3 = dB
(2)
2 , (3.23c)

F̃5 = F5 −
1

2
B

(2)
2 ∧H3 +

1

2
B

(1)
2 ∧ F3 , F5 = dC

(+)
4 , F̃5 = ∗10F̃5 . (3.23d)

この理論の場の質量殻自由度を表 6にまとめる:

NS-NS セクター R-R セクター フェルミオン

GMN : 計量 (35) C
(+)
MNPQ : 自己双対 4-形式 (35) Ψi

M : グラビティーノ (56)+,+

B
(1)
MN : NS-NS B場 (28) B

(2)
MN : R-R 2-形式 (28)

ϕ : ディラトン (1) C : アクシオン (1) λi : ディラティーノ (8)−,−

表 6 : N = (2, 0) 超重力理論における力学的場とその質量殻自由度

3.4.3 T-duality変換3.4.3 T-duality変換

N = (1, 1) 型超重力理論と N = (2, 0) 型超重力理論は、9-方向をコンパクト化すれば

互いに次のT-duality変換で移り合う。場の表記が少し混乱するので次の様にしておく:

N = (1, 1) : gMN , BMN , ϕ ; CM , CMNP

N = (2, 0) : ȷMN , B
(1)
MN , φ ; C , B

(2)
MN , CMNPQ

N = (1, 1) から N = (2, 0) へ:

ȷMN = gMN −
g9Mg9N −B9MB9N

g99
, ȷ9M =

B9M

g99
, ȷ99 =

1

g99
, (3.24a)

B
(1)
MN = BMN +

2g9[MBN ]9

g99
, B

(1)
9M =

g9M
g99

, (3.24b)
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3 高次元超重力理論と超弦理論

B
(2)
MN =

3

2
CMN9 − 2C[MBN ]9 +

2g9[MBN ]9C9

g99
, B

(2)
9M = −CM +

C9g9M
g99

, (3.24c)

φ = ϕ− 1

2
log(g99) , (3.24d)

C = C9 , (3.24e)

C9MNP =
3

8

[
CMNP − C[MBNP ] +

g9[MBNP ]C9

g99
− 3

2

g9[MCNP ]9

g99

]
. (3.24f)

CMNPQ については自己双対性を用いて C9MNP で与えられるので省略する。

N = (2, 0) から N = (1, 1) へ:

gMN = ȷMN −
ȷ9Mȷ9N −B(1)

9MB
(1)
9N

ȷ99
, g9M =

B
(1)
9M

ȷ99
, g99 =

1

ȷ99
, (3.25a)

BMN = B
(1)
MN +

2B
(1)
9[MȷN ]9

ȷ99
, B9M =

ȷ9M
ȷ99

, (3.25b)

ϕ = φ− 1

2
log(ȷ99) , (3.25c)

CM = −B(2)
9M + CB

(1)
9M , C9 = C , (3.25d)

CMNP =
8

3
C9MNP + εij B

(i)
9[MB

(j)
NP ] +

εijB
(i)
9[MB

(j)
|9|NȷP ]9

ȷ99
, (3.25e)

C9MN =
2

3

[
B

(2)
MN +

2B
(2)
9[MȷN ]9

ȷ99

]
. (3.25f)

この変換はT-duality変換についてのBuscherルール [10] と呼ばれる。

3.4.4 N = (1, 0) 超重力理論3.4.4 N = (1, 0) 超重力理論

16個の超対称生成子で実現される N = (1, 0) 超重力理論は、超対称性が N = (1, 1),

N = (2, 0) 超重力理論に比べて制限が弱い。そのためこの理論には非可換ゲージ場が

導入可能となる。N = (1, 0) 超重力理論の作用積分を書き下す ( [11] やその勉強ノー

ト [12, 13] 及びこのノートの付録 Fを参照):

S =
1

2κ210

∫
d10x

√
−Gstr e−2ϕ

{
Rstr + 4(∂Mϕ)

2 − 1

2
|H3 |2

}
− α′

8κ210

∫
d10x

√
−Gstr e−2ϕ

{
− trV

(
FMNF

MN
)
−RABMN(ω+)R

ABMN(ω+)
}

+ (fermionic terms) . (3.26)
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3.4 10次元超重力理論

AM = Aa
MT

a は非可換ゲージ場であり、ゲージ群 G の生成子 T a は反エルミートである

としている 7。trV はゲージ群 Gのベクトル表現でのトレースである。また RABMN(ω+)

はスピン接続 ω+ で与えられる曲率である。α′ は Regge パラメータであり、10次元の

重力定数 κ10、ゲージ場の結合定数 g10 と次の関係を満たす:

α′

4
=

κ210
2g210

. (3.27)

場とその質量殻自由度は表 7にまとめられる:

ボソン フェルミオン

GMN : 計量 (35) ΨM : グラビティーノ (56)+

BMN : NS-NS B場 (28)

ϕ : ディラトン (1) λ : ディラティーノ (8)−

Aa
M : ゲージ場 (8× dimG) χa : ゲージーノ (8× dimG)+

表 7 : N = (1, 0) 超重力理論における力学的場とその質量殻自由度

後に使うため、α′ の最低次でフェルミオンを 2次まで含む超対称変換を与えておこう 8:

δeM
A =

1

4
εΓAΨM , δΨM = DM(ω−)ε =

(
∂M +

1

4
ω−M

ABΓAB

)
ε , (3.28a)

δBMN = −1

2
εΓ[MΨN ] , (3.28b)

δϕ = −1

2
ελ , δλ = − 1

4
√
2

(
/∂ϕ− 1

12
HABCΓ

ABC
)
ε , (3.28c)

δAM =
1

4
εΓMχ , δχ = − 1

4
√
2
FABΓ

ABε . (3.28d)

なお、フェルミオンの 3次以上の項は省略している。また、次の表記を用いている:

ω±M
AB ≡ ωM

AB(e)± 1

2
HM

AB , (3.29a)

HMNP = 3∂[MBNP ] + 12α′trV

(
A[M∂NAP ] +

2

3
A[MANAP ]

)
− 12α′

(
ω+[M

AB ∂Nω+P ]
BA +

2

3
ω+[M

ABω+N
BCω+P ]

CA
)
, (3.29b)

FMN = ∂MAN − ∂NAM + [AM , AN ] , (3.29c)

dH3 = −α
′

2

[
tr
{
R2 (ω+) ∧R2 (ω+)

}
− trV(F2 ∧ F2 )

]
, (3.29d)

7第 2.5.3節でのゲージ群の生成子はエルミートであることに注意。
8ただし (ΨM , λ, χ, ε)here =

√
2(ΨM , λ, χ, ϵ)付録 F, (H3 )here = (2H3 )付録 F, (α

′)here = (4α′)付録 F。
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3 高次元超重力理論と超弦理論

RABCD(ω+) = RCDAB(ω−) +
1

2
(dH3 )CDAB . (3.29e)

H3 の右辺第 3項は Green-Schwarz アノマリー相殺機構に必要な項である [14]。

ついでに、上記でコメントした S-duality変換を与えておこう。I型超弦理論からの場

で、右辺が (3.26) で登場したヘテロティック SO(32)弦理論の場である。混乱をさける

ため、それぞれに添字 “I”, “H” を付けておく:

GI
MN = e−ϕH

GH
MN , ϕI = −ϕH , (3.30a)

F I
MNP = HH

MNP , CI
M = AH

M . (3.30b)

3.5 アノマリー相殺3.5 アノマリー相殺

超重力理論はゲージ理論であるのでアノマリーの議論は重要であるが、このノートの

主目的ではないため簡単なコメントにとどめておく 9。11次元超重力理論は、そもそも

奇数次元なのでアノマリーは存在しない。10次元は重力アノマリーなど厄介なものが

あるが、N = (1, 1) 超重力理論は非カイラルな理論なので、それぞれのカイラルセク

ターから来るアノマリーは互いに相殺する。N = (2, 0) 超重力理論はカイラルな理論

であるのでアノマリーが存在するが、自己双対テンソル場から来るアノマリーがそれを

相殺する。N = (1, 0) 超重力理論が最も困難であったが、端的に言えば非可換ゲージ場

の Chern-Simons 項を考慮に入れた HMNP の補正 (α′ 項) に、さらにスピン接続による

Chern-Simons 項を導入することでアノマリーが相殺される。ただし、この相殺が実現

するためのゲージ群は SO(32) もしくは E8 × E8 に限られる。

3.6 超重力理論・超弦理論・M理論3.6 超重力理論・超弦理論・M理論

ここまでは 11次元超重力理論と 10次元時空上の超重力理論を、超対称性ごとに詳し

く述べた。これらは、10次元で定義される 5つの超弦理論とそれらを内包するM理論

の低エネルギー有効理論として現在も生きている。N = (1, 1) 超重力理論と N = (2, 0)

超重力理論はそれぞれ IIA型超弦理論と IIB型超弦理論の有効理論であり、N = (1, 0)

超重力理論は I型超弦理論やヘテロティック弦理論の有効理論である。IIA型、IIB型、

ヘテロティック弦は全て閉弦の理論であるが 10、I型は閉弦と開弦の理論である。

9アノマリーとその相殺についてはたくさんの教科書に記載されている ( [2, 8, 14–17] など)。
10Dブレーンの発見 [18] 以来 IIA/IIB型超弦理論にも開弦が存在すると理解されている。
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3.6 超重力理論・超弦理論・M理論

10次元における 5つの超弦理論と 11次元超重力理論は双対性によって互いに関係して

いる。IIA型超弦理論と IIB型超弦理論は互いにT-duality変換で繋がる。ヘテロティッ

クE8 × E8弦理論とヘテロティック SO(32)弦理論も互いにT-duality変換で関係する。

IIB型超弦理論を適切に半分だけ自由度を落とすと I型超弦理論が登場する。I型超弦理

論とヘテロティックSO(32)弦理論は互いに S-duality変換で繋がっている。そして、IIA

型超弦理論において弦の強結合極限がM理論である [8]。

図 1 : 10次元超弦理論と 11次元理論が双対性で結び付く.

M理論の原論文は [19] であるが、初めて「M理論」という単語が登場した文献は [20]

である。M理論に至る関係論文を編纂した冊子が [21] である 11。

11なお、個人的には講義録 [22] もお気に入りである。
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4 様々なコンパクト化

4 様々なコンパクト化4 様々なコンパクト化

超弦理論は、平坦な 10次元時空上の摂動論的性質については理解されている。しか

しながら非摂動論的性質はまだ完全には理解されていない。そして摂動論の枠内では時

空がコンパクト化される満足な物理的機構がない 12。そのため、ここでは「コンパクト

化された後」の古典解がどのような性質を持っているかを紹介する。

10次元もしくは 11次元時空 (D次元時空 MD としてまとめておこう)が、コンパクト

化される d次元空間 Kd とコンパクト化されずに開いたまま残るD − d次元時空 MD−d

に分離していると仮定する 13:

MD = MD−d ×Kd . (4.1a)

この分離によって、接空間の局所 Lorentz対称性が次の様に破れる:

SO(D − 1, 1) → SO(D − d− 1, 1)× SO(d) . (4.1b)

また、MD 上の背景時空としての計量 GMN が次の様に分解される:

ds2D = GMN(x
P ) dxM ⊗ dxN ≡ gµν(x

ρ) dxµ ⊗ dxν + gmn(y
p) dym ⊗ dyn . (4.1c)

ここで xM , xµ, ym はそれぞれ MD, MD−d, Kd 上の座標である。gµν(xρ) は MD−d 上の

計量を与えるのに対して、gmn(y
p) は Kd 上の計量であり、MD−d から見れば定数であ

る。同様にして背景場としてのテンソル場やスピノール場、ガンマ行列も分解される。

それらの分解方法は局所 Lorentz 対称性の破れ方 (4.1b) に依存する。さらに、MD−d と

Kd の幾何学的構造と場の力学的自由度は、コンパクト化に伴う超対称性の破れに密接

に関係する。

なお、仮定 (4.1) は非常に有効だがこれを保証する物理的機構はない。しかし以後は

(4.1) を仮定する。Kd として典型的な次の 3例を簡単に紹介する:

1. トーラス

2. 球面

3. 特殊ホロノミー群多様体

この後に、特殊ホロノミー群多様体の一つである Calabi-Yau 空間の幾何学的構造を議

論して、超弦理論のコンパクト化に応用する。
12そのため、ありとあらゆる方向へのコンパクト化を追究した超弦理論の論文がとても多く存在する。
13往々にして MD−d は極大対称空間 (maximally symmetric space) であると仮定する (付録 G)。
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4.1 トーラスによるコンパクト化

4.1 トーラスによるコンパクト化4.1 トーラスによるコンパクト化

まずは最も簡単なコンパクト化であるトーラスコンパクト化を紹介する。d次元トー

ラス T d は d個の S1 の直積空間である:

T d = S1 × S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
d

. (4.2)

S1 は曲率を持たない。同様にして T d も曲率を持たない。そのため T d は平坦空間で

ある。これは非常に強い性質である。何故なら、コンパクト化される空間の構造と超対

称性は、コンパクト方向に添字を持つグラビティーノなどフェルミオンの超対称変換則

(3.18b) の真空期待値を通じて密接に関連するからである:

⟨δΨm⟩ = Dm(ω̂)ε− TmNPQR⟨F̂NPQR⟩ ε . (4.3)

期待値を考察しよう。右辺の ω̂ に内蔵されるグラビティーノの寄与は Lorentz 対称性

からゼロになる。そのため ω̂ は Levi-Civita のスピン接続 ω に簡略化される。同様に、

MD−d を極大対称空間と仮定すれば、Lorentz 対称性から ⟨F̂NPQR⟩ = ⟨FNPQR⟩ もゼロ
になる。11次元時空は (4.1a) の様に直積に分解されているため、平坦な T d 方向に添字

を持つ共変微分は Dm(ω) = ∂m と単純化される。さらに、超対称変換パラメータ ε も

MD−d 上の超対称変換パラメータ ξ と T d 上のスピノール的なパラメータ η に直積分解

される:

ε(xM) = ξ(xµ)⊗ η(ym) . (4.4)

これらを総合すると、⟨δΨm⟩ = 0 は

∂mε = 0 → ∂mη = 0 , (4.5)

と単純化される。これを満たす η は「定数スピノール」である。これにより 11次元時

空上の場は、11− d次元時空上の極大超対称性を保ったままコンパクト化される。

なお、T d のそれぞれの半径を有限に留めておくと、半径の逆数に比例した質量を持

つ無限個の Kaluza-Klein モードが MD−d 時空上に登場する。無限個のモードが登場す

ると扱いが非常に大変になるので、通常はこの質量より低いエネルギー領域のみを考察

対象にする。その考察の一つに「次元還元 (dimensional reduction)」がある。次元還元

とは、コンパクト化した後にコンパクト化の半径を無限小にすることでKaluza-Klein 粒

子の質量を無限大にして、実質上理論から追い出すことである。
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4 様々なコンパクト化

Kaluza-Klein モードを追い出した後の低エネルギー有効理論は、有限個の場で記述さ

れる超重力理論である。この超重力理論は、先ほど見たように 11次元超重力理論と同

じ極大超対称性を保持している。そこに登場する場の一覧を表 8に記す (反対称テンソ

ル場C4 の添字 (+)は自己双対性を意味する):

時空次元 超対称性 N 重力場 反対称テンソル場 スカラー場 グラビティーノ ディラティーノ

11 1 eM
A C3 – ΨM –

10A (1, 1) eµ
a C3 , B2 , C1 ϕ Ψ+

µ , Ψ
−
µ λ+ , λ−

10B (2, 0) eµ
a C

(+)
4 , 2B2 2ϕ 2Ψ+

µ 2λ−

9 2 eµ
a C3 , 2B2 , 3C1 3ϕ 2Ψµ 4λ

8 2 eµ
a C3 , 3B2 , 6C1 7ϕ 2Ψµ 6λ

7 4 eµ
a 5B2 , 10C1 14ϕ 4Ψµ 16λ

6 (4, 4) eµ
a 5B2 , 16C1 25ϕ 4Ψ+

µ , 4Ψ
−
µ 20λ+ , 20λ−

5 8 eµ
a 27C1 42ϕ 8Ψµ 48λ

4 8 eµ
a 28C1 70ϕ 8Ψµ 56λ

表 8 : 極大超重力理論における超重力多重項 [2]

さらに非自明な事に、テンソル場同士やスカラー場同士はある種の双対変換群で互い

に関連する。超対称性が極大のため、この双対変換群も表 9の様に決まってしまう:

時空次元 超重力のU-duality群 G0 R-対称性 H 弦のU-duality群 G 弦のT-duality群

10A R+ 1 1 1

10B SL(2,R) SO(2) SL(2,Z) 1

9 GL(2,R) SO(2) GL(2,Z) SO(1, 1;Z)
8 SL(3,R)× SL(2,R) SO(3)× SO(2) SL(3,Z)× SL(2,Z) SO(2, 2;Z)
7 SL(5,R) Sp(2) SL(5,Z) SO(3, 3;Z)
6 SO(5, 5) Sp(2)× Sp(2) SO(5, 5;Z) SO(4, 4;Z)
5 E6(6) USp(8) E6(6)(Z) SO(5, 5;Z)
4 E7(7) SU(8) E7(7)(Z) SO(6, 6;Z)

表 9 : 11次元理論をトーラスコンパクト化して得られる極大超重力理論の双対変換群

極大超重力理論のスカラー場 ϕ は、U-duality群 G0 を R-対称性 H で割った商空間

(coset space) G0/H に値を持つ。スカラー場の数はこの商空間の次元である 14。

超弦理論でトーラスコンパクト化を実行すると、弦がトーラスに巻き付く状態が生じ

る。弦には張力があるため、巻き付き数が大きくなれば弦のエネルギーは増していく。

14半極大超重力理論についてのまとめは [23] が近年の文献になるだろう。
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4.2 球面によるコンパクト化

MD−d 時空上の低エネルギー有効理論の立場でこれを見ると、巻き付きに由来する質量

を持ったモードが登場する。超弦理論にはこのKaluza-Kleinモードと弦の巻き付きモー

ドの入れ替えに相当するT-duality変換が存在する。これは有効理論でも垣間見える。10

次元 N = (1, 1) 理論と N = (2, 0) 理論の関係則 (3.24), (3.25) はこの典型例である。超

重力理論が超弦理論に格上げされる時、双対性の変換パラメータが離散化される [24]。

4.2 球面によるコンパクト化4.2 球面によるコンパクト化

反対称テンソル場は不変テンソルに比例した非自明な期待値を持つ場合がある。IIB型

理論においてR-Rフラックス F̃5 が 5次元の不変テンソル ϵabcde に比例する期待値を持

つと、空間が自発的にコンパクト化すると考えられる (Freund-Rubin 仮定 [25])。MD−d

を極大対称空間に仮定すれば、10次元時空での重力解は AdS5×S5 となる [26]。コンパ

クト化されずに残った空間は平坦な時空ではない。10次元全体の運動方程式の解が曲率

ゼロであるようにするため、S5 の曲率を打ち消すように、負の曲率を持つ反 de Sitter

空間が現れる。同様の現象として、11次元理論において反対称テンソル場 F4 = dC3 が

不変テンソル ϵabcd に比例する期待値 ⟨F4 ⟩ ∼ ϵabcd を持つ時の重力解は AdS7 × S4 であ

り、⟨∗F4 ⟩ ∼ ϵabcdefg の時の重力解は AdS4 × S7 となる。

これらのコンパクト化によって IIB型理論もしくは 11次元理論の超対称性はどうなる

だろうか。超対称性と時空の幾何学の関係は、トーラスコンパクト化でも説明したのと

同様のグラビティーノの超対称変換則

δΨM →

{
δΨµ : AdSD−d時空上の変換則 ,

δΨm : Sd上の変換則 ,
(4.6)

が本質的な役割を果たす。特に変換則の期待値 ⟨δΨm⟩ = 0 を満たすスピノール的パラ

メータ η(ym) の数が重要になる。このパラメータは、コンパクト空間上に定義できる

Killingスピノールに相当する 15。今考えている球面 S4, S5, S7 にはそれぞれ 4つ, 4つ,

8つのKillingスピノールが存在することが知られている。これは 4次元, 5次元, 7次元

空間の上で存在する最大の数である。これにより AdS4 × S7, AdS5 × S5, AdS7 × S4 に

コンパクト化された理論は超対称性が全く破れずに存在する事を意味している 16。

これら AdSD−d × Sd 解は現在の超弦理論の非摂動論的解析において中心的な役割を

果たしている。IIB型理論における AdS5×S5 解は、IIB超弦理論に含まれるD3ブレー
15正確に言えば、Dmη = Xm を満たす η が Killingスピノールで、さら Xm = 0 となる斉次方程式の
ときの η を平行スピノールと呼ぶ。

16この周辺は解説 [27, 28] や最近の論文 [29, 30] を参照のこと。
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4 様々なコンパクト化

ンの近傍における時空構造 (near horizon geometry) を与えている。他方 AdS4 × S7 解

と AdS7 × S4 解は、M理論に含まれるM2ブレーンとM5ブレーンそれぞれの近傍に

おける時空構造を与えている。これらブレーン近傍の重力理論と、ブレーンの上に存在

するゲージ理論とが密接に対応するというのが、Maldacena が提唱した「AdS/CFT対

応」である [31] (解説として [32] がある)。

4.3 特殊ホロノミー群多様体によるコンパクト化4.3 特殊ホロノミー群多様体によるコンパクト化

低次元時空 MD−d が平坦な Minkowski 時空になると仮定しよう。そして Lorentz 対

称性を保つためにベクトル場やテンソル場の期待値はゼロであるとしよう。さらにその

上に「極大ではない」超対称性が存在すると仮定する。この様な場合ではどのようなコ

ンパクト空間 Kd が許されるのだろうか。

この問いを追究するにはやはりコンパクト方向の添字を持つグラビティーノの超対称

変換則 (の期待値)の評価 ⟨δΨm⟩ = 0 が必要である。上記の仮定の下では具体的に次の

様に表現できる:

0 = ⟨δΨm⟩ = Dm(ω)η(y) =
(
∂m +

1

4
ωm

abΓab

)
η(y) . (4.7)

ここで ωm
ab は Kd 上の局所 Lorentz 変換による Levi-Civita スピン接続であり、Γab =

1
2
(ΓaΓb − ΓbΓa) は Kd の接空間 (TKd と表記する) 上で定義されるガンマ行列である。

幾何学的な表現では (4.7) は Killingスピノール方程式であり、η(y) は Killing (平行)ス

ピノールである。

さて、(4.7) から即座に言えることは、次の様な可積分条件である:

0 = [Dm, Dn]η =
1

4
Rab

mn(ω) Γab η , (4.8a)

∴ 0 = ΓcΓabRabcd η =
(
Γcab + δcaΓb − δcbΓa

)
Rabcd η

= 2ΓbRbd η . (4.8b)

ここでガンマ行列の公式 (A.7) と (トーションがゼロの時の)恒等式 Ra[bcd] = 0 (2.10)

を用いた。ゼロでない η(y) が存在するとき、これは Ricciテンソル Rbd = δacRabcd が

ゼロであることを意味する。さらにスカラー曲率もゼロになる。これは MD−d が平坦な

Minkowski 時空であるべしとの仮定に矛盾しない。

Ricciテンソルがゼロになる空間 Kd はどのようなものか。それを調べるにはスピン

接続 ωm
ab が作る性質を評価すれば良い。Kd 上に閉じたループを描き、そこにベクトル
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4.3 特殊ホロノミー群多様体によるコンパクト化

やスピノールを乗せて、ループにそって平行移動させよう。それらが一周して戻ってき

たとき、平行移動したにも関わらず向きが最初と異なっている。例えば面積無限小の閉

じたループを考えて見ると、スピノール η は

η → η′ = η +∆mn[Dm, Dn]η , (4.9a)

のように変化する。閉じたループの面積に比例するパラメータ ∆mn が有限になるときは

η → η′ = exp
(
∆mn[Dm, Dn]

)
η ≡ Uη , (4.9b)

となる。そしてこの操作 U は群をなす。この群の生成元は [Dm, Dn] ∼ Rabmn(ω)Γ
ab で

ある。よってスピン接続による曲率がベクトルやスピノールの回転を与える。この群を

ホロノミー群 (holonomy group)と呼ぶ。ホロノミー群による変換でベクトルやスピノー

ルのノルム (長さ)は変化しないため、一般の向き付け可能な空間 Kd のとり得る最大の

ホロノミー群は SO(d) である。そして (4.8) は

η = Uη , (4.10)

を意味する。つまりホロノミー群の変換で不変なスピノールの存在を示している。この

様な空間は既に表 10の様に分類されている:

空間次元 d ホロノミー群 Killing スピノールの数 Kd の名称

4k + 2 SU(2k + 1) (1, 1) Calabi-Yau

4k SU(2k) (2, 0) Calabi-Yau

4k Sp(k) (k + 1, 0) hyper-Kähler

7 G2 1 exceptional

8 Spin(7) (1, 0) exceptional

n 1 2[
n+1
2

] トーラス (平坦)

表 10 : 特殊ホロノミー群多様体の分類 [33]

表 10の見方について例を一つ挙げて考えよう。3段目で k = 1 を考えると、ホロノ

ミー群が Sp(1) となる hyper-Kähler 空間が得られる。特に K4 がコンパクトでなめら

かな場合、この空間は K3 と呼ばれる 17。この hyper-Kähler 空間の上にはKillingスピ

ノールが (2, 0) 個 (カイラルスピノールが 2個、反カイラルスピノールは 0個)乗ってい

る。これを 10次元 IIB型理論のコンパクト化に用いると、平坦な MD−d = M6 時空上
17この空間の簡潔なまとめとして、例えば [34] を参照せよ。
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4 様々なコンパクト化

に既約な Weylスピノール (自由度 8)が 2つ、つまり N = (2, 0) のカイラルな理論が得

られることになる。なお、IIB型理論は 32個の超対称生成子が存在したが、このコンパ

クト化の後では 8× 2 = 16 個の生成子のみが存在する。そのため超対称性が半分だけ破

れずに残っていることになる。他の例については付録 I.4を参照。

4.4 特殊ホロノミー群多様体の例4.4 特殊ホロノミー群多様体の例

超弦理論のコンパクト化において、当初は厳密にコンパクトでなめらかなCalabi-Yau

空間が物理と数学の両面から調べられた。特に性質の良いものは、射影空間の超曲面で

定義される Calabi-Yau空間である。そのごく一部の例を表 11に列挙しておく (Hodge

数 h1,1, h2,1 や Euler数 χ については第 5章や第 6.3節の議論を参照):

コンパクトなCalabi-Yau空間 Y3 表記 h1,1 h2,1 χ

a quintic in CP4 [4||5] or CP4[5] 1 101 −200
a quartic and a quadratic in CP5 [5||4, 2] 1 89 −176
two cubics in CP5 [5||3, 3] 1 73 −144
a cubic and two quadratics in CP6 [6||3, 2, 2] 1 73 −144
four quadratics in CP7 [7||2, 2, 2, 2] 1 65 −128

表 11 : コンパクトなCalabi-Yau空間の例 [35]

コンパクトでなめらかな Calabi-Yau空間上にはアイソメトリーが存在しないため、

Killingベクトルを用いた計量の評価を解析的に与えることができない。一方で非コン

パクトな Calabi-Yau空間にはアイソメトリーが存在できるので、計量を解析的に導出

できる。その典型例がコニフォールド (conifold) である。特にコンパクトな 5次元空間

T 1,1 = [SU(2)×SU(2)]/U(1) の錐体 C(T 1,1) が注目され [36]、超弦理論の双対性に中心

的役割を果たしている ( [37–41], etc.)。また、2001年前後に、コニフォールドとは (若干)

異なる、非コンパクトな Calabi-Yau, hyper-Kähler, G2, Spin(7) 多様体それぞれにおい

て新しい計量が続々と開発された。それらについての文献 (の一部)を列挙しておこう:

• Calabi-Yau 空間 : Cvetič-Gibbons-Lü-Pope [42]、東島-木村-新田 [43–45], etc.

• hyper-Kähler 空間 : Cvetič-Gibbons-Lü-Pope [46], etc.

• G2, Spin(7) 多様体 : Cvetič-Gibbons-Lü-Pope [47]、小西-那珂 [48]、菅野-安井

[49, 50], etc.
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5 Calabi-Yau空間5 Calabi-Yau空間

この章では特殊ホロノミー群多様体の一つである複素 3次元Calabi-Yau空間を議論す

る。これはヘテロティック弦理論から 4次元超対称ゲージ理論を構築するために導入さ

れた [15, 35]。この空間そのものが数学の研究対象であるが [51, 52]、我々はそこまで深

く立ち入らない。なお、弦の世界面の理論としての共形場理論からCalabi-Yau空間を議

論することが非常に多い (例えば [37, 53] など)。また、最近のまとめとしては文献 [54]

が登場したので、興味がある人は眺めてみると良いだろう。

5.1 定義5.1 定義

狭義のCalabi-Yau空間とは、次のいずれかで定義されるコンパクトで滑らかな 6次元

(複素 3次元)空間のことである:

1. SU(3) ホロノミー群を持つ

2. Ricci 平坦な Kähler 多様体

3. 第一 Chern 類 (Ricci 2-形式) がゼロ

4. 正則 3-形式がただひとつ存在する Kähler 多様体

これらは厳密には等価ではないが互いにある程度連動する [52]。例えば 6次元空間上に

トーションが存在するとその空間はもはや Kähler 多様体ではないが、トーションを含

めたスピン接続を用いて SU(3) ホロノミー群を議論することは出来る。トーションが

存在すると Ricci テンソルがゼロではないながらも Ricci 2-形式がゼロになる場合があ

る。ただしこの章ではトーションは存在しないと仮定するため、上記の諸条件は互いに

等価とみなしてよい 18。

5.2 不変な微分形式5.2 不変な微分形式

6次元空間で SU(3) ホロノミー群を持つとき SU(3) 不変なKillingスピノールが定義

できたのと同様に SU(3) 不変な微分形式である 2-形式 J と 3-形式 Ω が定義できる。そ

れぞれの存在を群の表現の分解で簡単に見てみよう。一般の 6次元空間での SO(6) 回転

について、一般の 2-形式と 3-形式はそれぞれ 6C2 = 15 表現、6C3 = 20 表現である。こ

18トーションがある場合や通常の幾何学を一般化した議論を第 7章で紹介する。
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5 CALABI-YAU空間

れを SU(3) ⊂ SO(6) の表現に分解する:

6C2 = 15 = 1+ 3+ 3+ 8 , (5.1a)

6C3 = 20 = 1+ 1+ 3+ 3+ 6+ 6 . (5.1b)

これにより、SU(3) 不変な実表現と SU(3) 不変な複素表現がそれぞれ 1つずつ存在す

ることが分かる。それぞれが J と Ω である。特に Calabi-Yau空間上でのそれぞれは

「Kähler 2-形式 ((1, 1)-form) J」「正則 3-形式 ((3, 0)-form) Ω」となる。そして次の性質

を持つ:

0 = dJ =
1

2!
∂[mJnp] dy

m ∧ dyn ∧ dyp

=
1

2!
∇0

[mJnp] dy
m ∧ dyn ∧ dyp , (5.2a)

0 = dΩ =
1

3!
∂[mΩnpq] dy

m ∧ dyn ∧ dyp ∧ dyq

=
1

3!
∇0

[mΩnpq] dy
m ∧ dyn ∧ dyp ∧ dyq , (5.2b)

J ∧ Ω = 0 , J ∧ J ∧ J = 3!(vol.)6 =
3i

4
Ω ∧ Ω . (5.2c)

Calabi-Yau空間はKähler多様体、すなわちトーションのない複素多様体なので明らか

だが、この 6次元空間が複素多様体であることとトーションがないことが、次の様に

Nijenhuisテンソルと Bismut 接続 [55, 56] がゼロになることからも確認できる:

Nmn
p ≡ Jm

q ∂[qJn]
p − Jnq ∂[qJm]

p

= 0 , (5.3a)

Tmnp ≡
3

2
Jm

q Jn
r Jp

s∇[sJqr] =
3

2
Jm

q Jn
r Jp

s ∂[sJqr]

= 0 . (5.3b)

Kähler 2-形式 J の成分は Kähler 計量で与えられる:

J =
1

2
Jmn dy

m ∧ dyn = igiȷ dz
i ∧ dzȷ . (5.4)

ここで zi , zȷ は複素座標であり、実座標 ym を組み直したものである。そしてさらに複

素構造 J2 = −1 を与える:

Jm
pJp

n = −δnm , Ji
j = iδi

j , Jm
p Jn

q gpq = gmn . (5.5)

一般に Kähler 多様体であれば dJ = 0, Nmn
p = 0, Tmnp = 0, J2 = −1, JmpJn

qgpq =

gmn は全て成立する。それに加えて正則 3-形式 Ωが至る所でゼロでない時、その Kähler

多様体はCalabi-Yau空間になる。
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5.3 コホモロジー類

5.3 コホモロジー類5.3 コホモロジー類

コンパクトな空間上には微分形式が乗ることが多い。今扱っているCalabi-Yau空間も

その例外ではないことは、J や Ω が定義できることから容易に分かる。ここでは、どの

ような微分形式がいくつ存在できるかを知る指標を与えよう。

複素空間 K におけるDolbeaultコホモロジー類 19 Hp,q(K) を次で定義する:

Hp,q

∂
(K) ≡ K 上の ∂-閉 (p, q)-形式

K 上の ∂-完全 (p, q)-形式
=

{ωp,q|∂ωp,q = 0}
{αp,q|αp,q = ∂βp,q−1}

, (5.6a)

Hp,q
∂ (K) = Hp,q

∂
(K) ≡ Hp,q(K) , (5.6b)

hp,q ≡ dimHp,q(K) . (5.6c)

hp,q を Hodge 数と呼ぶ。複素 d次元空間上の Hodge 数同士には次の関係がある:

hq,p = hp,q : 複素共役 , (5.7a)

hd−p,d−q = hp,q : Hodge双対 . (5.7b)

Calabi-Yau空間 Y3 とそれを用いて超弦理論をコンパクト化した模型を議論するとき

にはこの Hodge 数が重要になる。Hodge 数の一部は具体的に求められる。単連結な空

間を考えると、スカラー量 h0,0 = 1 が決まる。その Hodge 双対は Y3 の体積であり、唯

一なので h3,3 = 1 である。最後に、SU(3) ホロノミーを用いることで hs,0 = 0 = h0,s,

h3−s,3 = 0 = h3,3−s (0 < s < 3)、そして h3,0 = 1 = h0,3 が示される。よってCalabi-Yau

空間で非自明に残る Hodge 数は次の様に h1,1 と h2,1 のみである:

h0,0

h1,0 h0,1

h2,0 h1,1 h0,2

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,2 h2,3

h3,3

=

1

0 0

0 h1,1 0

1 h2,1 h2,1 1

0 h1,1 0

0 0

1

(5.8)

(5.8) の表記を Hodge diamond と呼ぶことがある。非自明に残る h1,1 と h2,1 はそれぞ

れCalabi-Yau空間 Y3 について「Kähler 構造を変形する自由度」と「複素構造を変形す

る自由度」になっている [59]。ちなみに h1,1 と h2,1 を入れ替えたCalabi-Yau空間が存

在するだろうと議論されている。この入れ替えをミラー対称性と呼ぶ [37, 53,60,61]。
19実多様体上の de Rham コホモロジーなどの定義はここでは省略する。さらに複素多様体の定義も省
略する。例えば [15, 57,58] など一般的な教科書を参照すればどこにでも記述がある。
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5 CALABI-YAU空間

5.4 モジュライ空間5.4 モジュライ空間

Calabi-Yau空間はRicci平坦 Rmn(gpq) = 0 なKähler多様体である。この空間の変形

を考えよう。計量を gmn → gmn + δgmn に変形してもやはりRicci平坦

Rmn(gpq + δgpq) = 0 , ∇mδgmn = 0 , (5.9)

である時、この δgmn は変形のモジュライである。実座標 ym から複素座標 zi, zı に変

換したとき、モジュライは

δgiȷ , δgij , δgıȷ = (δgij)
∗ , (5.10)

の 2種類である。それぞれは J と Ω の変形に登場する:

δgiȷ : δJ = i(δgiȷ) dz
i ∧ dzȷ , (5.11a)

δgij : δΩ = Ωklm g
mȷ(δgıȷ) dz

k ∧ dzl ∧ dzı . (5.11b)

変形 δJ は (1, 1)-形式で与えられる一方で、δΩ は (2, 1)-形式で与えられる。この 2種

類は非自明なコホモロジー類 H1,1(Y3) と H2,1(Y3) にそれぞれ対応する。つまり、δJ と

δΩ という変形のそれぞれ独立な自由度がHodge数 h1,1 と h2,1 である。

上記の様に変形の自由度があると、J と Ω は次の様に展開することができる:

J ≡ va ωa (or B + iJ = taωa) , a = 1, 2, . . . , h1,1 , (5.12a)

Ω ≡ ZKαK − GKβK , K = 0, 1, 2, . . . , h2,1 . (5.12b)

ここで ωa は基底 (1, 1)-形式、(αK , β
K) は基底 3-形式である。Kは h2,1 + 1個走る。一

つは正則 (3, 0)-形式そのものであり、残りの h2,1 個の (2, 1)-形式 χk は次で与えられる:

χk ≡
1

2
χk,ijl dz

i ∧ dzj ∧ dzl , χk,ijl = −1

2
Ωijm g

mȷ ∂

∂zk
(δglȷ) . (5.13)

そして GK はある正則な関数 (prepotential) G を ZK で微分した

GK =
∂G
∂ZK

, (5.14)

で与えられている。J と Ω の変形自由度はそれぞれ ta と ZK が司ることになる。

ZK が住む空間は special Kähler geometry と呼ばれる Kähler 多様体の特別な空間で

ある。この空間MCS ではKählerポテンシャルが先のプレポテンシャル G で与えられる:

KCS ≡ − log
(
i

∫
Y3

Ω ∧ Ω
)

= − log i
(
ZKGK − ZKGK

)
. (5.15)
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5.4 モジュライ空間

この空間は complex structure moduli spaceと呼ばれる。ついでにここで ZK ,GK , αK , β
K

についての関係をまとめておこう [59]:

ZK =

∫
Y3

Ω ∧ βK =

∫
AK

Ω , GK =

∫
Y3

Ω ∧ αK =

∫
BK

Ω , (5.16a)∫
AL

αK =

∫
Y3

αK ∧ βL = δLK ,

∫
BK

βL =

∫
Y3

βL ∧ αK = −δLK . (5.16b)

(AL, B
K) はCalabi-Yau空間 Y3 のある適切な 3次元部分空間である。

ta が住む空間も special Kähler geometry (MKS で表記しよう) で与えられる。この空

間のKählerポテンシャルは

KKS ≡ − log
(4
3

∫
Y3

J ∧ J ∧ J
)

= − log i
(
XΛFΛ −XΛFΛ

)
, (5.17a)

FΛ ≡
∂F
∂XΛ

, ta =
Xa

X0
, (5.17b)

の様に taの正則な関数 (prepotential) F で与えられる。この空間は (complexified) Kähler

moduli space と呼ばれている。

Calabi-Yau空間 Y3の変形の自由度が住むモジュライ空間M は

M = MCS ×MKS , (5.18)

の様に直積空間で与えられる。先ほど述べたミラー対称性はMCS とMKS の入れ替え

に他ならない。より詳しい議論については [17, 53,59] などを参照すると良いだろう。

最後にコホモロジー類とその基底形式についてまとめておく。

コホモロジー類 基底 添字

H1,1(Y3) ωa
a = 1, 2, . . . , h1,1

H2,2(Y3) ω̃a

H0,0(Y3)⊕H1,1(Y3) ωΛ = (1, ωa)
Λ = 0, 1, 2, . . . , h1,1

H3,3(Y3)⊕H2,2(Y3) ω̃Λ = ((vol.)6 , ω̃
a)

H2,1(Y3) χk k = 1, 2, . . . , h2,1

H3,0(Y3)⊕H2,1(Y3)⊕H1,2(Y3)⊕H0,3(Y3) (αK , β
K) K = 0, 1, 2, . . . , h2,1

表 12 : Calabi-Yau 空間上のコホモロジー類、基底形式とその次元

ここで H2,2(Y3) の基底 ω̃a は ωa の Hodge 双対であり、次をみたす:∫
Y3

ωΛ ∧ ω̃Σ = δΣΛ . (5.19)
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6 4次元時空上の物理

6 4次元時空上の物理6 4次元時空上の物理

10次元 IIA型超弦理論と IIB型超弦理論を Calabi-Yau 空間でコンパクト化したとき、

4次元時空にはN = 2超対称理論が登場する。これについてごく簡単に紹介する 20。

10次元ヘテロティック弦理論に於いて 10次元時空がコンパクト化された時、「4次元時

空は平坦 (もしくは極大対称空間)で、N = 1超対称性が存在する」と仮定する。この仮定

を満たす、コンパクト化された 6次元空間はやはりCalabi-Yau空間となる。Calabi-Yau

空間の構造が 4次元時空上のゲージ理論に様々な情報を提供する。このシナリオを、[35]

に沿ってヘテロティック E8 × E8 弦理論において考察する。

6.1 IIA型超弦理論のCalabi-Yauコンパクト化6.1 IIA型超弦理論のCalabi-Yauコンパクト化

IIA型超弦理論を Calabi-Yau空間 Y3でコンパクト化すると、4次元は平坦なMinkowski

時空 M4 になり、その上で N = 2 超重力理論が実現される。この超重力理論に登場す

る場を簡単に紹介しよう。

まずは 10次元理論における超対称変換パラメータが次の様に分離する:

ε1IIA = ξ1+ ⊗ η1+ + (ξ1+)
∗ ⊗ (η1+)

∗ , ε2IIA = ξ2+ ⊗ η2− + (ξ2+)
∗ ⊗ (η2−)

∗ . (6.1)

ただしここで、10次元時空 M10 上の超対称変換パラメータ (Majorana-Weyl スピノー

ル) εiIIA、4次元 Minkowski 時空 M4 上の超対称変換パラメータ (Weyl スピノール) ξi+、

Calabi-Yau 空間 Y3 上のスピノールパラメータ (Weyl スピノール) η1+, η
2
− のカイラリ

ティをそれぞれ次の様に定義する:

Γ(10) ε
1
IIA = +ε1IIA , Γ(10) ε

2
IIA = −ε2IIA , (6.2a)

γ(4) ξ
i
± = ±ξi± , (ξi+)

∗ = ξi− , Γ(6) η
i
± = ±ηi± , (ηi+)

∗ = ηi− . (6.2b)

この分解の下での Calabi-Yau 空間 Y3 上の η1+, η
2
− は、表 10 (もしくは (I.11)) に従う

SU(3) ホロノミー群不変な Killing スピノールである。そのため 10次元の超対称変換パ

ラメータが次の様になる:

ε1IIA =

 0
0
0

ξ1+ · α1

+ (c.c.) , ε2IIA =

 0
0
0

ξ2+ · α2

+ (c.c.) . (6.3)

20レビューを含めた学位論文 [62] が簡潔にまとまっている。
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6.2 IIB型超弦理論の Calabi-Yau コンパクト化

ここで αi は ηi± の 4番めの成分を示す。これにより 4次元平坦時空 M4 上で 2種類の超

対称変換パラメータ ξ1+, ξ
2
+ が登場するため、N = 2 (局所)超対称性が実現する。

表 12にある Calabi-Yau空間 Y3 のコホモロジー類を用いて IIA型理論のボソン場を

分解しよう。まず NS-NS セクターについて:

δgiȷ(x, y) = iva(x) (ωa)iȷ(y) , (6.4a)

δgij(x, y) = izk(x)
(χk,iıȷΩ

ıȷ
j

||Ω||2
)
(y) , (6.4b)

B2 (x, y) = B2 (x) + ba(x)ωa(y) , (6.4c)

ϕ(x, y) = φ(x) . (6.4d)

続いて R-R セクターについて:

C1 (x, y) = A0
1 (x) , (6.5a)

C3 (x, y) = Aa
1 (x)ωa(y) + ξK(x)αK(y)− ξ̃K(x) βK(y) . (6.5b)

この分解により、4次元 N = 2 超重力理論に登場する超対称多重項のボソン場は表 13

にまとまる。

超多重項 場 超多重項の数

超重力多重項 gµν , A
0
1 1

ベクトル多重項 Aa
1 , t

a = ba + iva , ta = ba − iva a = 1, 2, . . . , h1,1

ハイパー多重項 zk , zk , ξk , ξ̃k k = 1, 2, . . . , h2,1

テンソル多重項 B2 , φ , ξ
0 , ξ̃0 1

表 13 : IIA型超弦理論をCalabi-Yauコンパクト化した時の 4次元N = 2超多重項

N = 2 ベクトル多重項の運動項は、Calabi-Yau空間のモジュライ空間 MKS 上で与

えられるKählerポテンシャル KKS (5.17b) で支配される。一方でハイパー多重項とテ

ンソル多重項は、MCS からさらに拡大される quaternionic Kähler geometry の計量に

支配される [63, 64]。

6.2 IIB型超弦理論の Calabi-Yau コンパクト化6.2 IIB型超弦理論の Calabi-Yau コンパクト化

IIB型超弦理論を Calabi-Yau 空間 Y3 でコンパクト化すると、やはり 4次元は平坦な

Minkowski 時空 M4 になりその上で N = 2 超重力理論が実現される。この超重力理論

に登場する場を簡単に紹介しよう。
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6 4次元時空上の物理

まずは 10次元理論における超対称変換パラメータが次の様に分離する:

ε1IIB = ξ1+ ⊗ η1+ + (ξ1+)
∗ ⊗ (η1+)

∗ , ε2IIB = ξ2− ⊗ η2− + (ξ2−)
∗ ⊗ (η2−)

∗ . (6.6)

ただしここで、10次元時空 M10 上の超対称変換パラメータ (Majorana-Weyl スピノー

ル) εiIIB、4次元 Minkowski 時空 M4 上の超対称変換パラメータ (Weyl スピノール) ξ1+,

ξ2−、Calabi-Yau 空間 Y3 上のスピノールパラメータ (Weyl スピノール) η1+, η
2
− のカイラ

リティをそれぞれ次の様に定義する:

Γ(10) ε
1
IIB = +ε1IIB , Γ(10) ε

2
IIB = +ε2IIB , (6.7a)

γ(4) ξ
i
± = ±ξi± , (ξi+)

∗ = ξi− , Γ(6) η
i
± = ±ηi± , (ηi+)

∗ = ηi− . (6.7b)

この分解の下での Calabi-Yau 空間 Y3 上の η1+, η
2
− は、表 10 (もしくは (I.11)) に従う

SU(3) ホロノミー群不変な Killing スピノールである。そのため 10次元の超対称変換パ

ラメータが次の様になる:

ε1IIB =

 0
0
0

ξ1+ · α1

+ (c.c.) , ε2IIB =

 0
0
0

ξ2− · α2

+ (c.c.) . (6.8)

ここで αi は ηi± の 4番めの成分を示す。これにより、4次元平坦時空 M4 上で 2種類の

超対称変換パラメータ ξ1+, ξ
2
− が登場するため、4次元時空上に N = 2 (局所)超対称性

が実現する。

表 12にある Calabi-Yau空間 Y3 のコホモロジー類を用いて IIB型理論のボソン場を

分解しよう。NS-NS セクターについては IIA型理論の分解 (6.4) と同一である。R-R セ

クターについては次の様になる:

C(x, y) = C(x) , (6.9a)

C2 (x, y) = C2 (x) + ca(x)ωa(y) , (6.9b)

C4 (x, y) = V K
1 (x)αK(y) + ρa(x) ω̃

a(y) . (6.9c)

この分解で 4次元N = 2超重力理論に登場するボソン場は表 14にまとまる。

N = 2 ベクトル多重項の運動項は、Calabi-Yau空間のモジュライ空間MCS 上で与え

られるKählerポテンシャル KCS (5.15) で支配される。一方でハイパー多重項とテンソ

ル多重項は、MKS からさらに拡大される quaternionic Kähler geometry の計量に支配

される [63, 64]。
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6.3 ヘテロティック E8 × E8 弦理論の Calabi-Yau コンパクト化

超多重項 場 超多重項の数

超重力多重項 gµν , V
0
1 1

ベクトル多重項 V k
1 , z

k , zk k = 1, 2, . . . , h2,1

ハイパー多重項 ta = ba + iva , ta = ba − iva , ca , ρa a = 1, 2, . . . , h1,1

テンソル多重項 B2 , C2 , φ , C 1

表 14 : IIB型超弦理論をCalabi-Yauコンパクト化した時の 4次元N = 2超多重項

6.3 ヘテロティック E8 × E8 弦理論の Calabi-Yau コンパクト化6.3 ヘテロティック E8 × E8 弦理論の Calabi-Yau コンパクト化

6.3.1 超対称変換則とコンパクト空間6.3.1 超対称変換則とコンパクト空間

ヘテロティック弦理論のコンパクト化において、Hmnp の期待値がゼロでありディラ

トンが定数であると仮定する。これは非自明な結果を与える最も単純な設定である。そ

の時のフェルミオンの超対称変換 (3.28) で不変であれという条件のうち、6次元空間に

作用する部分が次の様に簡略化される:

ε = ξ+(x)⊗ η+(y) + ξ−(x)⊗ η−(y) , (6.10a)

0 ≡ δΨm → 0 = Dm(ω)η+ =
(
∂m +

1

4
ωm

abΓab

)
η+ , (6.10b)

0 ≡ δλ → 0 = − 1

4
√
2
/∂ϕ η− = 0 , (6.10c)

0 ≡ δχ → 0 = − 1

4
√
2
FabΓ

ab η+ . (6.10d)

ただし ξ− = (ξ+)
∗, η− = (η+)

∗ である。仮定により δλは自明になるが、残りから非自明

な関係が得られる。まず δΨm = 0 の条件から η+ はKilling(平行)スピノールであるこ

とが分かる。4次元平坦時空に N = 1 の超対称性が出現すると仮定すると、このKilling

スピノールは SU(3)ホロノミー群不変である。よってこの 6次元空間は Calabi-Yau空

間であると言える。

Killingスピノールを用いてCalabi-Yau空間上の J と Ω を次の様に表記できる:

Jab = +i η†+ Γab η+ , Ωabc = ηT+ Γabc η+ . (6.11)

規格化は [17] に合わせた。そして Fierz 恒等式を用いれば次が確認できる:

Dm(ω)Jab = 0 , Dm(ω)Ωabc = 0 , Ja
cJc

b = −δba . (6.12)

これらは dJ = 0 = dΩ 及び J2 = −1 を再現している。
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6 4次元時空上の物理

一方で δχ = 0 から、ゲージ場の強さ Fab に次の制限が課されることになる:

Fij = 0 = Fıȷ , giȷFiȷ = 0 . (6.13)

ここで添字 i, ȷは接空間 TY3 の複素座標 zi, zȷ を意味する。この解は任意の関数 V (z, z)

を用いて次で与えられる:

Ai = V −1 ∂

∂zi
V . (6.14)

さて、これはヘテロティック弦理論である。そのため Green-Schwarz アノマリー相殺

機構に伴って、スピン接続・ゲージ場・B場は互いに関係する ((3.29d) を参照)。今、

H3 = 0 という期待値を持っているため dH3 = 0 であり、R2 (ω+) = R2 (ω) となる。つ

まり次が得られる:

0 = tr
{
R2 (ω) ∧R2 (ω)

}
− trV(F2 ∧ F2 ) . (6.15)

これを満たすために、コンパクト空間のスピン接続とゲージ場は互いに関係する。その

典型例として、標準埋め込み (standard embedding) を考えよう。それは

ωi
ab = Aab

i , Aab
i ≡ Ac

i(Tc)
ab , (6.16)

の様に同一視することである。これはゲージ場 Ai が SU(3) ⊂ E8 を運ぶことを意味す

る 21。これにより (6.15) の曲率 R2 (ω) と場の強さ F2 が同一視され、(6.15) が満たさ

れる。この標準埋め込みによって E8 の随伴表現が E6 × SU(3) の表現に分離する:

248 = (78,1)⊕ (27,3)⊕ (27,3)⊕ (1,8) . (6.17)

これにより、4次元には (78,1) 表現に従う N = 1 ベクトル多重項が出現し、さらに

(27,3) 表現に従うカイラル多重項と (27,3) 表現に従うカイラル多重項が出現する。た

だし (27,3) は (27,3) の複素共役であり、4次元と 6次元それぞれのカイラリティが反

転したものである。表現 (1,8) は標準埋め込みでスピン接続と同一視された自由度なの

で、4次元N = 1理論ではもはや登場しない。

以上により、10次元で定義されるヘテロティック E8×E8 弦理論をCalabi-Yau空間で

コンパクト化すると、4次元にはN = 1超重力多重項の他に、E6ゲージ群の随伴表現に

従うN = 1ベクトル多重項、E6 の基本表現に従うN = 1カイラル多重項が登場したこ

とが分かる。E6 ゲージ群は素粒子標準模型のゲージ群 SU(3)C ×SU(2)W ×U(1)Y を自
21E8 ×E8 ゲージ群について、片方の E8 についての破れを議論するが、もう片方は hidden sector に
あるとして、これ以上は議論しない [15, 35]。
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6.3 ヘテロティック E8 × E8 弦理論の Calabi-Yau コンパクト化

然に含む大統一理論 SU(5) や SO(10) のさらに自然な拡張であると考えられているた

め、文献 [35] が登場して以来長い間、超弦理論から素粒子物理学が全て記述できるとい

う期待が大きかった (らしい)。その後、IIA型/IIB型超弦理論にDブレーンが登場する

ことで [18]、ヘテロティック弦理論に限らず様々な次元のゲージ理論が構築できる様に

なった。2014年現在でも超弦理論の双対性を用いたゲージ理論の研究が発展している。

6.3.2 世代数6.3.2 世代数

Calabi-Yau空間でコンパクト化して標準埋め込み (6.16) を課した後、ゲージ群 E6 の

基本表現 27 に従うカイラルなフェルミオン数を N とすると、

N ≡ nL
27 − nR

27 , (6.18)

の様に左手系のカイラルフェルミオン数 nL
27 と右手系のカイラルフェルミオン数 nR

27 の

差として定義できる。つまりそれぞれは (6.17) の (27,3) に属すカイラルフェルミオン

の数の差を意味している。このおかげで、N はコンパクト空間上の指数と容易に関係付

けられる。Calabi-Yau 空間 Y3 上にて、SU(3) ホロノミー群を用いて分離した 3 表現

に従う左手系Weylスピノールの数と右手系Weylスピノールの数の差に読み直せるので

ある。そしてそれは Dirac 指数で定義できる:

N = nL
27 − nR

27 = nL
3(Y3)− nR

3 (Y3)

= index3 /D(Y3) . (6.19)

一般に d = 4k + 2 次元空間において Dirac 指数と Euler 指数は結び付いている 22:

index3 /D(Y3) =
1

2
χ(Y3) . (6.20)

これにより、世代数 Ngen ≡ |N | は純粋にコンパクト空間 Y3 の位相不変量 (Dirac指数

や Euler指数)で決定されてしまう。また、Euler指数は先に登場した Hodge 数を用い

て次の様にも与えられる:

χ(Y3) ≡
3∑

p,q=0

(−1)p+q hp,q = 2(h1,1 − h2,1) . (6.21)

例えばコンパクトな Calabi-Yau空間 Y3 の典型例が表 11にまとめられている。これら

の例では世代数が 3から大きく隔たっている。これを回避するためにCalabi-Yau空間の

オービフォールド化を施す [35]。なお、標準埋め込み (6.16) を課さない場合はこの限り

ではなく、より低いゲージ群での世代数の議論ができる (例えば [65–68] を参照)。
22例えば [15] の第 14.3節を参照せよ。
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7 現在の発展7 現在の発展

7.1 フラックスコンパクト化7.1 フラックスコンパクト化

ヘテロティック弦理論のCalabi-Yauコンパクト化 [35] の直後、Strominger は「定数

でないディラトン dϕ、ゼロでない H3」の場合におけるヘテロティック弦のコンパクト

化を議論した [69]。そこでは dϕ や H3 はコンパクト空間のトーションとしての役割を

果たす。Calabi-Yau空間からの幾何学的なずれは dJ と dΩ に出現する:

dJ =
3

2
Im(W1Ω) +W3 + J ∧W4 , dΩ = W1 J ∧ J + J ∧W2 + Ω ∧W5 . (7.1)

この Wi は intrinsic torsion と呼ばれ、表 15に分類される [70]。Wi を持つ空間は一般

に SU(3) 構造群多様体と呼ばれ、表 16に分類される。トーションを用いた議論はヘ

テロティック弦に限らず IIA型/IIB型超弦理論やM理論のコンパクト化でも活用され

た [71–83]。

W1 : complex scalar

W2 : complex primitive two-form

W3 : real primitive (2, 1)⊕ (1, 2)-form

W4 : real one-form

W5 : complex (1, 0)-form

表 15 : 閉形式 dJ = 0 = dΩ からのずれを示す intrinsic torsion [70,71]

ヘテロティック弦理論におけるフラックスコンパクト化について筆者はいくつか研究

論文があるので、それについてここで簡単に解説をしたい。まず [11] では、4次元平坦

時空でN = 1超対称ゲージ理論が実現されるための dϕ と H3 の可能な配位について再

検討した。結論だけ述べると、6次元コンパクト空間が滑らかで境界がない場合、これ

はCalabi-Yau空間になる。一方で境界を持つ場合、テンソル場がCalabi-Yau空間の変

形を引き起こすことが明確になった。ここで考察した系では、Levi-Civitaスピン接続と

H3 の関係が、Dirac方程式・グラビティーノの超対称変換則・アノマリー相殺項でそれ

ぞれ微妙に異なっている (付録 F参照):

Dirac方程式 : ωM
AB − 1

3
HM

AB , (7.2a)

超対称変換則 : ωM
AB −HM

AB , (7.2b)

アノマリー相殺項 : ωM
AB +HM

AB . (7.2c)
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complex

hermitian 0 = W1 = W2

balanced 0 = W1 = W2 = W4

special hermitian 0 = W1 = W2 = W4 = W5

Kähler 0 = W1 = W2 = W3 = W4

Calabi-Yau 0 = W1 = W2 = W3 = W4 = W5

conformally Calabi-Yau 0 = W1 = W2 = W3 = 3W4 + 2W5

almost complex

symplectic 0 = W1 = W3 = W4

nearly Kähler 0 = W2 = W3 = W4 = W5

almost Kähler 0 = W1 = W3 = W4 = W5

quasi Kähler 0 = W3 = W4 = W5

semi Kähler 0 = W4 = W5

half-flat 0 = ImW1 = ImW2 =W4 =W5

表 16 : SU(3) 構造群多様体の一覧

これら 3本は一見まちまちで不思議な組み合わせであるが、互いに密接に関連している。

この関係を用いて、トーションが存在する複素多様体 (より正確には strong Kähler with

torsion)における新しい指数定理の定式化を [84] にて実践した。さらに (7.2) の関係が

見られる「ヘテロティック 5ブレーンの交差系」への応用を検討した [85,86]。これはこ

れまで超弦理論から標準模型に近いカイラルなゲージ理論を構築する方法 (第 6.3節の

シナリオ)とは異なる。ヘテロティック 5ブレーンは IIA型/IIB型超弦理論にもNS5ブ

レーンとして登場する、B場に磁気的に結合する物体である。これは NS-NSセクター

に起因するため、T-dualityを通じて時空の計量や弦の巻き付きモードに密接に関わる。

我々はこの物体を交差させ、その上でカイラルフェルミオンの個数とゲージ群の自発的

破れを研究した。結果、交差点が一つあれば素粒子標準模型における世代が 1つ実現で

きること、ゲージ群は大統一理論を自然に含むE6群が導出できる事を確かめた。

7.2 さらなる一般化： Nongeometric string background7.2 さらなる一般化： Nongeometric string background

超弦理論においてフラックスに非自明な期待値を与えてコンパクト化する手段は有益で

あることが見出された。それに並行して、数学者 Hitchinとその学生である Gualtieriは、

通常の Calabi-Yau多様体やKähler 多様体の概念を大きく拡張した “generalized (com-

plex) geometry”を提唱した [87,88]。端的に言えば、コンパクト空間 Kd の接空間 TKd

上で定義される (概)複素構造を、接空間 TKdと余接空間 T ∗Kdの直和空間 TKd⊕T ∗Kd
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上で定義するように拡大したのである。拡大された接空間で定義される (概)複素構造

は、通常の (余)接空間の (概)複素構造とシンプレクティック構造を同時に分離した形

式で実現する。そして拡大された接空間が持つ対称性が SO(d, d) 群になっている。こ

の構造を即座に超弦理論のコンパクト化に応用したのが [89] である。その後 [90–106]

など一連の仕事によって IIA型/IIB型理論のコンパクト化と、そこから得られる 4次元

N = 1, 2超重力理論のモジュライ空間の再現に対して深い理解を与えた。2000年代半

ばからのレビューは [107–110]、この話題に特化した研究会は [111,112] などである。非

常に大雑把ながらも Calabi-Yau空間の一般化を議論する。Calabi-Yau空間からのずれ

は (7.1) で表示されている。見方を変えると、第 5章の表 12で与えられている基底形式

(ωΛ, ω̃
Σ;αK , β

L) に作用する外微分 d の拡大に翻訳できる [101]23:

D

(
ωΛ

ω̃Σ

)
≡

(
eΛ

K eΛL

mΣK mΣ
L

)(
αK

βL

)
, (7.3a)

D

(
αK

βL

)
≡

(
mΛ

K eΣK

−mΛL −eΣL

)(
ωΛ

ω̃Σ

)
. (7.3b)

Calabi-Yau空間の場合、変形を司る (non)geometric flux charges と呼ばれるパラメー

タ eΛ
K , eΛL, m

ΣK , mΣ
L は全てゼロである。表 16で分類されるトーションを持つ空間

は mΣK = mΣ
L = 0 で象徴される。トーション eΛ

K , eΛL と「対等に」非自明なパラ

メータを導入することは、形式上 mΣK , mΣ
L を非自明にすることであるが、これは通

常の空間ではトーションなどで表現できない拡張になる。さらに d2 = 0 と同様にして

D2 = 0 を課すことによってこれら (non)geometric flux charges に関係が付く。この拡

張された空間を “nongeometric string background” と呼ぶ [91]。これを自然に内蔵する

のが generalized geometry である。なお、(non)geometric flux charges の寄与を超重力

理論の微分演算に (強引に)導入すると次の様に表記される (各項の係数の詳細は無視):

dCp → DCp ≡ dCp −H ∧ Cp − f · Cp −Q · Cp −R ⌞Cp , (7.4a)

(f · Cp)m1···mp+1 ≡ fa
[m1m2 C|a|m3···mp+1] , (7.4b)

(Q · Cp)m1···mp−1 ≡ Qab
[m1 C|ab|m2···mp−1] , (7.4c)

(R ⌞Cp)m1···mp−3 ≡ RabcCabcm1···mp−3 . (7.4d)

上記それぞれをH-flux、f -flux、Q-flux、R-fluxと呼ぶ。H-fluxのみの寄与の時は、H3 が

トーションとして寄与する通常の空間である。また f -fluxのみの寄与の時は twisted torus

と呼ばれる。この fa
bcは、トーラス上の可換なアイソメトリーを非可換化したときの構造

23generalized geometry への拡大に伴い、αK , βL は 1-形式、3-形式、5-形式の基底になる。
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定数である。これらふたつは (7.3) において eΛ
K , eΛL の寄与だけで説明できる。Q-flux,

R-flux の存在は (7.3) の mΣK , mΣ
L からの寄与であり。それぞれ generalized geometry

特有の性質である。Q-flux を持つ空間は locally geometric but globally nongeometric

background と呼ばれ、R-flux を持つ空間は (even) locally nongeometric background と

呼ばれる。これら H-, f -, Q-, R-flux は互いにT-duality変換で関連する。すなわち H-

flux をある方向に沿ってT-duality変換すると f -fluxに、また別の方向にT-duality変換

すると Q-flux に、さらに別の方向にもT-duality変換すると R-flux になる [98, 101]:

Habc
Ta←−→ fa

bc
Tb←−→ Qab

c
Tc←−→ Rabc . (7.5)

IIA型/IIB型超重力理論を generalized geometry でコンパクト化する具体的な議論

は [102,104,106]などに見出すことができる。この研究では、(non)geometric flux charges

と 4次元N = 2超重力理論におけるテンソル多重項の関係が明示されている。ゲージ

化されていない 4次元理論ではスカラー場と 2階反対称テンソル場は互いにHodge双対

の関係にあるが、理論がゲージ化されてスカラー場が帯電すると一般にHodge双対が出

来なくなる。しかし一方で、ゲージ化された超重力理論にテンソル多重項が結合した理

論も存在する。ゲージ化された超重力理論にテンソル多重項が結合する系は、(7.3) に

おいて mΣK , mΣ
L を非自明にした nongeometric string background とそれを実現する

generalized geometry を用いれば 10次元理論から導出できる (付録H参照)。

コンパクト空間を generalized geometryに拡張したら4次元時空上の全ての超重力理論

が再現できる、というわけではない。T-duality群を基礎として構築されている generalized

geometry では、4次元超重力理論に結合するゲージ理論は可換群しか再現できない。こ

れはT-duality変換がNS-NSセクターとR-Rセクターを混合しないことに起因する。別

の言い方で言えば、非可換ゲージ群は超重力理論が持つU-duality群 (の一部)をゲージ化

することで実現されるが、generalized geometry はU-duality群全体を把握していない。

T-duality変換を越えてNS-NSセクターとR-Rセクターを混合するU-duality変換を実

現する、さらに拡張された幾何学 “exceptional generalized geometry”については、[113]

を先駆けとして [114–118] などがある。これは現在も定式化のために Graña を中心に研

究中である 24。

一方で、nongeometric string background を表現する別の定式化もある。それは Hull

を中心に研究されている “doubled formalism”である。文献 [91] を起点として [119,120]

が発表された。これは、トーラスコンパクト化された空間に巻き付く弦の運動量モード

と巻き付きモードを対等に扱う際、Fourier変換で登場するそれぞれの座標空間をも対等
24余談ながら、“exceptional”とは、U-duality群が例外群であることに由来する。登場当初は “extended

generalized geometry”と呼ばれていたが、いつのころからか “exceptional”に統一された。
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に扱う。例えば点粒子では運動量モードと座標が共役であり、量子論はこれらを基礎に

構築するが、超弦理論では「運動量モードと巻き付きモード」と、それぞれに共役である

「座標空間と双対座標空間」を基礎にして量子論を再構築する。この際、座標空間と双対

座標空間は区別せずに一つの “doubled geometry”として扱う。generalized geometry で

は座標空間は拡大せずに接空間を拡大したに過ぎないが、doubled formalism では座標

空間そのものが倍に拡大される。具体的に表記すると、トーラスの座標 xm とT-duality

ペアになる双対座標 x̃m をまとめて xM とする。この表記ではもはや xm と x̃m の区別

はない。適切な分化 (polarization)を行って

xM =

(
xm

x̃m

)
, (7.6a)

の様に区別される。同様に d次元空間上の通常の計量 gmn とB場 Bmn を

MMN ≡

(
gmn −Bmp g

pqBqn Bmp g
pn

−gmpBpn gmn

)
, (7.6b)

の様に行列表記しよう。通常これは d次元コンパクト空間のmoduli matrixと呼ばれるが

[121–123]、近年ではgeneralized metricと呼ばれている。MMN は商空間 O(d, d)/[O(d)×
O(d)]に値を持つ。そして、doubled formalismではこのMMN が「倍化された座標 xM」

に作用する generalized metricとして扱われる。座標と同じく、分化される前の MMN

の成分はもはや gmn や Bmn で表示されるものではない事に注意。doubled geometryは

このMMN が支配する空間である。ちなみに、generalized geometry でも xM とMMN

は有益であることを付け加えておく。generalized geometry においてはMMN (7.6b) は

分化させずにそのまま用いられるが、xM (7.6a) は

xM =

(
xm

∂
∂xm

)
, (7.7)

として用いられる [123]。

Generalized geometryや doubled formalismなど nongeometric string backgroundと通

常のコンパクト空間を比較する際に有益なものは、generalized metricMMN とそれが持

つモノドロミー (monodromy) である。nongeometric string backgroundのモノドロミー

は超弦理論の双対性に起因する。MMN は O(d, d) をアイソメトリーとして持つ。起点

となっているコンパクト空間Kdに対して、一般座標変換・B場のゲージ変換・T-duality

変換など何かしらの変換を実行する。その際MMN は次の様に変換される:

MMN → M′
MN = (ΩTMΩ)MN = ΩM

PMPQ ΩQ
N , (7.8a)
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ΩTηΩ = η , η =

(
0 1d

1d 0

)
, (7.8b)

Ω =

(
A β

Θ D

)
,


Θ : B場のゲージ変換 B2 → B2 +Θ ,

A,D : gmn に対する一般座標変換 ,

β : T-duality変換 .

(7.8c)

さて、コンパクト空間上Kdのある点 Pを起点として閉じたループを考えよう。それに

沿って系を一周したとき、generalized metricは Ω を用いてモノドロミー変換される。

もし「ループに沿って系を一周するだけ」で β成分が非自明に登場すれば、その空間は

T-dualityを空間の構造に持つ nongeometric string backgroundである 25。この様な β成

分を持つ系は、T-dualityに起因する空間という意味で “T-fold”と呼ばれる [91]。

もちろん、コンパクト空間が 2倍に拡大されるので非物理的なモードがたくさん登場

するが、それは適切な処方箋で project-outすれば良い。この方針は、極端な言い方をす

ればゲージ理論に似ている。Coulomb ゲージのままで物理的自由度のみに着目して散乱

振幅を計算する代わりに、ゲージ自由度を活かしてゲージ共変な形式に拡大して計算を

実行する、という発想である。適切な project-outは、トーラスコンパクト化されている

方向の半径 R に基づく運動量モードのエネルギーと巻き付きモードのエネルギーを比

較して検討すれば良い。それぞれのエネルギーは

Emomentum =
1

R
, Ewinding =

R

α′ ,
Ewinding

Emomentum

=
R2

α′ , (7.9)

で与えられる [8]。よって R2 ≫ α′ のときは運動量モードが軽く巻き付きモードが重

くなる。そして全運動量モードに共役な座標が見えてくる。そして巻き付きモードに共

役な双対座標空間が見えなくなる。この手続きで doubled geometry から通常の空間に

project-outされる。一方、R2 ≪ α′ の場合は巻き付きモードが非常に軽くなるために全

巻き付きモードに共役な双対座標が見えてくるため、doubled geometry から双対座標空

間に project-outされる。そのため弦理論は座標空間のみ、もしくは双対座標空間のみを

時空とするのではなく、両方を合わせた空間を認識する [126]。

Doubled geometryは主にトーラスコンパクト化の設定において発展した [127–130]。

これをさらに進化させ、全時空を倍にした “double field theory”も提案された [131]。

double field theory はその後急速に発展し続けているトピックである。レビュー論文と

しては [126,132,133] がある。これによると、10次元時空を SO(10, 10)対称性を持つ空

間に格上げして、IIA型超重力理論と IIB型超重力理論のそれぞれのボソン場を同時に

25この周辺は筆者が 2008年時点で既に基研研究会などで紹介している [124,125]
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内包する模型を構成したとのことである [134]。適切な projectionを課すと IIA型もしく

は IIB型理論を再現する。ちなみに筆者達は doubled geometryの定式化において弦の世

界面に非自明な境界条件を導入した [135]。境界条件はDブレーンが doubled geometry

上で矛盾なく存在するための条件である。これまでこのトピックでは閉弦が記述する空

間の倍化に特化していたが、我々はこの研究で開弦とその端点が張り付くDブレーンの

振る舞いを議論して、存在条件を分類した。

最後に、doubled formalism もやはりT-duality群を基礎にした理論であるため、最終

的には U-duality群まで内蔵する定式化が望まれる。これについては、2013年 12月に

Hohm と Samtleben が “exceptional field theory”として提唱している [136,137]。

7.3 エキゾチックブレーン7.3 エキゾチックブレーン

ブラックホール量子力学を超弦理論によって理解しようとする試みの中で、ブラック

ホールエントロピーに寄与するのはDブレーンに限らず、これからあらゆる双対変換さ

れた物体も寄与するべきであるという主張がなされている。その中で特に de Boer と重

森 [138] によって再注目された “エキゾチックブレーン”という物体がある。これは 1990

年代後半に既に存在そのものは知られていた [139,140] (レビューとして [141] など)。こ

の物体は周囲の時空を歪めるという単純に重いだけの物体ではなく、その物体まわりの

時空の計量を多価関数にしてしまう点で奇妙である。

ここでは例として 522ブレーンと呼ばれる 10次元時空上の 5 + 1次元物体に着目する。

この物体はNS5ブレーンに垂直な方向についてT-dualityを 2回実行することで得られ

る。まず 012345-方向に広がったNS5ブレーンの系 (string frame)を次で表記しよう:

ds2 = ds2012345 +H
[
(dx6)2 + (dx7)2 + (dx8)2 + (dx9)2

]
, (7.10a)

Bi9 = Vi , e2ϕ = H , (7.10b)

H = 1 +
ℓ0√
2 |x⃗|

, ℓ0 =
α′

R9

, (7.10c)

∇iH = (∇× V⃗ )i , V⃗ · dx⃗ =
ℓ0√
2

−x6dx8 + x8dx6

|x⃗|(|x⃗|+ x7)
. (7.10d)

なお、ここではあらかじめx9-方向についてコンパクト化して並進対称性がある系にして

いる。そして R9 は x9-方向の半径である。この様なNS5ブレーンを特にHモノポール

(H-monopole)とも呼ぶ。さて、x9-方向に対してT-dualityを実行しよう。Buscherルー
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7.3 エキゾチックブレーン

ル (第 3.4.3節)によって系が次の様になる:

ds2 = ds2012345 +H
[
(dx6)2 + (dx7)2 + (dx8)2

]
+

1

H

[
dy9 − V⃗ · dx⃗

]2
, (7.11a)

BIJ = 0 , e2ϕ = 1 , (7.11b)

H = 1 +
ℓ0√
2 |x⃗|

, (7.11c)

∇iH = (∇× V⃗ )i , V⃗ · dx⃗ =
ℓ0√
2

−x6dx8 + x8dx6

|x⃗|(|x⃗|+ x7)
. (7.11d)

これはKK5ブレーンもしくはKKモノポール (KK-monopole)と呼ばれる。特に 6789-

方向の空間は「Taub-NUT空間」という名前の付いた非コンパクトな hyper-Kähler空間

である。これにさらにT-dualityを実行する。そのために x8-方向をコンパクト化して、

さらに並進対称性を与えるために x8-依存性をなめす (smearing)。その後 x8-方向に沿っ

てT-dualityを実行することで、522ブレーン系の配位が得られる:

ds2 = ds2012345 +H
{
(dρ)2 + ρ2(dϑ)2

}
+
H

K

{
(dy8)2 + (dy9)2

}
, (7.12a)

B89 = −σϑ
K

, e2ϕ =
H

K
, (7.12b)

H = h+ σ log
µ

ρ
, K = H2 + (σϑ)2 . (7.12c)

(ρ, ϑ, y8, y9)-方向はブレーンに垂直な方向である。ただし (y8, y9)-方向はトーラスにコ

ンパクト化されているため、開いた方向は実質的に (ρ, ϑ) の 2方向のみである。µ は

ある適当なパラメータであるが、調和関数 H が正に留まる ρ の範囲を指定する「赤外

cutoff」の役割を果たす。σ と h は適当な次元を持つ定数である。この配位を見れば一

目瞭然だが、ϑ-方向に沿ってゼロから 2πまで一周回っても、計量は自分自身に戻ってこ

ない。この系は非自明なモノドロミーを持つ。89-方向の計量と B場のみが非自明であ

るため、その上の generalized metric (7.6b) とその変換則 (7.8) を議論しよう。ϑ での

generalized metricをMMN(ϑ) と表記して、ϑ = 0 と ϑ = 2π をつなぐ変換行列 Ω を評

価する [138,142,143]:

MMN(ϑ) =
1

H


1 0 0 −σϑ
0 1 +σϑ 0

0 +σϑ K 0

−σϑ 0 0 K

 , (7.13a)

MMN(2π) ≡ (ΩTM(0)Ω)MN , (7.13b)
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Ω =


1 0 0 −2πσ
0 1 +2πσ 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (7.13c)

(7.8) と比較してすぐに分かるように、これは「522ブレーンを中心にして ϑ-方向に沿っ

て移動した」だけにも関わらず、β成分が非自明になっている。つまりT-duality変換を

含む非自明なモノドロミーを持つ。このため、ϑ = 0 から ϑ = 2π に戻ってきても一般

座標変換やB場のゲージ変換ではずれが吸収できず、gmn の一価性が破綻する。ちなみ

に、(7.10) と (7.11) のそれぞれについて 8-方向をコンパクト化したNS5ブレーン (KK5

ブレーン)である “defect NS5ブレーン”(“defect KK5ブレーン”)についても、それぞれ

次の様にモノドロミー行列 Ω を構成できる:

ΩdNS5 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 −2πσ 1 0

+2πσ 0 0 1

 , ΩdKK5 =


1 0 0 0

−2πσ 1 0 0

0 0 1 +2πσ

0 0 0 1

 . (7.14)

(7.8) と比較すると、ΩdNS5 は Θ成分が、ΩdKK5 は A,D成分が、それぞれ非自明であ

る。これらはそれぞれB場のゲージ変換や一般座標変換で吸収できるため、系の一価性

が保たれる。これに基づいて、defect NS5ブレーンや defect KK5ブレーンはエキゾチッ

クブレーンと見なされることはない。

(7.13) の様な 522ブレーンの性質のため、通常の一般相対論などではこの振る舞いは病

的だとされ捨てられる。しかしこの計量の多価性は超弦理論の T-duality変換によって

生み出されたものである。この性質はフラックスコンパクト化で導入された generalized

geometryや doubled formalismに相通じるものがある。事実この 522ブレーンが作り出す

背景時空はT-dualityに起因するため T-foldの典型例である [138]。さらにこれは (7.4)

では Q-flux を持つ空間 (locally geometric but globally nongeometric background) とし

ての具体例でもある 26。

522ブレーンの研究は 2010年以後積極的に進められている。doubled geometry の視点

で菊池・岡田・酒谷がエキゾチックブレーンのまわりでの弦の振る舞いを考察し [142]、

超重力理論の視点での包括的な議論が de Boerと重森によってなされた [143]。また、筆

者達は弦の世界面の理論の視点に立ってこの 522ブレーンを考察した [144–147]。ここで

用いている手法は gauged linear sigma model (GLSM)と呼ばれる 2次元ゲージ理論であ

26(7.5) の視点に立てば、NS5ブレーン (7.10), KK5ブレーン (7.11) はそれぞれ H-flux、f -flux があ
る空間である。
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る。この模型は元来がCalabi-Yau空間上の超弦理論をCFT的に記述して位相不変量を

評価したり、ミラー双対を構築したりする際に威力を発揮する模型である [53,148,149]。

また別の視点で、ブレーンの世界体積の理論の構築の研究は [150–152] などがある。

7.4 低次元超重力理論のゲージ化7.4 低次元超重力理論のゲージ化

第 4.1節において、11次元超重力理論をトーラスコンパクト化することで低次元極大

超重力理論が登場する事を簡単に紹介した。ただしそこで登場する超重力理論には非可

換ゲージ理論 (Yang-Mills理論)は結合しておらず、可換ゲージ群が登場するのみであ

る。非可換ゲージ理論に格上げするには U-duality群の一部をゲージ化すると良いが、

一筋縄では行かなかった。これについて系統的な構築方法が 2000年代前半から進展し

ている。それを “embedding tensor formalism”と呼ぶ。この定式化における重要な文献

は [153,154] である。端的に言えば、極大超重力理論が持つU-duality群G0の生成子 tα

をゲージ群 G の生成子 TM に格上げするために

TM ≡ ΘM
α tα , (7.15a)

[TM , TN ] = iTMN
P TP , TMN

P = ΘM
α (tα)N

P , (7.15b)

というパラメータ (embedding tensor) ΘM
α を導入する。新しい生成子 TM と超重力理

論に元々存在する可換ゲージ場 WM
µ を用いて微分を共変微分

∂µ → Dµ = ∂µ − i gWM
µ TM , (7.16)

に置き換える。ここまでは通常のゲージ化と同じである。重要な飛躍は、

T(MN)
P TP = 0 , (7.17)

ではあっても「T(MN)
P はゼロである必要はない」として理論の拡大に余地を与えたこと

である。この余地の導入により、物理的・非物理的なテンソル場の結合を系統的に出来る

ようになった [155,156]。embedding tensor formalism によって、(半)極大超重力理論は

ほぼ全ての次元でゲージ化が完成している (例えば [23, 157–162] や講義録 [163] などを

参照)。8個の超対称生成子を持つ超重力理論のゲージ化の完備が急がれている [164]27。

27なお、筆者は [165,166] にて [164] の解説を行っている。
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7.5 超弦理論における時空のコンパクト化の真の理解へ7.5 超弦理論における時空のコンパクト化の真の理解へ

現時点では「低次元超重力理論は全てが超弦理論から導出されるとは考えにくい」と

いう見解が一般的である。超弦理論のコンパクト化で得られる場の理論より、低次元そ

れぞれで構成される場の理論の方がはるかに豊富だと考えられているからである。し

かし一方で、先の nongeometric string background と embedding tensor とは密接な関

係にあると考える研究者は多い [123]。例えば、(7.3) に登場する (non)geometric flux

charges eΛ
K , eΛL, m

ΣK , mΣ
L と embedding tensor ΘM

α の間には深い関係 (もしくは同

一視)が見出せると考えられている。またエキゾチックブレーンが nongeometric string

backgroundの典型例であると既に述べたが、エキゾチックブレーンと embedding tensor

の関係も研究されている [167–171]。エキゾチックブレーンとゲージ化された超重力理

論の関係が見出せると、弦特有の性質 (の一部)が点粒子の理論である超重力理論の変形

因子として見えることになる。つまり一般相対論からの自然な拡張と見做すことが出来

て、エキゾチックブレーンに懐疑的な人でも心理的に抵抗がなくなるかもしれない。さ

らに進めて、exceptional generalized geometry や exceptional field theory といった野心

的な拡張とゲージ化された超重力理論の関係が明確に見出せる可能性もある。こうなれ

ば、ひょっとしたら低次元の全ての場の理論が高次元理論から構成できるかもしれない

という期待が高まってくる 28。これらを背景として、2014年 3月に京都大学基礎物理学

研究所にてモレキュール型国際研究会「Exotic Structures of Spacetime」が開催された。

webpage [173] を訪れると、問題点などを紹介し議論するスライドが見つかるだろう。

超弦理論のコンパクト化を推し進める過程で発見した新しい幾何学が、一般相対論と

いう点粒子で眺める宇宙像に対して飛躍的な拡張を促している。そのため、nongeometric

string backgrounds を追究するうちに、我々の思いもしない方向から自然に対する面白

い知見が得られるのではないかと、大いに期待できる。最後に、筆者が 2014年現在持っ

ている見解を以下に掲載しておこう:

これまでは、超弦理論を扱いながらも「弦の運動量空間に共役な座標空間のみ」が

時空であった。これは点粒子が感じる時空像 (つまりアインシュタインによるリーマ

ン幾何学を用いた一般相対論)を越えていない。超弦理論が時空の量子論を矛盾なく

記述するならば、T-dualityの下で運動量モードと同等な「弦の巻き付きモード」と

巻き付きモードに共役な「双対座標空間」も、時空の記述に寄与すべきである。

28この点について、筆者は 2013年 2月に理化学研究所で開催された研究会「エキゾチック時空幾何と
その応用」にて講演を行った [172]。
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付 録付 録

A 表記法や定義・約束事A 表記法や定義・約束事

A.1 添字についての原則ルールA.1 添字についての原則ルール

あくまでも原則だが、場の添字について次の様な記述のルールを採用する:

高次元時空の曲がった空間の添字 : M,N,P, . . ., 0, 1, 2, 3, . . .

高次元時空の接空間の添字 : A,B,C, . . ., 0̂, 1̂, 2̂, 3̂, . . .

4次元 (低次元)時空の曲がった空間の添字 : µ, ν, ρ, . . ., 0, 1, 2, 3, . . .

4次元 (低次元)時空の接空間の添字 : a, b, c, . . ., 0̂, 1̂, 2̂, 3̂, . . .

コンパクト化された曲がった空間の添字 : m,n, p, . . ., 1, 2, 3, . . .

ここで「高次元」「低次元」とは相対的な表現に過ぎない。考えている理論をコンパク

ト化する前後での表記だと思ってもらって良い。4次元時空の接空間の添字 a, b, . . . は

しばしば他の意味の添字にも用いられるが、あまり混乱はないと思われる。

A.2 完全反対称テンソルの扱いA.2 完全反対称テンソルの扱い

反対称テンソルの縮約ルールについては次の表記を用いている [6, 8]:

|Fp|2 ≡
1

p!
gM1N1 · · · gMpNp FM1···Mp FN1···Np

=
1

p!
ηA1B1 · · · ηApBp FA1···Ap FB1···Bp .

(A.1)

テンソル添字について完全 (反)対称化の記号は次のとおり:

完全対称 : T(A1A2···Ap) =
1

p!

(
TA1A2···Ap + TA2A1···Ap + permutations

)
, (A.2a)

完全反対称 : T[A1A2···Ap] =
1

p!

(
TA1A2···Ap − TA2A1···Ap ± permutations

)
. (A.2b)

Dirac のガンマ行列はこの表記を頻繁に行う。その具体例を挙げておこう:

ΓABC ≡ Γ[AΓBΓC]

=
1

3!

(
ΓAΓBΓC + ΓBΓCΓA + ΓCΓAΓB − ΓBΓAΓC − ΓCΓBΓA − ΓAΓCΓB

)
.

(A.3)
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A.3 Dirac のガンマ行列A.3 Dirac のガンマ行列

様々な時空次元での Dirac のガンマ行列 ΓA をここで用意しておく (詳細は付録Bを

参照)。ΓA は次の Clifford 代数に従う:

{ΓA,ΓB} = 2ηAB , ηAB = diag.(−,+,+, . . . ,+) . (A.4)

これにより、即座に次が言える:

(ΓA)† = ΓA = −Γ0̂ΓA(Γ0̂)−1 . (A.5)

カイラリティ演算子は次で定義される:

Γ ≡ i−k Γ0̂Γ1̂ · · ·Γ ˆ(D−1) , D = 2k + 2 . (A.6)

大変有用な恒等式をここで紹介する [1]:

ΓA1A2···ApΓB1B2···Bq

=

min(p,q)∑
k=0

(−1)
k
2
(2p−k−1) p! q!

(p− k)!(q − k)! k!
δ
[A1

[B1
· · · δAk

Bk
Γ
Ak+1···Ap]

Bk+1···Bq ]
. (A.7)

A.4 Lorentz 代数の表現A.4 Lorentz 代数の表現

Lorentz 代数は生成子 MAB を用いて次の様に与えられる 29:

i [MAB,MCD] = ηAC MBD + ηBD MAC − ηAD MBC − ηBC MAD . (A.8)

生成子 MAB がスカラー・ベクトル (テンソル)・スピノールに作用するときのそれぞれ

の表現を与える:

MAB = 0 スカラー , (A.9a)

(MCD)
A
B = i (δAC ηBD − δAD ηBC) ベクトル (テンソル) , (A.9b)

MAB =
i

2
ΓAB =

i

4
[ΓA,ΓB] スピノール . (A.9c)

29 [2, 6] の Lorentz 生成子の定義とは逆符号。
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SO(3, 1) Lorentz 対称性を持つ 4次元時空ではMajoranaスピノールかWeylスピノー

ルが既約であるということは、場の理論の教科書に記述されている。一般の SO(D−1, 1)
Lorentz 対称性を持つ D 次元時空ではどのような既約スピノールが定義できるか。それ

をまとめておく。ここでは [2, 6, 8] などに従う。その他にも [174] などがある。

全ては Clifford 代数から始まる:

{ΓA,ΓB} = 2ηAB , ηAB = diag.(−,+,+, . . . ,+) . (B.1)

時空計量の符号の関係で、Γ0̂ のみが反エルミートであり、残りは全てエルミートであ

る。それを一言で表現すると次の様になる:

(ΓA)† = ΓA = −Γ0̂ΓA(Γ0̂)−1 . (B.2)

これに従うスピノールを構築する。偶数次元と奇数次元で少し議論が異なるので、ま

ずは偶数次元から扱う。

スピノールは本来時空の各点での接空間で定義されるのだが、ここの議論は全て平坦

な時空で議論するため、区別はあまりしない。そのためこれ以後は接空間の添字を示す

添字の hat記号ˆを省略する。

B.1 偶数次元 D = 2k + 2 でのスピノールB.1 偶数次元 D = 2k + 2 でのスピノール

ガンマ行列を次の様に定義しなおす:

Γ0± ≡ 1

2
(±Γ0 + Γ1) , Γa± ≡ 1

2
(Γ2a ± iΓ2a+1) , a = 1, . . . , k . (B.3)

これは次を満足する:

{Γa+,Γb−} = δab , {Γa+,Γb+} = 0 = {Γa−,Γb−} . (B.4)

これから (Γa+)2 = 0 = (Γa−)2 であるため、フェルミオン的な生成・消滅演算子と同じ

様な役割を果たす。ここで、全ての Γa−, Γ0− の作用で消滅する「状態」を定義しよう:

Γa−ζ = 0 , Γ0−ζ = 0 . (B.5)
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この状態に Γa+ や Γ0+ を作用させると、合計で 2k+1 通りの状態が構築できる。それを

次で表現しよう:

ζ(s) ≡ (Γk+)sk+
1
2 (Γk−1,+)sk−1+

1
2 · · · (Γ0+)s0+

1
2 ζ , (B.6a)

s = (s0, s1, . . . , sk) , s0, sa = ±1

2
. (B.6b)

これを、D = 2k + 2 次元のスピノール表現 (Dirac 表現) と呼ぶ。この ζ(s) は (反)エル

ミート行列を用いて定義されるので、一般に複素数に値を持つ。つまり Dirac 表現は実

数で 2 · 2k+1 自由度持っている。

B.1.1 行列表記B.1.1 行列表記

各偶数次元でガンマ行列がどのような行列で表記できるかを考察しよう。いきなり

D = 2k + 2 次元での行列表記を求めるのではなく、D = 2 から順番に構築する。

D = 2 (つまり k = 0) でのスピノール表現を縦ベクトルの様に並べる:

ζ(0) ≡

(
ζ

Γ0+ζ

)
. (B.7)

これに左から Γ0 = Γ0+ − Γ0− もしくは Γ1 = Γ0+ + Γ0− を作用させて行列表記を得る:

Γ0,1ζ(0) = (Γ0+ ∓ Γ0−)

(
ζ

Γ0+ζ

)
=

(
Γ0+ζ ∓���Γ0−ζ

����(Γ0+)2ζ ∓ Γ0−Γ0+ζ

)

=

(
Γ0+ζ

±�����Γ0+Γ0−ζ ∓ ζ

)
=

(
0 1

∓1 0

)(
ζ

Γ0+ζ

)
, (B.8a)

∴ Γ0 = σ1 , Γ1 = iσ2 . (B.8b)

ここで σi は Pauli 行列である。次に D = 4 (k = 1) の場合を考察する。上と同様に

ζ(1) ≡

(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
=


ζ

Γ0+ζ

Γ1+ζ

Γ1+Γ0+ζ

 , (B.9)

を用意し、これに ΓA (A = 0, 1, 2, 3) を作用させよう:

Γ0ζ(1) = (Γ0+ − Γ0−)

(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
=

(
iσ2 0

0 −iσ2

)(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
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B.1 偶数次元 D = 2k + 2 でのスピノール

= [(iσ2)⊗ σ3] ζ(1) , (B.10a)

Γ1ζ(1) = (Γ0+ + Γ0−)

(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
=

(
σ1 0

0 −σ1

)(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
= [σ1 ⊗ σ3] ζ(1) , (B.10b)

Γ2ζ(1) = (Γ1+ + Γ1−)

(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
=

(
0 1

1 0

)(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
= [1⊗ σ1] ζ(1) , (B.10c)

Γ3ζ(1) = −i(Γ1+ − Γ1−)

(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
=

(
0 −i1
i1 0

)(
ζ(0)

Γ1+ζ(0)

)
= [1⊗ σ2] ζ(1) . (B.10d)

以下、これを D = 2k+2 まで繰り返す。これにより、次の様に行列表記が得られる:

Γ0 = (iσ2)⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · · ⊗ σ3 , (B.11a)

Γ1 = σ1 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · · ⊗ σ3 , (B.11b)

Γ2 = 1⊗ σ1 ⊗ σ3 ⊗ · · · ⊗ σ3 , (B.11c)

Γ3 = 1⊗ σ2 ⊗ σ3 ⊗ · · · ⊗ σ3 , (B.11d)

Γ4 = 1⊗ 1⊗ σ1 ⊗ σ3 ⊗ · · · ⊗ σ3 , (B.11e)

Γ5 = 1⊗ 1⊗ σ2 ⊗ σ3 ⊗ · · · ⊗ σ3 , (B.11f)

...
...

ΓD−4 = 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ σ1 ⊗ σ3 , (B.11g)

ΓD−3 = 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ σ2 ⊗ σ3 , (B.11h)

ΓD−2 = 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ 1⊗ σ1 , (B.11i)

ΓD−1 = 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ 1⊗ σ2 . (B.11j)

ここでテンソル積は k + 1 個の 2× 2 行列についてである。

B.1.2 WeylスピノールB.1.2 Weylスピノール

次の演算子を定義しよう:

Sa ≡ Γa+Γa− − 1

2
, a = 0, 1, . . . , k . (B.12)
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B 様々な時空次元でのスピノール

これを ζ(s) に作用させると固有値 sa を与える:

Saζ
(s) = saζ

(s) . (B.13)

実はこの Sa は、Lorentz 代数の生成子 iδa,0M2a,2a+1 に等しい。

またさらにカイラリティ演算子を次で定義する:

Γ ≡ i−k Γ0Γ1 · · ·ΓD−1 . (B.14)

そして定義により即座に次が得られる:

Γ2 = +1 , {Γ,ΓA} = 0 = [Γ,MAB] , Γ = 2k+1S0S1 · · ·Sk . (B.15)

これにより、Γ が ζ(s) に作用した時、固有値 sa = −1
2
の数が偶数個あれば Γ は固有値

+1 を与え、固有値 sa = −1
2
の数が奇数個あれば Γ は固有値 −1 を与えることが分か

る。この分解で、ζ(s) は Γ の固有値によって Dirac 表現から Weyl 表現に既約分解さ

れる。

B.1.3 MajoranaスピノールB.1.3 Majoranaスピノール

Weyl表現とは異なる、Dirac表現 ζ(s)分解する操作が存在する。端的に言えば実数表現

である。つまり Diracスピノール ζ に対してその複素共役 ζ∗ があり、これらがある細工

の下で Lorentz群の変換の下で同等に振る舞う表現のことである。そのためガンマ行列の

複素共役についての性質を評価する。先ほど構成した表記 (B.11)では、Γ3,Γ5, . . . ,ΓD−1

は全て純虚数でそれ以外は実数である。この性質を用いて次を定義する:

B1 ≡ Γ3Γ5 · · ·ΓD−1 , B2 ≡ ΓB1 . (B.16)

これら Bi が作用したガンマ行列を考えよう:

B1Γ
0B−1

1 =
(
Γ3Γ5 · · ·ΓD−1

)
Γ0B−1

1 = (−1)k Γ0B1B
−1
1

= (−1)k Γ0∗ , (B.17a)

B1Γ
1B−1

1 =
(
Γ3Γ5 · · ·ΓD−1

)
Γ1B−1

1 = (−1)k Γ1B1B
−1
1

= (−1)k Γ1∗ , (B.17b)

B1Γ
2aB−1

1 =
(
Γ3Γ5 · · ·ΓD−1

)
Γ2aB−1

1 = (−1)k Γ2aB1B
−1
1

= (−1)k Γ2a∗ , (B.17c)
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B.1 偶数次元 D = 2k + 2 でのスピノール

B1Γ
2a+1B−1

1 =
(
Γ3Γ5 · · ·Γ2a−1︸ ︷︷ ︸

a−1

Γ2a+1 Γ2a+3 · · ·ΓD−1︸ ︷︷ ︸
k−a

)
Γ2a+1B−1

1

= (−1)(a−1)+(k−a) Γ2a+1B1B
−1
1 = (−1)k−1 Γ2a+1

= (−1)k Γ2a+1∗ , (B.17d)

B2Γ
0B−1

2 = ΓB1Γ
0B−1

1 Γ−1 = (−1)k ΓΓ0∗Γ−1

= (−1)k+1 Γ0∗ , (B.17e)

B2Γ
1B−1

2 = ΓB1Γ
1B−1

1 Γ−1 = (−1)k ΓΓ1∗Γ−1

= (−1)k+1 Γ1∗ , (B.17f)

B2Γ
2aB−1

2 = ΓB1Γ
2aB−1

1 Γ−1 = (−1)k ΓΓ2a∗Γ−1

= (−1)k+1 Γ2a∗ , (B.17g)

B2Γ
2a+1B−1

2 = ΓB1Γ
2a+1B−1

1 Γ−1 = (−1)k ΓΓ2a+1∗Γ−1

= (−1)k+1 Γ2a+1∗ . (B.17h)

よって、次が得られる (MAB = i
2
ΓAB):

B1Γ
AB−1

1 = (−1)k ΓA∗ , B1M
ABB−1

1 =
i

2
ΓAB∗ = −MAB∗ , (B.18a)

B2Γ
AB−1

2 = (−1)k+1 ΓA∗ , B2M
ABB−1

2 =
i

2
ΓAB∗ = −MAB∗ . (B.18b)

スピノールの無限小 Lorentz 変換は次で与えられている:

δζ = +
i

2
ωABM

ABζ . (B.19)

ここで ωAB はスピン接続であり、実数に値を持つ。この複素共役を評価する:

(δζ)∗ = − i

2
ωABM

AB∗ζ∗ = +
i

2
ωABBiM

ABB−1
i ζ∗ , (B.20a)

∴ δ(B−1
i ζ∗) = +

i

2
ωABM

AB(B−1
i ζ∗) . (B.20b)

これより、B−1
i ζ∗ は ζ と同じ Lorentz変換則を満たすことが分かった。よって ζ = B−1

i ζ∗

を満たす時、Dirac スピノールが既約分解される。この条件を Majorana 条件と呼び、

これを満たすものを Majorana スピノールと呼ぶ。

では Majorana 条件はどのようなときに成立するか？それは Majorana 条件を 2回課

したときに元に戻ってくるとき、つまり

ζ∗ = Biζ = Bi(B
∗
i ζ

∗) → BiB
∗
i = 1 , (B.21)
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B 様々な時空次元でのスピノール

となる B1 もしくは B2 が存在する時である。それぞれについて検証しよう:

B1B
∗
1 = (−1)k(Γ3Γ5 · · ·ΓD−1)(Γ3Γ5 · · ·ΓD−1)

= (−1)k(k+1)/2 , (B.22a)

B2B
∗
2 = ΓB1Γ

∗B∗
1 = (−1)kΓΓ∗B1B

∗
1 = (−1)kB1B

∗
1

= (−1)k(k−1)/2 . (B.22b)

つまり

B1 : k(k + 1) = 4m → k = 0, 3 (mod 4) → D = 2, 8 (mod 8) , (B.23a)

B2 : k(k − 1) = 4m → k = 0, 1 (mod 4) → D = 2, 4 (mod 8) , (B.23b)

のとき、Majorana 条件を課すことができることになる。

B.1.4 Majorana-WeylスピノールB.1.4 Majorana-Weylスピノール

カイラリティ演算子 Γ が Bi による変換でどのように振る舞うだろうか？

B1ΓB
−1
1 = (Γ3Γ5 · · ·ΓD−1)ΓB−1

1 = (−1)k ΓB1B
−1
1

= (−1)k Γ , (B.24a)

B1ΓB
−1
1 = i−k (B1Γ

0B−1
1 ) · · · (B1Γ

D−1B−1
1 ) = (−1)kD i−k Γ0∗ · · ·ΓD−1∗

= (−1)k Γ∗ , (B.24b)

B2ΓB
−1
2 = ΓB1ΓB

−1
1 Γ−1 = (−1)k Γ∗

= (−1)k Γ . (B.24c)

ここで D = 2k + 2 なので (−1)kD = 1 である。よって、Weyl スピノール Γζ± = ±ζ±
について Bi を作用させると、カイラリティの固有値が変化し得る:

BiΓζ± = ±Biζ± = ±(ζ±)∗

= (BiΓB
−1
i )Biζ± = (−1)k Γ(ζ±)∗ , (B.25a)

∴ Γ(ζ±)
∗ = ±(−1)k (ζ±)∗ . (B.25b)

このことより、次が示される:

k が偶数 (D = 0 mod 4) :

{
Bi による複素共役によりカイラリティは不変

→ Weyl 表現は自分自身に共役

(B.26a)
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k が奇数 (D = 2 mod 4) :

{
Bi による複素共役によりカイラリティが反転

→ Weyl 表現は別の共役表現を持つ

(B.26b)

この k が偶数の時、Weyl スピノールに Majorana 条件を課すことができて、Majorana-

Weyl スピノールとなる。

B.2 奇数次元 D = 2k + 3 でのスピノールB.2 奇数次元 D = 2k + 3 でのスピノール

奇数次元 D = 2k + 3 のとき、ガンマ行列は D = 2k + 2 の時の ΓA にカイラリティ

演算子 Γ が追加され、全部で 2k + 3 個のガンマ行列となる。この時 Γ は Lorentz 変

換の下で他の ΓA と混合するため、もはやカイラリティ演算子としての役割を果たさな

い。つまりスピノールに Weyl 表現が存在しなくなる。しかし Majorana スピノールは

定義できる。複素共役変換は次で与えられていたことを思い出す:

B1Γ
AB−1

1 = (−1)k ΓA∗ , B2Γ
AB−1

2 = (−1)k+1 ΓA∗ , (B.27a)

BiΓB
−1
i = (−1)k Γ∗ . (B.27b)

ΓA と Γ は Lorentz 変換の下で混合するため、複素共役変換も同等でなければならない。

すなわち奇数次元では B1 のみが用いられる。B1 の Majorana 条件は k = 0, 3 (mod 4)

でのみ性質していたので、奇数次元でもこれに従う。つまり、D = 2k+3 次元において

B1 によって Majorana スピノールが存在する次元は

D = 3, 9, 11 , (B.28)

であることになる。

B.3 荷電共役行列B.3 荷電共役行列

Majorana条件を議論するときに、スピノールの複素共役を用いた。実際にはスピノー

ルの荷電共役変換がそれを担う。荷電共役変換は行列 C を用いて次で定義される:

ζ ≡ iζ†Γ0 , ζc ≡ CζT = iC(Γ0)Tζ∗ , (B.29a)

s.t. CΓAC−1 ≡ η(ΓA)T , C†C ≡ 1 , C† = C−1 , η2 = +1 . (B.29b)
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B 様々な時空次元でのスピノール

ζc = ζ はスピノールとその複素共役の同等性を課すので、ユニタリーな荷電共役行列 C

を適切に与えることで、これを Majorana 条件の Bi で記述する事が出来る:

B−1
i ≡ iC(Γ0)T , C = iB−1

i (Γ0)T . (B.30)

どの Bi が選ばれるかは時空次元 (と好み)による。それを評価するため、(B.29) から演

繹される C の性質を掘り下げよう。主に偶数次元について議論するが、奇数次元は B1

を用いた議論にのみ従う。

ガンマ行列の荷電共役変換 (転置変換)から C についての 2通りの性質が読み取れる:

C(ΓA)TC−1 = η((ΓA)T)T = ηΓA =
1

η
CCΓAC−1C−1 , (B.31a)

ηΓA = C−T (ΓA)TCT =
1

η
(C−TC)ΓA(C−1CT) . (B.31b)

これより、CT と C−1 が、適当な定数 α, β を用いて C で表現できる:

C2 ≡ α−1 → C−1 = αC , (B.32a)

C−TC ≡ β−1 → CT = βC . (B.32b)

また、Majorana スピノールの荷電共役の定義 ζ = CζT の転置から

ζ = ζTC−T = αβζTC , (B.33)

が得られるが、慣習によって ζ = ζTC にしたいので、

αβ ≡ 1 , (B.34)

に固定する。荷電共役の定義をさらに評価すると次の様になっている:

ζ = CζT = iC(Γ0)Tζ∗ , (B.35a)

ζ† = −iζT((Γ0)†)TC† = iζT(Γ0)TC−1 , (B.35b)

∴ ζ = iζ†Γ0 = −ζT(Γ0)TC−1Γ0 = −1

η
ζTCΓ0C−1C−1Γ0 =

α

η
ζ . (B.35c)

途中で (Γ0)† = −Γ0 を用いた。これにより、α と η が関連する。β は α に関連してい

たので、次が得られる:

α = η , αβ = 1 = η2 → α = β = η = ±1 . (B.36)
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つまり、荷電共役行列 C は次の性質を持つ:

CΓAC−1 = η(ΓA)T , C† = C−1 = CT = ηC , η = ±1 . (B.37)

定数 η の適切な選択を吟味する。B−1
i = iC(Γ0)T を用いて次を準備しよう:

B−T
i = iΓ0CT = iβΓ0C , (B.38a)

BT
i =

1

iβ
C−1(Γ0)−1 =

iα

β
CΓ0 = iCΓ0 . (B.38b)

では、Bi による ΓA の複素共役変換 (の転置)を評価する:

(−1)k ΓA∗ = B1Γ
AB−1

1 , (B.39a)

(−1)k+1 ΓA∗ = B2Γ
AB−1

2 , (B.39b)

(−1)k (ΓA)† = (−1)k+1 Γ0ΓA(Γ0)−1 = B−T
1 (ΓA)TBT

1

= (iβΓ0C)
(1
η
CΓAC−1

)
(iCΓ0) = − β

αη
Γ0ΓAΓ0

=
1

η
Γ0ΓA(Γ0)−1 , (B.39c)

(−1)k+1 (ΓA)† = (−1)k+2 Γ0ΓA(Γ0)−1 = B−T
2 (ΓA)TBT

2

= (iβΓ0C)
(1
η
CΓAC−1

)
(iCΓ0) = − β

αη
Γ0ΓAΓ0

=
1

η
Γ0ΓA(Γ0)−1 , (B.39d)

∴ 1 =

{
(−1)k+1 η for B1 ,

(−1)k η for B2 .
(B.39e)

これにより、時空次元と荷電共役変換の定数 η の関係が定まる:

D 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B1 η = −1 η = −1 − − − − η = +1 η = +1 η = −1 η = −1
B2 η = +1 − η = −1 − − − − − η = +1 −

B.4 シンプレクティック Majorana スピノールB.4 シンプレクティック Majorana スピノール

Diracスピノール ζ に対して複素共役 ζ∗が ζ と同じ振る舞いを示すもの、つまり ζc = ζ

がMajoranaスピノールであった。これが成立する時空次元はD = 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11で

あった。Majorana条件を満たさないD = 5, 6, 7についても、実は似た条件を課すことがで
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B 様々な時空次元でのスピノール

きる [2]。ただし自分自身について共役ではなく、偶数個のスピノール ζ i (i = 1, 2, . . . , 2n)

について

(ζ i)c ≡ ζi = Ωij ζ
j , (B.40a)

Ωij = −Ωji , (Ωij)
∗ = Ωij , Ωik Ωkj = −δij , (B.40b)

を満たす定数行列 Ωij が存在するとき、という様に条件を緩和する。そして D = 5, 6, 7

のときにこれを満たす Ωij を構成することが可能である。これを満たす時の ζ i をシン

プレクティック (symplectic) Majorana スピノールと呼び、Dirac スピノールを半分に分

解することで得られる。ただし定義により ζ i は偶数個必要であり、ζ i が奇数個存在す

る系は構成できない。そのためシンプレクティックMajoranaスピノールにまで分解せ

ずにDiracスピノールのままで議論しても良い場合がある。

以上、任意の時空次元において Dirac スピノール、Weyl スピノール、(シンプレク

ティック) Majoranaスピノール、そして (シンプレクティック) Majorana-Weylスピノー

ルが定義できた。それをまとめたものが第 3.1節の表 3である。

B.5 Euclid計量を持つ空間でのスピノールB.5 Euclid計量を持つ空間でのスピノール

Lorentz 対称性の代わりにSO(d) 回転対称性を持つ d次元Euclid空間上のスピノール

の分類を、結果だけまとめておく。導出方法は Lorentz 計量を持つ空間と同様である。

Clifford代数の定義から、SO(d)回転のEuclid空間では全てのガンマ行列がエルミート

である。

空間次元 d 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Dirac 2C 2C 4C 4C 8C 8C 16C 16C 32C 32C

Majorana 2R − − − 8R 8R 16R 16R 32R −
s-Majorana − 2R 4R 4R − − − − − 32R

Weyl 1C(C) − 2C(S) − 4C(C) − 8C(S) − 16C(C) −
Majorana-Weyl − − − − − − 8R − − −
s-Majorana-Weyl − − 2R − − − − − − −

表 17 : SO(d) 回転対称性を持つ d次元 Euclid空間でのスピノール

表 17のそれぞれの添字は各成分の体を示し、Weylスピノールの欄における記号 “(S)”

と “(C)” はそれぞれ、複素共役変換において「自分自身が複素共役」「複素共役である

別の表現がある」ことを意味する。“s-” は「シンプレクティック」の略である。
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B.6 SO(d− 2, 2) 回転対称性を持つ空間でのスピノール

B.6 SO(d− 2, 2) 回転対称性を持つ空間でのスピノールB.6 SO(d− 2, 2) 回転対称性を持つ空間でのスピノール

SO(d− 2, 2) 回転対称性を持つ d次元空間上のスピノールの分類を結果だけまとめて

おく。導出方法は Lorentz 計量を持つ空間と同様であるが、計量と Clifford 代数の定義

ds2 = −(dx0)2 − (dx1)2 + (dx2)2 + . . .+ (dxd−1)2 = ηMN dxM dxN , (B.41a)

ηAB = diag.(−,−,+,+, . . . ,+) , (B.41b)

{ΓA,ΓB} = 2ηAB , (B.41c)

から、Γ0 と Γ1 は反エルミートで、残りがエルミートである。

空間次元 d 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Dirac 2C 2C 4C 4C 8C 8C 16C 16C 32C 32C 64C

Majorana 2R 2R 4R 4R 8R − − − 32R 32R 64R

s-Majorana − − − − − 8R 16R 16R − − −
Weyl 1C(C) − 2C(S) − 4C(C) − 8C(S) − 16C(C) − 32C(S)

Majorana-Weyl − − 2R − − − − − − − 32R

s-Majorana-Weyl − − − − − − 8R − − − −

表 18 : SO(d− 2, 2) 回転対称性を持つ d次元空間でのスピノール

表 18のそれぞれの添字は各成分の体を示し、Weylスピノールの欄における記号 “(S)”

と “(C)” はそれぞれ、複素共役変換において「自分自身が複素共役」「複素共役である

別の表現がある」ことを意味する。“s-” は「シンプレクティック」の略である。

- 73 -

Soryushiron Kenkyu



C EINSTEIN-HILBERT作用

C Einstein-Hilbert作用C Einstein-Hilbert作用

超重力理論では、筆者ごともしくは時代ごとに、時空の符号や曲率の定義が異なって

いる場合がある。ここでは Einstein-Hilbert 作用の符号・Ricci テンソル・時空の符号・

曲率についての分類をまとめておいた。全ての文献を調べ尽くすのは不可能であるため、

筆者がこれまでに参考にした文献 (のごく一部)についてのみ触れる:

作用 Ricci テンソル 時空の符号 曲率 文献

LEH = +
1

2
R

Rµν = Rρ
µρν

(−,+,+,+) Rµ
νρσ = +2(∂[ρΓ

µ
σ]ν + Γµ

[ρ|λ|Γ
λ
σ]ν) [1, 2, 6, 8, 9, 58,64]

(+,−,−,−) Rµ
νρσ = −2(∂[ρΓµ

σ]ν + Γµ
[ρ|λ|Γ

λ
σ]ν) [175]

Rµν = Rρ
µνρ

(−,+,+,+) Rµ
νρσ = −2(∂[ρΓµ

σ]ν + Γµ
[ρ|λ|Γ

λ
σ]ν)

(+,−,−,−) Rµ
νρσ = +2(∂[ρΓ

µ
σ]ν + Γµ

[ρ|λ|Γ
λ
σ]ν)

LEH = −1

2
R

Rµν = Rρ
µρν

(−,+,+,+) Rµ
νρσ = −2(∂[ρΓµ

σ]ν + Γµ
[ρ|λ|Γ

λ
σ]ν) [15,22,164,176,177]

(+,−,−,−) Rµ
νρσ = +2(∂[ρΓ

µ
σ]ν + Γµ

[ρ|λ|Γ
λ
σ]ν) [178]

Rµν = Rρ
µνρ

(−,+,+,+) Rµ
νρσ = +2(∂[ρΓ

µ
σ]ν + Γµ

[ρ|λ|Γ
λ
σ]ν) [7]

(+,−,−,−) Rµ
νρσ = −2(∂[ρΓµ

σ]ν + Γµ
[ρ|λ|Γ

λ
σ]ν) [63]

つまりは、作用やテンソルの符号における約束事が文献によって異なっているのだが、

その様子を簡単に次の様にまとめることができる [64]:

e−1L = −s1(∂µϕ)2 +
s1s3
2κ2

R− 1

4
FµνF

µν , (C.1a)

Rµ
νρσ = s2

(
∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓµ

νρ + Γµ
λρΓ

λ
νσ − Γµ

λσΓ
λ
νρ

)
, (C.1b)

8πTµν = s3

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
, T00 ≥ 0 , (C.1c)

s2s3Rµν = Rρ
νρµ , (C.1d)

Dµψ =
(
∂µ +

s2
4
ωµ

abγab

)
ψ , DµV

a = ∂µV
a + s2ωµ

a
bV

b . (C.1e)

例えば B. de Wit [164] の符号は

(s1, s2, s3) = (+,−,−) ,

であり、[64] や [1, 2, 6, 8] などのそれは (+,+,+)。[63] は (−,−,+) である。
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D 不変テンソル・体積要素・Hodge双対D 不変テンソル・体積要素・Hodge双対

D.1 Lorentz計量の時空における不変テンソル・体積要素・Hodge双対D.1 Lorentz計量の時空における不変テンソル・体積要素・Hodge双対

Lorentz計量の時空における不変テンソルや体積要素を定義しておく必要がある。添

字の走りを簡単にするため、4次元で書いておこう (一般の D次元への拡張は自明):

ϵ0̂1̂2̂3̂ ≡ +α , ϵ0̂1̂2̂3̂ = −α , (D.1a)

ϵabcd = e−1 εµνρσ eµ
aeν

beρ
ceσ

d , ϵabcd = e εµνρσ ea
µeb

νec
ρed

σ , (D.1b)

εµνρσ = e ϵabcd ea
µeb

νec
ρed

σ , εµνρσ = e−1ϵabcd eµ
aeν

beρ
ceσ

d , (D.1c)

ϵabcdϵabcd = −4!α2 , εµνρσεµνρσ = −4!α2 , (D.1d)

ϵabcdϵebcd = −3!α2δae , εµνρσελνρσ = −3!α2δµλ , (D.1e)

ϵabcdϵefcd = −2! · 2!α2δabef , εµνρσελτρσ = −2! · 2!α2δµνλτ , (D.1f)

δabef =
1

2!

(
δaeδ

b
f − δafδbe

)
. (D.1g)

体積要素についていくつかの関係式を列挙して、スケール因子を固定しよう:

(vol.)4 = e0̂ ∧ e1̂ ∧ e2̂ ∧ e3̂ = − 1

4!α
ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

= eµ
0̂eν

1̂eρ
2̂eσ

3̂ dxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ ≡ e d4x , (D.2a)

ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed ≡ β ϵabcd e0̂ ∧ e1̂ ∧ e2̂ ∧ e3̂ = β ϵabcd(vol.)4 , (D.2b)

d4x = dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ≡ a εµνρσ dx
µ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ , (D.2c)

dxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ ≡ b εµνρσd4x . (D.2d)

規格化因子 α とは別にスケール因子 β, a, b を導入した。それぞれは恒等式で関係付く:

ϵabcd e
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = β ϵabcdϵ

abcd(vol.)4 = −4!α2β(vol.)4 = −4!α(vol.)4 , (D.3a)

εµνρσ dx
µ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ = b εµνρσ ε

µνρσd4x = −4!α2b d4x =
1

a
d4x , (D.3b)

e a εµνρσ dx
µ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ = a ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = −4!aα(vol.)4 ≡ (vol.)4 .

(D.3c)

これにより以下が導かれる:

α2β = α , ab = − 1

4!α2
, 1 = −4! aα , (D.4a)

∴ β =
1

α
, a = − 1

4!α
, b =

1

α
. (D.4b)
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D 不変テンソル・体積要素・HODGE双対

α は任意。このノートでは α ≡ +1 とする (事が多い)が、[164] では α = +i である。厳

密に言えば、ϵabcd はテンソルであるが εµνρσ は完全反対称記号でありテンソルではない。

Hodge 双対の定義を次の通りとする。全て 4次元接空間で行う:

∗1 ≡ 1

0! · 4!
ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = −α (vol.)4 , (D.5a)

∗ω1 = ∗
(
ωa e

a
)
≡ 1

1! · 3!
ωa ϵabcd e

b ∧ ec ∧ ed ≡ 1

3!
Wbcd e

b ∧ ec ∧ ed , (D.5b)

∗ω2 = ∗
( 1

2!
ωab e

a ∧ eb
)
≡ 1

2! · 2!
ωab ϵabcd e

c ∧ ed ≡ 1

2!
Wcd e

c ∧ ed , (D.5c)

∗(vol.)4 = ∗
(
− 1

4!α
ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
≡ − 1

4! · 0!α
ϵabcdϵabcd = α , (D.5d)

Wbcd = ωa ϵabcd , Wcd =
1

2!
ωab ϵabcd , (D.5e)

W bcd = ωa ϵ
abcd , W cd =

1

2!
ωab ϵ

abcd . (D.5f)

ここでHodge双対を 2回作用する操作を評価する:

∗(∗1) = ∗
(
− α(vol.)4

)
= −α2 , (D.6a)

∗(∗ω1 ) = ∗
( 1

3!
Wabc e

a ∧ eb ∧ ec
)

=
1

3! · 1!
W abc ϵabcd e

d =
1

3! · 1!
ωe ϵ

eabcϵabcd e
d

=
1

3!
ωe

(
+ 3!α2 δed

)
ed = +α2ωc e

c , (D.6b)

∗(∗ω2 ) = ∗
( 1

2!
Wcd e

c ∧ ed
)

=
1

2! · 2!
W cd ϵcdab e

a ∧ eb =
1

(2!)3
ωef ϵ

efcd ϵcdab e
a ∧ eb

=
1

(2!)3
ωef

(
− (2!)2α2δefab

)
ea ∧ eb = −α

2

2!
ωab e

a ∧ eb , (D.6c)

∗(∗(vol.)4 ) = ∗α = −α2(vol.)4 . (D.6d)

これより次が確認できる:

∴ ∗ ∗ 1 = −α2 , ∗ ∗ (vol.)4 = −α2(vol.)4 . (D.7)

これを拡張して、D次元 Lorentz 時空での Hodge 双対を一般に次の様に定める:

ωp =
1

p!
ωa1···ap e

a1 ∧ · · · ∧ eap =
1

p!
ωµ1···µp dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (D.8a)

∗ωp =
1

p!(D − p)!
ωa1···ap ϵa1···apb1···bD−p

eb1 ∧ · · · ∧ ebD−p

=

√
|gD|

p!(D − p)!
ωµ1···µp εµ1···µpν1···νD−p

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνD−p , (D.8b)

∗ ∗ ωp = (−1)p(D−p)+1 α2 ωp . (D.8c)
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D.2 Euclid計量の空間における不変テンソル・体積要素・Hodge双対

D.2 Euclid計量の空間における不変テンソル・体積要素・Hodge双対D.2 Euclid計量の空間における不変テンソル・体積要素・Hodge双対

Euclid 計量の空間における不変テンソルや体積要素を定義しておく必要がある。添字

の走りを簡単にするため、4次元で書いておこう (一般の D次元への拡張は自明):

ϵ1̂2̂3̂4̂ ≡ +α̃ , ϵ1̂2̂3̂4̂ = +α̃ , (D.9a)

ϵabcd = e−1 εmnpq em
aen

bep
ceq

d , ϵabcd = e εmnpq ea
meb

nec
ped

q , (D.9b)

εmnpq = e ϵabcd ea
meb

nec
ped

q , εmnpq = e−1ϵabcd em
aen

bep
ceq

d , (D.9c)

ϵabcdϵabcd = +4! α̃2 , εmnpqεmnpq = +4! α̃2 , (D.9d)

ϵabcdϵebcd = +3!α2δae , εmnpqεrnpq = +3!α2δmr , (D.9e)

ϵabcdϵefcd = +2! · 2!α2δabef , εmnpqεrspq = +2! · 2!α2δmn
rs , (D.9f)

δabef =
1

2!

(
δaeδ

b
f − δafδbe

)
. (D.9g)

体積要素についていくつかの関係式を列挙して、スケール因子を固定しよう:

(vol.)4 = e1̂ ∧ e2̂ ∧ e3̂ ∧ e4̂ =
1

4!α̃
ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

= em
1̂en

2̂ep
3̂eq

4̂ dxm ∧ dxn ∧ dxp ∧ dxq ≡ e d4x , (D.10a)

ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed ≡ β̃ ϵabcd e1̂ ∧ e2̂ ∧ e3̂ ∧ e4̂ = β̃ ϵabcd(vol.)4 , (D.10b)

d4x = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 ≡ ã εmnpq dx
m ∧ dxn ∧ dxp ∧ dxq , (D.10c)

dxm ∧ dxn ∧ dxp ∧ dxq ≡ b̃ εmnpqd4x . (D.10d)

規格化因子 α̃ とは別にスケール因子 β̃, ã, b̃ を導入した。それぞれは恒等式で関係付く:

ϵabcd e
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = β̃ ϵabcdϵ

abcd(vol.)4 = 4!α̃2β̃(vol.)4 = 4!α̃(vol.)4 , (D.11a)

εmnpq dx
m ∧ dxn ∧ dxp ∧ dxq = b̃ εmnpq ε

mnpqd4x = +4!α̃2b̃ d4x =
1

ã
d4x , (D.11b)

e a εmnpq dx
m ∧ dxn ∧ dxp ∧ dxq = ã ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = 4!ãα̃(vol.)4 ≡ (vol.)4 .

(D.11c)

これにより以下が導かれる:

α̃2β̃ = α̃ , ãb̃ = +
1

4! α̃2
, 1 = 4! ã α̃ , (D.12a)

∴ β̃ =
1

α̃
, ã =

1

4! α̃
, b̃ =

1

α̃
. (D.12b)

α̃ は任意。このノートでは α̃ ≡ +1 とする事がある。厳密に言えば、ϵabcd はテンソルで

あるが εmnpq は完全反対称記号でありテンソルではない。
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D 不変テンソル・体積要素・HODGE双対

Euclid 空間での Hodge 双対の定義は次の通りとする。全て 4次元接空間で行う:

∗1 ≡ 1

0! · 4!
ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = α̃ (vol.)4 , (D.13a)

∗ω1 = ∗
(
ωa e

a
)
≡ 1

1! · 3!
ωa ϵabcd e

b ∧ ec ∧ ed ≡ 1

3!
Wbcd e

b ∧ ec ∧ ed , (D.13b)

∗ω2 = ∗
( 1

2!
ωab e

a ∧ eb
)
≡ 1

2! · 2!
ωab ϵabcd e

d ≡ 1

2!
Wcd e

c ∧ ed , (D.13c)

∗(vol.)4 = ∗
( 1

4!α̃
ϵabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
≡ 1

4! · 0!α̃
ϵabcdϵabcd = α̃ , (D.13d)

Wbcd = ωa ϵabcd , Wcd =
1

2!
ωab ϵabcd , (D.13e)

W bcd = ωa ϵ
abcd , W cd =

1

2!
ωab ϵ

abcd . (D.13f)

ここでHodge双対を 2回作用する操作を評価する:

∗(∗1) = ∗
(
α̃(vol.)4

)
= α̃2 , (D.14a)

∗(∗ω1 ) = ∗
( 1

3!
Wabc e

a ∧ eb ∧ ec
)

=
1

3! · 1!
W abc ϵabcd e

d =
1

3! · 1!
ωe ϵ

eabcϵabcd e
d

=
1

3!
ωe

(
− 3!α̃2 δde

)
ed = −α̃2ωc e

c , (D.14b)

∗(∗ω2 ) = ∗
( 1

2!
Wcd e

c ∧ ed
)

=
1

2! · 2!
W cd ϵcdab e

a ∧ eb =
1

(2!)3
ωef ϵ

efcd ϵcdab e
a ∧ eb

=
1

(2!)3
ωef

(
(2!)2α̃2δdeab

)
ea ∧ eb =

α̃2

2!
ωab e

a ∧ eb , (D.14c)

∗(∗(vol.)4 ) = ∗α̃ = α̃2(vol.)4 . (D.14d)

これより次が確認できる:

∗ ∗ 1 = +α̃2 , ∗ ∗ (vol.)4 = +α̃2(vol.)4 . (D.15)

これを拡張して、一般の D 次元 Euclid 空間での Hodge 双対を一般に次の様に定める:

ωp =
1

p!
ωa1···ap e

a1 ∧ · · · ∧ eap =
1

p!
ωm1···mp dxm1 ∧ · · · ∧ dxmp , (D.16a)

∗ωp =
1

p!(D − p)!
ωa1···ap ϵa1···apb1···bD−p

eb1 ∧ · · · ∧ ebD−p

=

√
|gD|

p!(D − p)!
ωm1···mp εm1···mpn1···nD−p

dxn1 ∧ · · · ∧ dxnD−p , (D.16b)

∗ ∗ ωp = (−1)p(D−p) α̃2 ωp . (D.16c)
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E 10次元超重力理論の運動方程式E 10次元超重力理論の運動方程式

E.1 IIA型超重力理論の場の方程式E.1 IIA型超重力理論の場の方程式

String frame における IIA 型超重力理論 (3.21) の場の運動方程式を列挙しておく:

0 = RMN −
1

2
RGMN +GMN

[
− 2∇2

0ϕ+ 4(∂Pϕ)
2
]
+ 2∇0

M∇0
Nϕ− 4∂Mϕ∂Nϕ

− 1

2
GMN

[(
4(∂Pϕ)

2 − 1

2
|H3 |2

)
− e2ϕ

2

(
|F2 |2 + |F̃4 |2

)]
+
(
4∂Mϕ∂Nϕ−

1

4
HMPQHN

PQ
)
− e2ϕ

2

(
FMPFN

P +
1

3!
F̃MPQRF̃N

PQR
)
, (E.1a)

0 =
1√
−G

∂M

[√
−G
(
e−2ϕHMPQ + F̃MNPQCN

)]
− 1

2 · (4!)2
e−1εMNPQRSTUVW FMNRSFTUVW , (E.1b)

0 =
1√
−G

∂M

(√
−G∂Mϕ

)
+

1

4
R− (∂Mϕ)

2 − 1

8
|H3 |2 , (E.1c)

0 =
1√
−G

∂M

(√
−GFMN

)
+

1

3!
F̃NMPQHMPQ , (E.1d)

0 =
1√
−G

∂M

(√
−G F̃MNPQ

)
− 1

4 · (3!)2
e−1εMNPQRSTUVW HRSTFMUVW . (E.1e)

E.2 IIB型超重力理論の場の方程式E.2 IIB型超重力理論の場の方程式

String frame における IIB 型超重力理論 (3.23) の運動方程式を列挙しておく:

0 = RMN −
1

2
RGMN +GMN

[
− 2∇2

0ϕ+ 4(∂Pϕ)
2
]
+ 2∇0

M∇0
Nϕ− 4∂Mϕ∂Nϕ

− 1

2
GMN

[(
4(∂Pϕ)

2 − 1

2
|H3 |2

)
− e2ϕ

2

(
|F1 |2 + |F̃3 |2 +

1

2
|F̃5 |2

)]
+
(
4∂Mϕ∂Nϕ−

1

4
HMPQHN

PQ
)

− e2ϕ

2

(
∂MC∂NC +

1

2
F̃MPQF̃N

PQ +
1

48
F̃MPQRSF̃N

PQRS
)
, (E.2a)

0 =
1√
−G

∂M

[√
−G
(
e−2ϕHMNP − F̃MNPC − 1

8
F̃MNPQRB

(2)
QR

)]
− 1

4 · 3!
F̃MQRNPFMQR +

1

5! · 3! · 2!
e−1εMNPQRSTUVW FMQRSTFUVW , (E.2b)

0 =
1√
−G

∂M

(√
−G∂Mϕ

)
+

1

4
R− (∂Mϕ)

2 − 1

8
|H3 |2 , (E.2c)
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E 10次元超重力理論の運動方程式

0 =
1√
−G

∂M

(√
−GFM

)
+

1

3!
F̃MNPHMNP , (E.2d)

0 =
1√
−G

∂M

[√
−G
(
F̃MNP +

1

8
F̃MNPQRB

(1)
QR

)]
+

1

4 · 3!
F̃MNPQRHMQR +

1

5! · 3! · 2!
e−1εMNPQRSTUVW FQRSTUHMVW , (E.2e)

0 =
1√
−G

∂M

(√
−G F̃MNPQR

)
+

1

(3!)2
e−1εMNPQRSTUVW HSTUFMVW . (E.2f)
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F ヘテロティック超重力理論F ヘテロティック超重力理論

10次元ヘテロティック超重力理論の一般的記述を列挙する。この表記は [179, 180] か

ら次の様に場の再定義を行ったものである:

ϕ−3
∣∣
[179]

=
1

κ210
exp(−2ϕ)

∣∣∣
here

, ωM
AB
∣∣
[179]

= −ωM
AB
∣∣
here

, (F.1a)

BMN

∣∣
[179]

=
√
2BMN

∣∣
here

, HMNP

∣∣
[179]

=

√
2

3
HMNP

∣∣∣
here

, (F.1b)

AM

∣∣
[179]

= −AM

∣∣
here

, χ
∣∣
[179]

= −χ
∣∣
here

, λ
∣∣
[179]

=
√
2λ
∣∣
here

, (F.1c)

ΨM , ϵ → 変更なし , (F.1d)

α = β = −κ
2
10

g210
= −2α′ , (κ210 = 2) . (F.1e)

文献 [11–13] は右辺の規格化に基づいて議論されている。第 3.4.4節へは、この章の表記

からさらに以下の再定義を行う:

√
2
{
ΨM , λ, χ, ϵ

}
here

=
{
ΨM , λ, χ, ϵ

}
3.4.4 節 , (2H3 )here = (H3 )3.4.4 節 , (F.2a)

(4α′)here = (α′)3.4.4 節 . (F.2b)

F.1 LagrangianF.1 Lagrangian

Green-Schwarz アノマリー相殺機構が内蔵され、フェルミオンの 4点相互作用まで含

んだ Lagrangian (string frame) を書き下す:

Ltotal = L0(R) + Lβ(F
2) + Lα(R

2) , (F.3a)

L0(R) =
1

2κ210

√
−G e−2ϕ

[
R(ω)− 1

3
HMNPH

MNP + 4(∂Mϕ)
2

−ΨMΓMNPDN(ω)ΨP + 8λΓMNDM(ω)ΨN + 16λ /D(ω)λ

+ 8ΨMΓNΓMλ (∂Nϕ)− 2ΨMΓMΨN (∂Nϕ)

+
1

12
HPQR

{
ΨMΓ[MΓPQRΓ

N ]ΨN + 8ΨMΓM
PQRλ− 16λΓPQRλ

}
+

1

48
ΨMΓABCΨM

{
2λΓABCλ+ λΓABCΓ

NΨN

− 1

4
ΨNΓABCΨN −

1

8
ΨNΓNΓABCΓ

PΨP

}]
, (F.3b)
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F ヘテロティック超重力理論

L (F 2) =
α′

2κ210

√
−G e−2ϕ

[
trV
(
FMNF

MN
)
+ 2 trV

{
χ /D(ω,A)χ

}
− 1

6
trV
(
χΓABCχ

)
ĤABC

+
1

2
trV
{
χΓMΓAB(FAB + F̂AB)

}(
ΨM +

2

3
ΓMλ

)
+

1

48
trV
(
χΓABCχ

)
ΨM

(
4ΓABCΓ

M + 3ΓMΓABC

)
λ

− 1

12
trV
(
χΓABCχ

)(
λΓABCλ

)
− β

96
trV
(
χΓABCχ

)
trV
(
χΓABCχ

)]
,

(F.3c)

L (R2) = − α′

2κ210

√
−g e−2ϕ

[
−RABMN(ω+)R

ABMN(ω+)

− 2ΨAB /D(ω(e,Ψ), ω+)ΨAB +
1

6
ΨABΓMNPΨABĤMNP

+
1

2
ΨABΓ

MΓNP
{
RAB

NP (ω+) + R̂AB
NP (ω+)

}(
ΨM +

2

3
ΓMλ

)
− 1

48

(
ΨABΓ

CDEΨAB

)
ΨM

(
4ΓCDEΓ

M + 3ΓMΓCDE

)
λ

+
1

12

(
ΨABΓCDEΨAB

)(
λΓCDEλ

)
− α

96

(
ΨABΓFGHΨAB

)(
ΨCDΓFGHΨCD

)]
.

(F.3d)

ただし各種接続を含む共変微分を次で定義している:

DM(ω,A,Γ)φk = ∂Mφ
k − i

2
ωM

AB(ΣAB)
k
l φ

l + (AM)kl φ
l + Γk

lM φl . (F.4)

なお、ゲージ群の生成子は [11–13,179] と同様に反エルミートである。

F.2 超対称変換F.2 超対称変換

α′ のゼロ次についての超対称変換則を与える:

δ0eM
A =

1

2
ϵΓAΨM , (F.5a)

δ0ΨM =
(
∂M +

1

4
ω−M

ABΓAB

)
ϵ+

{
ϵ
(
ΨMλ

)
−ΨM

(
ϵλ
)
+ ΓAλ

(
ΨMΓAϵ

)}
,

(F.5b)

δ0BMN = ϵΓ[MΨN ] , (F.5c)

δ0λ = −1

4
/Dϕ ϵ+

1

24
ΓABCϵ

(
ĤABC −

1

4
λΓABCλ

)
, (F.5d)
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F.2 超対称変換

δ0ϕ = −ϵλ , (F.5e)

δ0AM =
1

2
ϵΓMχ , (F.5f)

δ0χ = −1

4
ΓABϵ F̂AB +

{
ϵ
(
χλ
)
− χ

(
ϵλ
)
+ ΓAλ

(
χΓAϵ

)}
, (F.5g)

δ0ωM
AB(e,Ψ) = −1

4
ϵΓMΨAB − 1

2
ϵΓ[AΨM

B] − 1

2
ϵΓCΨM ĤABC . (F.5h)

ここで、右辺に登場する表記を次で定義している:

ω±M
AB ≡ ωM

AB(e,Ψ)± ĤM
AB , (F.6a)

ĤMNP ≡ HMNP −
3

4
Ψ[MΓNΨP ]

= 3∂[MBNP ] −
3

4
Ψ[MΓNΨP ] + 6α′ trV

(
A[M∂NAP ] +

2

3
A[MANAP ]

)
− 6α′

(
ω+[M

AB ∂Nω+P ]
BA +

2

3
ω+[M

AB ω+N
BC ω+P ]

CA
)
, (F.6b)

dH = −α′
[
tr
{
R2 (ω+) ∧R2 (ω+)

}
− trV

(
F2 ∧ F2

)]
, (F.6c)

F̂MN ≡ FMN −Ψ[MΓN ]χ , (F.6d)

ΨMN ≡ DM(ω−)ΨN −DN(ω−)ΨM

−
{
ΨM

(
ΨNλ

)
−ΨN

(
ΨMλ

)
− ΓPλ

(
ΨMΓPΨN

)}
− β

96
ΓABCΓ[MΨN ] trV{χΓABCχ} , (F.6e)

R̂AB
MN(ω) ≡ RAB

MN(ω) +
1

2
Ψ[MΓN ]Ψ

AB +Ψ[MΓ[AΨN ]
B] −Ψ[MΓCΨN ] Ĥ

AB
C .

(F.6f)

共変微分についての拡大版 (supercovariantization)も導入している:

DMϕ = ∂Mϕ+ΨMλ , (F.7a)

DM(ω)λ = DM(ω)λ+
1

4
/DϕΨM −

1

24
ΓABCΨM

(
ĤABC −

1

4
λΓABCλ

)
, (F.7b)

DM(ω,A)χ = DM(ω,A)χ+
1

4
ΓABΨM F̂AB −

{
ΨM

(
χλ
)
− χ

(
ΨMλ

)
+ ΓAλ

(
χΓAΨM

)}
.

(F.7c)

超対称変換で β(= −2α′) の 1次に従う部分は次の通り:

δβΨM =
β

192
ΓABCΓMϵ trV

(
χΓABCχ

)
, (F.8a)

δβBMN = −β trV
{
A[Mδ0AN ]

}
, (F.8b)
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F ヘテロティック超重力理論

δβλ =
β

384
ΓABCϵ trV

(
χΓABCχ

)
, (F.8c)

δβωM
AB(e,Ψ) = − β

192
ϵΓ[AΓCDEΓ

B]ΨM trV
(
χΓCDEχ

)
. (F.8d)

さらに、超対称変換で α(= −2α′) の 1次に従う部分は次の通り:

δαΨM =
α

192
ΓCDEΓMϵΨ

ABΓCDEΨAB , (F.9a)

δαBMN = −αω+[M
AB δ0ω+N ]

AB , (F.9b)

δαλ =
α

384
ΓCDEΓMϵΨ

ABΓCDEΨAB . (F.9c)

F.3 場の方程式F.3 場の方程式

ボソン場の運動方程式を列挙する:

0 = −R +
1

3
HMNPH

MNP + 4(∂Mϕ)
2 − 4∇2

0ϕ−Z , (F.10a)

0 = RMN −HMPQHN
PQ + 2∇0

M∇0
Nϕ

− 1

2
gMN

[
R− 1

3
HPQRH

PQR − 4(∂Pϕ)
2 + 4∇2

0ϕ+ Z
]

− 2α′
[
tr{RMP (ω+)RN

P (ω+) + trV
(
FMPFN

P
)
}
]

+ 2α′e2ϕ
[
2∇P

0∇
Q
(+)

{
e−2ϕRMPNQ(Γ+)

}
−∇Q

(+)

{
e−2ϕRMPQR(Γ+)

}
HN

PR

− 2∇P
0

{
e−2ϕRMPQR(Γ+)HN

QR
}
− 2e−2ϕRMPQR(Γ+)HN

PSHS
QR

−∇P
0∇

Q
(+)

{
e−2ϕRMNPQ(Γ+)

}
+∇P

0

{
e−2ϕRMNQR(Γ+)HP

QR
}]
, (F.10b)

0 = ∂M(e−2ϕHMNP ) = ∇M
0 (e−2ϕHMNP ) . (F.10c)

ただしここで Z と Bianchi 恒等式は次で与えられている:

Z ≡ −α′
[
tr
{
RMN(ω+)R

MN(ω+)
}
− trV

(
FMNF

MN
)]
, (F.11a)

dH = −α′
[
tr
{
R2 (ω+) ∧R2 (ω+)

}
− trV

(
F2 ∧ F2

)]
= −α′

[
RAB

2 (ω+) ∧R2BA(ω+)− trV
(
F2 ∧ F2

)]
= −α

′

4

[
RAB

MN(ω+)RBAPQ(ω+)− trV
(
FMNFPQ

)]
dxM ∧ dxN ∧ dxP ∧ dxQ .

(F.11b)

ここで RMNPQ(Γ+) = eM
AeN

B RABPQ(ω+) (2.28) である。つまりアフィン接続 Γ+ は

(2.26) を通じてスピン接続 ω+ = ω + Ĥ に関係する量である。
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G 極大対称空間G 極大対称空間

D次元極大対称空間 (maximally symmetric space) とは、平坦な Euclid 空間もしく

は Minkowski 時空と同様にアイソメトリー群の次元 (独立な Killing ベクトルの数)が
1
2
D(D+1)である空間のことである。また次の条件を満たす Euclid計量もしくは Lorentz

計量を持つ Riemann 空間である:

Rµνρσ =
a

D(D − 1)

(
gµρgνσ − gµσgνρ

)
. (G.1)

ここで a は定数である。これは曲率テンソルの添字を縮約することでスカラー曲率に一

致する:

R = gµρgνσ Rµνρσ =
a

D(D − 1)
gµρgνσ

(
gµρgνσ − gµσgνρ

)
=

a

D(D − 1)

(
D2 −D

)
= a . (G.2)

極大対称空間になる Lorentz計量を持つ空間はMinkowski時空・de Sitter空間・反 de

Sitter空間の 3つしかない。それぞれスカラー曲率 R = a がゼロ・正・負である。(反)de

Sitter空間についてもう少し触れておこう 30。

G.1 de Sitter 空間G.1 de Sitter 空間

D次元 de Sitter 空間は、それより 1次元高いD + 1次元 Minkowski 空間 RD,1 のあ

る双曲面として定義される:

ds2 = −(dx−1)2 + (dx0)2 + (dx1)2 + . . .+ (dxD−1)2 , (G.3a)

+α2 = −(x−1)2 + (x0)2 + (x1)2 + . . .+ (xD−1)2 . (G.3b)

ここで α は定数。この双曲面のアイソメトリー群は SO(D, 1) であり、独立なKillingベ

クトルは 1
2
D(D + 1) 個ある。de Sitter 空間の曲率などは次の様に与えられる:

Rµνρσ = +
1

α2

(
gµρgνσ − gµσgνρ

)
, (G.4a)

Rµν = gρσ Rµρνσ = +
D − 1

α2
gµν , (G.4b)

R = gµν Rµν = +
D(D − 1)

α2
= a . (G.4c)

30日本語の最近の文献 [2, 9] に詳細にまとめられている。
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G.2 反 de Sitter 空間G.2 反 de Sitter 空間

D次元反 de Sitter 空間は、それより 1次元高いD+1次元平坦空間 RD−1,2 のある双

曲面として定義される:

ds2 = −(dx−1)2 − (dx0)2 + (dx1)2 + . . .+ (dxD−1)2 , (G.5a)

−α2 = −(x−1)2 − (x0)2 + (x1)2 + . . .+ (xD−1)2 . (G.5b)

ここで αは定数。この双曲面のアイソメトリー群は SO(D−1, 2)であり、独立なKilling

ベクトルは 1
2
D(D + 1) 個ある。反 de Sitter 空間の曲率などは次の様に与えられる:

Rµνρσ = − 1

α2

(
gµρgνσ − gµσgνρ

)
, (G.6a)

Rµν = gρσ Rµρνσ = −D − 1

α2
gµν , (G.6b)

R = gµν Rµν = −D(D − 1)

α2
= a . (G.6c)
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H 4次元N = 2超重力理論H 4次元N = 2超重力理論

第 6.1節及び第 7章で紹介したフラックスコンパクト化を IIA型理論に適用して、4次

元N = 2超重力理論の具体形を掲載する [104, 106]。ここでは導出を全て [104, 106] に

譲り、結果だけを列挙するにとどめておく 31。出発点として用いられる 10次元理論の作

用は (3.21) よりも democratic type と呼ばれる次の表示が用いられる [181]:

S = SNS + SR , (H.1a)

SNS = −1

2

∫
e−2ϕ

{
R(∗1) + 4dϕ ∧ ∗dϕ− 1

2
H3 ∧ ∗H3

}
, (H.1b)

SR =
1

8

∫
[F ∧ ∗F]10 , (H.1c)

F = λ(∗F) = F0 + F2 + . . .+ F10 = (d−H3∧)C+ eBF0 , (H.1d)

λ(Fk) = (−1)[
k+1
2

]Fk , (H.1e)

0 = (d +H3∧) ∗ F , 0 = (d−H3∧)F . (H.1f)

NS-NSセクター SNS は (3.21) と同じだが、R-RセクターとChern-Simons項が、0-form

から 10-formまでの形式的な和である poly-form F とその自己双対条件を用いて表記さ

れている。F は、言ってみればゲージ場の電気的自由度と磁気的自由度をそれぞれ独立

だとしている。自己双対条件を課すことで、どちらか一方だけが力学的自由度として選

ばれる。なお、F0 は Romans mass [182] と呼ばれる。

H.1 準備H.1 準備

H.1.1 Special Kähler geometriesH.1.1 Special Kähler geometries

4次元N = 2超重力理論において、ベクトル多重項のモジュライ空間は special Kähler

geometry of local type SKGV (つまり Hodge-Kähler geometry) であり、ハイパー多重

項のそれは quaternionic (Kähler) geometry である。quaternionic geometry の部分空間

には、ベクトル多重項とは別の Hodge-Kähler geometry SKGH が埋め込まれている。そ

れぞれを記述する道具をここでまとめておく。

ΠV ≡ eKV/2

(
XΛ

FΛ

)
=

(
LΛ

MΛ

)
, ΠH ≡ eKH/2

(
ZI

GI

)
, (H.2a)

KV = − log i
(
XΛFΛ −XΛFΛ

)
, KH = − log i

(
ZIGI − ZIGI

)
, (H.2b)

31注意として、ここでの不変テンソルの規格化は [104,106] に倣って ϵ0̂1̂2̂3̂ = +α = −1 である。
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NΛΣ = FΛΣ + 2i
(ImF)ΛΓXΓ(ImF)Σ∆X

∆

XΠ(ImF)ΠΞXΞ
= NΣΛ , (H.2c)

MIJ = GIJ + 2i
(ImG)IKZK(ImG)JLZL

ZM(ImG)MNZN
= MJI , (H.2d)

(MV)ΛΛΛΣΣΣ =

(
1 −ReN
0 1

)(
ImN 0

0 (ImN )−1

)(
1 0

−ReN 1

)
ΛΛΛΣΣΣ

, (H.2e)

(MH)IIIJJJ =

(
1 −ReM
0 1

)(
ImM 0

0 (ImM)−1

)(
1 0

−ReM 1

)
IIIJJJ

. (H.2f)

KV, KHはそれぞれベクトル多重項・ハイパー多重項の special Kähler geometryのKähler

ポテンシャルである。これらのKähler共変微分を与える (ZI = (1, zi), XΛ = (1, ta)):

DaΠV =
(
∂a +

1

2
∂aKV

)
ΠV ≡

(
fΛ
a

hΛa

)
, DiΠH =

(
∂i +

1

2
∂iKH

)
ΠH , (H.3a)

DaΠV =
(
∂a −

1

2
∂aKV

)
ΠV ≡ 0 , DιΠH =

(
∂ι −

1

2
∂ιKH

)
ΠH ≡ 0 ,

(H.3b)

DaΠV =
(
∂a +

1

2
∂aKV

)
ΠV ≡

(
fΛ
a

hΛa

)
, DιΠH =

(
∂ι +

1

2
∂ιKH

)
ΠH , (H.3c)

DaΠV =
(
∂a −

1

2
∂aKV

)
ΠV ≡ 0 , DiΠH =

(
∂i −

1

2
∂iKH

)
ΠH ≡ 0 ,

(H.3d)

DaDbΠV = iCabc g
ccDcΠV , DiDjΠH = iCijk g

kkDkΠH , (H.3e)

DaDbΠV = gabΠV , DiDȷΠH = giȷΠH . (H.3f)

なお、special Kähler geometry の性質により次の恒等式を満たす:

MΛ = NΛΣL
Σ , hΛa = NΛΣf

Σ
a , ImNΛΣL

ΛLΣ = −1

2
, (H.4a)

gab fΛ
a f

Σ
b

= −1

2
((ImN )−1)ΛΣ − LΛLΣ , (H.4b)

Cabc = eKV (∂aX
Λ)(∂bX

Σ)(∂cX
Γ)FΛΣΓ(X) , (H.4c)

Cijk = eKH (∂iZ
I)(∂jZ

J)(∂kZ
K)GIJK(Z) . (H.4d)
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H.1 準備

H.1.2 (Non)geometric flux chargesH.1.2 (Non)geometric flux charges

フラックスコンパクト化において、(7.3) の様に (non)geometric flux charges を導入

する。それぞれの関係は次の通り:

(CH)IIIJJJ =

(
0 1

−1 0

)
, (CH)IIIJJJ(CH)

JJJKKK = −δKKKIII , (H.5a)

(CV)ΛΛΛΣΣΣ =

(
0 1

−1 0

)
, (CV)ΛΛΛΣΣΣ(CV)

ΣΣΣΓΓΓ = −δΓΓΓΛΛΛ , (H.5b)

QΛΛΛ
III ≡

(
eΛ

I eΛI

mΛI mΛ
I

)
, Q̃ΛΛΛ

III = (CT
HQCV)

ΛΛΛ
III =

(
mΛ

I −mΛI

−eΛI eΛ
I

)
, (H.5c)

cΛΛΛ ≡

(
mΛ

R

eRΛ

)
. (H.5d)

(7.3) にて D2 = 0 であること、また T-duality 変換でNS-NSセクターとR-Rセクター

が混合しないことから、(non)geometric flux charges QΛΛΛ
III と R-R flux charges cΛΛΛ の間に

次の関係が見出せる:

0 = QTCVQ =

(
eΛ

ImΛJ − eΛJmΛI eΛ
ImΛ

J − eΛJmΛ
I

eΛIm
ΛJ − eΛJmΛ

I eΛIm
Λ
J − eΛJmΛ

I

)
, (H.6a)

0 = QCHQ
T =

(
eΛ

IeΣI − eΛIeΣI eΛ
ImΣ

I − eΛImΣI

mΛIeΣI −mΛ
IeΣ

I mΛImΣ
I −mΛ

Im
ΣI

)
, (H.6b)

0 = QTc =

(
mΛ

ReΛ
I + eRΛm

ΛI

mΛ
ReΛI + eRΛm

Λ
I

)
. (H.6c)

ここで [104] と [106] (とこのノート)の表記の違いを列挙しておこう:

here arXiv:0804.0595 [104] arXiv:0911.2708 [106]

ΠH, ΠV — Π1, Π2

KH, KV K−, K+ K1, K2

(mΛ
R, eRΛ) (mA

R, eRA) (pA, qA)

(eΛ
I , eΛI) (mA

I , eAI) (eA
I , eAI)

(mΛI ,mΛ
I) (pAI , qAI) (mAI ,mA

I)

Q QT Q

CH, CV S−, S+ C1, C2

MH, MV M̃, Ñ M1, M2

(pΛ, qΛ) — —
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H 4次元N = 2超重力理論

H.1.3 Scalar potentialH.1.3 Scalar potential

[106] で与えられる 4次元時空上のゲージ対称性はU(1)群であることをまず認識して

おく。その下で、[106] appendix A の計算に従って quaternionic geometry の情報を運

ぶ 4huvk
ukv を書き換えることで、スカラーポテンシャル V が次の様に記述される:

V = 4huv k
ukv +

3∑
x=1

(
gabDaPxDbPx − 3|Px|2

)
= VNS + VR , (H.7a)

VNS = −2e2φ
[
ΠT

HQ̃
TMVQ̃ΠH +ΠT

VQ
TMHQΠV + 4ΠT

HCT
HQ

T
(
ΠVΠ

T
V +ΠVΠ

T
V

)
QCHΠH

]
= gabDaP+DbP+ + giȷDiP+DȷP+ − 2|P+|2 , (H.7b)

VR = −1

2
e4φ
(
c+ Q̃ξ

)TMV

(
c+ Q̃ξ

)
= gabDaP3DbP3 + |P3|2 . (H.7c)

ここで quaternionic geometry が持つ SU(2) Killingプレポテンシャルは次である:

P+ ≡ P1 + iP2 = 2eφ ΠT
VQCHΠH , (H.8a)

P− ≡ P1 − iP2 = 2eφ ΠT
VQCHΠH , (H.8b)

P3 = e2φΠT
VCV(c+ Q̃ξ) . (H.8c)

注意すべきは、ハイパー多重項をゼロに設定しても、それは 4huvk
ukv = 0 = P± = DaP±

を意味しない。4huvkukvも P3を運ぶ上、ハイパー多重項をゼロにしても P± ̸= 0 ̸= DaP±

である。Kähler 共変微分を与えておく:

DaPx =
(
∂a +

1

2
∂aKV

)
Px , DiPx =

(
∂i +

1

2
∂iKH

)
Px , (H.9a)

DaPx =
(
∂a −

1

2
∂aKV

)
Px = 0 , DiPx =

(
∂i −

1

2
∂iKH

)
Px = 0 , (H.9b)

DaDbP+ = iCabc g
ccDcP− , DiDjP+ = iCijk g

kkDkP− , (H.9c)

DaDbPx = gabPx , DiDȷP+ = giȷP+ , (H.9d)

DaDbP3 = iCabc g
ccDcP3 . (H.9e)

上記 V の微分計算をまとめる:

∂φV = 2VNS + 4VR , (H.10a)

∂V/∂ξIII = ∂VR/∂ξ
III = −e4φ(c+ Q̃ξ)ΛΛΛ(MV)ΛΛΛΣΣΣQ̃

ΣΣΣ
III , (H.10b)

∂iV = gab(DaDiP+)(DbP+) + iCijk g
jȷgkk(DȷP−)(DkP+)− 2(DiP+)P+ , (H.10c)
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H.2 Various Lagrangians

∂aV = iCabc g
bbgcc

[
(DbP−)(DcP+) + (DbP3)(DcP3)

]
− (DaP+)P+ + 2(DaP3)P3 + giȷ(DiDaP+)(DȷP+) . (H.10d)

H.2 Various LagrangiansH.2 Various Lagrangians

一般の generalized geometry は “magnetic” flux charges (つまり nongeometric flux

charges) mΛI ,mΛ
I を含む幾何学であるが、mΛI = 0 = mΛ

I の下では SU(3)構造群多様

体になる。

R-R magnetic charges mΛ
R がゼロでないとき、universal hypermultiplet の中の axion

field a は massive two-form field Bµν になる。また NS-NS magnetic charges mΛI ,mΛ
I

がゼロではないとき、R-R axions ξI , ξ̃I のいくつかが massive two-form fields Č2Λ にな

り、残りが axions ξ̂III として登場する [104]。以下に場合分けをしておこう:

NS-NS fluxes R-R fluxes R-R Lagrangian in [104] here

QΛΛΛ
III = 0 cΛΛΛ = 0 (Calabi-Yau コンパクト化) (H.12)

mΛI = 0 = mΛ
I

mΛ
R = 0 B-part in (5.22) replaced to (5.25) with (5.26) (H.13)

mΛ
R ̸= 0 (5.22) with (5.24) (H.15)

general QΛΛΛ
III mΛ

R ̸= 0 (5.50) with (5.34), (5.51) (H.18)

注意すべきは、magnetic charges mΛ
R, m

ΛI , mΛ
I が理論に介入すると、NS-NS axion aと

R-R axions ξIII がテンソル場に双対変換されてしまうことである。しかし一方ではKähler

ポテンシャルは変更を受けない。つまり、NS-NSセクターのスカラーポテンシャル VNS

を構成する P± は、nongeometric flux charges の有無とは関係なしに同じ形をする。一

方、R-Rセクターのスカラーポテンシャル VR はどうだろうか？ P3 (H.8c) は、実は一

般の mΛI , mΛ
I の時の Killingプレポテンシャルであり、SU(3)構造群多様体のときは

Q̃ から mΛI , mΛ
I を除いた (かつ two-form fields Č2Λ に双対変換された自由度が削げ落

ちている)形式になっている [104]。よって、多少の変更はあろうとも、基本的にはスカ

ラーポテンシャルの形式は、Č2Λ となって削げ落ちた自由度以外の寄与が (H.8c) の形

式として残っている。表記を簡単にするため、さらに次を導入しておこう:

UIII
Λ ≡

(
eΛ

I

eΛI

)
, V IIIΛ ≡

(
mΛI

mΛ
I

)
, (H.11a)

ŨΛ
IIIU

III
Σ ≡ δΛΣ , UIII

ΛŨ
Λ
JJJ ≡ (P ̸=0)

III
JJJ , (P0)

III
JJJ ≡ δIIIJJJ − (P̸=0)

III
JJJ . (H.11b)
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H 4次元N = 2超重力理論

H.3 Ungauged supergravityH.3 Ungauged supergravity

NS-NS flux charges QΛΛΛ
III がゼロ (そして R-R flux charges cΛΛΛ も自明) の時、つまり

Calabi-Yauコンパクト化の時は、4次元N = 2 ungauged supergravity が登場する:

S =
1

2

∫
(vol.)4

(
R− 2∂µφ∂

µφ
)
−
∫

(vol.)4

(
gab ∂µt

a∂µtb + giȷ ∂µz
i∂µzȷ

)
+

∫ [
1

2
ImNΛΣ F

Λ
2 ∧ ∗FΣ

2 +
1

2
ReNΛΣ F

Λ
2 ∧ FΣ

2 +
e2φ

2
(MH)IIIJJJ dξ

III ∧ ∗dξJJJ

− e4φ

4

(
da− ξIII(CH)IIIJJJdξ

JJJ
)
∧ ∗
(
da− ξIII(CH)IIIJJJdξ

JJJ
)]

=

∫
d4x
√
−g

[
1

2
R +

1

4
ImNΛΣ F

Λ
µνF

Σµν − εµνρσ

8
√
−g

ReNΛΣ F
Λ
µνF

Σ
ρσ

− gab ∂µta∂µtb − huv ∂µqu∂µqv
]
. (H.12)

不変テンソルの規格化は ϵ0̂1̂2̂3̂ = +α = −1 であることに注意。登場する超対称多重項と
そのボソン場は次の通り:

超重力多重項 gµν , A
0
1

ベクトル多重項 Aa
1 , t

a, ta ta ∈ SKGV
ミラー双対: SKGV ↔ SKGH

ハイパー多重項 zi, zȷ, ξi, ξ̃j zi ∈ SKGH

universal hypermultiplet φ, a, ξ0, ξ̃0 a↔ B2

なお、{qu} = {zi, zȷ, ξi, ξ̃j;φ, a, ξ0, ξ̃0} である。この系ではベクトル多重項と (universal)

ハイパー多重項は結合していない。そのため、B場は容易にHodge双対ができて axion

a になることができる。

H.4 Standard gauged supergravityH.4 Standard gauged supergravity

SU(3)構造群多様体 (V IIIΛ = 0) で、かつ mΛ
R = 0 のときの 4次元N = 2超重力理論

は次で与えられる:

S =

∫
(vol.)4

{1
2
R− ∂µφ∂µφ− gab ∂µta∂µtb − giȷ ∂µzi∂µzȷ − (VNS2 + VR2)

}
+

∫ [
1

2
ImNΛΣF

Λ
2 ∧ ∗FΣ

2 +
1

2
ReNΛΣF

Λ
2 ∧ FΣ

2 +
e2φ

2
(MH)IIIJJJ Dξ

III ∧ ∗DξJJJ
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H.4 Standard gauged supergravity

− e4φ

4

(
Da− ξIII(CH)IIIJJJDξ

JJJ
)
∧ ∗
(
Da− ξIII(CH)IIIJJJDξ

JJJ
)]

=

∫
d4x
√
−g

[
1

2
R +

1

4
ImNΛΣF

Λ
µνF

Σµν − εµνρσ

8
√
−g

ReNΛΣF
Λ
µνF

Σ
ρσ

− gab ∂µta∂µtb − giȷ ∂µzi∂µzȷ − ∂µφ∂µφ+
e2φ

2
Dµξ

III(MH)IIIJJJD
µξJJJ

− e4φ

4

(
Dµa− ξIII(CH)IIIJJJDµξ

JJJ
)(
Dµa− ξIII(CH)IIIJJJD

µξJJJ
)
− VNSR2

]
.

(H.13)

個々の細かな記述は次に従う:

ξIII ≡

(
ξI

ξ̃I

)
, DξIII ≡

(
GI

1

G̃1I

)
=

(
dξI − eΛIAΛ

1

dξ̃I − eΛIAΛ
1

)
, (H.14a)

Da ≡ da−
[
2eRΛ − ξIeΛI + ξ̃IeΛ

I
]
AΛ

1 = da−
[
2eRΛ + (UTCH)ΛIIIξ

III
]
AΛ

1 , (H.14b)

Da− ξIII(CH)IIIJJJDξ
JJJ =

(
da− ξIII(CH)IIIJJJdξ

JJJ
)
− 2
[
eRΛ + (UTCH)ΛIIIξ

III
]
AΛ

1 ,

(H.14c)

VNSR2 ≡ VNS2 + VR2 =
[
VNS + VR

]∣∣∣mΛ
R=0

V IIIΛ=0
, (H.14d)

VNS2 = −2e2φ
[
ΠT

HQ̃
TMVQ̃ΠH +ΠT

VQ
TMHQΠV + 4ΠT

HCT
HQ

T
(
ΠVΠ

T
V +ΠVΠ

T
V

)
QCHΠH

]∣∣∣mΛ
R=0

V IIIΛ=0

=
[
gabDaP+DbP+ + giȷDiP+DȷP+ − 2|P+|2

]∣∣∣mΛ
R=0

V IIIΛ=0
, (H.14e)

VR2 = −e4φ

2
GΛΛΛ

0 (MV)ΛΛΛΣΣΣG
ΣΣΣ
0 =

[
gabDaP3DbP3 + |P3|2

]∣∣∣mΛ
R=0

V IIIΛ=0
, (H.14f)

GΛΛΛ
0 ≡

(
GΛ

0

G̃0Λ

)
=

(
0

eRΛ − ξIeΛI + ξ̃IeΛ
I

)
=

(
0

eRΛ + (UTCH)ΛIIIξ
III

)
,

(H.14g)

0 = QCHQ
T =

(
eΛ

IeΣI − eΛIeΣI 0

0 0

)
, (H.14h)

0 = QTCVQ = cTQ : trivial . (H.14i)
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H 4次元N = 2超重力理論

H.5 Gauged supergravity with B-fieldH.5 Gauged supergravity with B-field

SU(3)構造群多様体 (V IIIΛ = 0) で、かつ mΛ
R ̸= 0 のときの 4次元 N = 2 gauged

supergravity は、B場を含む次の形式になる:

S =
1

2

∫
(vol.)4

{
R− 2∂µφ∂

µφ− 1

12
e−4φHµνρH

µνρ
}

−
∫

(vol.)4

{
gab ∂µt

a∂µtb + giȷ ∂µz
i∂µzȷ − (VNS1 + VR1)

}
+

∫ [
1

2
ImNΛΣ F

Λ
2 ∧ ∗FΣ

2 +
1

2
ReNΛΣ F

Λ
2 ∧ FΣ

2 +
e2φ

2
(MH)IIIJJJ Dξ

III ∧ ∗DξJJJ

+
1

2
dB2 ∧

{
ξIII(CH)IIIJJJDξ

JJJ +
(
2eRΛ − ξIeΛI + ξ̃IeΛ

I
)
AΛ

1

}
− 1

2
mΛ

ReRΛB2 ∧B2

]

=

∫
d4x
√
−g

[
1

2
R +

1

4
ImNΛΣ F

Λ
µνF

Σµν − gab ∂µta∂µtb − giȷ ∂µzi∂µzȷ

− ∂µφ∂µφ−
e−4φ

24
HµνρH

µνρ +
e2φ

2
Dµξ

III(MH)IIIJJJD
µξJJJ − VNSR1

]

−
∫

d4x
εµνρσ

8

[
2∂µBνρ

{
ξIII(CH)IIIJJJ Dσξ

JJJ +
(
2eRΛ + (UTCH)ΛIIIξ

III
)
AΛ

σ

}
+ReNΛΣ F

Λ
µνF

Σ
ρσ −mΛ

ReRΛBµνBρσ

]
. (H.15)

個々の細かな記述は次に従う:

FΛ
2 ≡ GΛ

2 +GΛ
0B2 = dAΛ

1 +mΛ
RB2 , (H.16a)

GΛ
2 ≡ dAΛ

1 , G̃Λ2 ≡ ReNΛΣG
Σ
2 + ImNΛΣ(∗GΛ

2 ) , (H.16b)

ξIII ≡

(
ξI

ξ̃I

)
, DξIII ≡ GIII

1 =

(
GI

1

G̃1I

)
=

(
dξI − eΛIAΛ

1

dξ̃I − eΛIAΛ
1

)
, (H.16c)

VNSR1 ≡ VNS1 + VR1 =
[
VNS + VR

]∣∣∣
V IIIΛ=0

, (H.16d)

VNS1 = −2e2φ
[
ΠT

HQ̃
TMVQ̃ΠH +ΠT

VQ
TMHQΠV + 4ΠT

HCT
HQ

T
(
ΠVΠ

T
V +ΠVΠ

T
V

)
QCHΠH

]∣∣∣
V IIIΛ=0

=
[
gabDaP+DbP+ + giȷDiP+DȷP+ − 2|P+|2

]∣∣∣
V IIIΛ=0

, (H.16e)

VR1 = −e4φ

2
GΛΛΛ

0 (MV)ΛΛΛΣΣΣG
ΣΣΣ
0 =

[
gabDaP3DbP3 + |P3|2

]∣∣∣
V IIIΛ=0

, (H.16f)

GΛΛΛ
0 ≡

(
GΛ

0

G̃0Λ

)
=

(
mΛ

R

eRΛ − ξIeΛI + ξ̃IeΛ
I

)
. (H.16g)
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H.6 Gauged supergravity with massive tensor fields

flux charges の拘束条件 (H.6) は次の通りに簡略化される (QTCVQ は自明になる):

0 = QCHQ
T =

(
eΛ

IeΣI − eΛIeΣI 0

0 0

)
, (H.17a)

0 = cTQ =
(
mΛ

ReΛ
I mΛ

ReΛI

)
. (H.17b)

H.6 Gauged supergravity with massive tensor fieldsH.6 Gauged supergravity with massive tensor fields

一般の generalized geometry (non-trivial V IIIΛ)で、かつ mΛ
R ̸= 0のとき、4次元 N = 2

gauged supergravity の作用積分は次の様になる:

S =
1

2

∫
(vol.)4

{
R− 2∂µφ∂

µφ− 1

12
e−4φHµνρH

µνρ
}

−
∫

(vol.)4

{
gab ∂µt

a∂µtb + giȷ ∂µz
i∂µzȷ − (VNS3 + VR3)

}
+

∫ [
1

2
ImNΛΣ F

Λ
2 ∧ ∗FΣ

2 +
1

2
ReNΛΣ F

Λ
2 ∧ FΣ

2 +
1

2
∆̃IIIJJJ dξ̂

III ∧ ∗dξ̂JJJ

+
1

2
(∆−1)ΛΣ

(
dČ2Λ + ζΛ dB2

)
∧ ∗
(
dČ2Σ + ζΣ dB2

)
+
(
dČ2Λ + ζΛdB2

)
∧
(
e2φ∆−1UTMH

)Λ
III dξ̂

III +
1

2
dB2 ∧ ξ̂III(CH)IIIJJJ dξ̂

JJJ

+
(
Č2Λ − eRΛB2

)
∧
{
dAΛ

1 +
1

2
(ŨV )ΛΣČ2Σ +

1

2
mΛ

RB2

}]

=

∫
d4x
√
−g

[
1

2
R +

1

4
ImNΛΣ F

Λ
µνF

Σµν − gab ∂µta∂µtb − giȷ ∂µzi∂µzȷ

− ∂µφ∂µφ−
e−4φ

24
HµνρH

µνρ +
1

2
∆̃IIIJJJ ∂µξ̂

III∂µξ̂JJJ

+
3

4
(∆−1)ΛΣ

(
∂[µČνρ]Λ + ζΛ∂[µBνρ]

)(
∂µČνρΛ + ζΛ∂

µBνρ
)
− VNSR3

]

−
∫

d4x
εµνρσ

8

[
ReNΛΣ F

Λ
µνF

Σ
ρσ + 4e2φ

(
∂µČνρΛ

)(
∆−1UTMH

)Λ
III ∂σ ξ̂

III

+ 2∂µBνρ ξ̂
III(CH)IIIJJJ ∂σ ξ̂

JJJ

+
(
ČµνΛ − eRΛBµν

)(
4∂ρA

Λ
σ + (ŨV )ΛΣČρσ +mΛ

RBρσ

)]
. (H.18)
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H 4次元N = 2超重力理論

ここの詳細は次の通り:

FΛ
2 ≡ GΛ

2 +GΛ
0B2 = dAΛ

1 + (ŨV )ΛΣČ2Σ +mΛ
RB2 , (H.19a)

ξ̂III ≡ (P0)
III
JJJξ

JJJ , 0 = (P ̸=0)
III
JJJ ξ̂

JJJ , (H.19b)

ζΛ ≡ (UTCH)ΛIII ξ̂
III , (H.19c)

∆ΛΣ ≡ e2φ(UT)Λ
III(MH)IIIJJJU

JJJ
Σ , (H.19d)

∆̃IIIJJJ ≡ e2φ
(
MH − e2φMHU∆

−1UTMH

)
IIIJJJ
, (H.19e)

ǦΛ
1 ≡ −(∆−1)ΛΣ

[
∗ dČ2Σ + ζΣ ∗ dB2 + e2φ

(
UTMH

)
ΣIII
dξ̂III
]
, (H.19f)

VNSR3 = VNS3 + VR3 , (H.19g)

VNS3 = −2e2φ
[
Π

T

HQ̃
TMVQ̃ΠH +Π

T

VQ
TMHQΠV + 4Π

T

HCT
HQ

T
(
ΠVΠ

T

V +ΠVΠ
T
V

)
QCHΠH

]
= gabDaP+DbP+ + giȷDiP+DȷP+ − 2|P+|2 , (H.19h)

VR3 = −e4φ

2
GΛΛΛ

0 (MV)ΛΛΛΣΣΣG
ΣΣΣ
0 =

[
gabDaP3DbP3 + |P3|2

]∣∣∣
ξ→ξ̂

, (H.19i)

GΛΛΛ
0 = cΛΛΛ + Q̃ΛΛΛ

III ξ̂
III . (H.19j)
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I 基礎的な計算の詳細I 基礎的な計算の詳細

I.1 Wess-Zumino模型の超対称変換I.1 Wess-Zumino模型の超対称変換

Wess-Zumino 模型 (1.10) の各項の超対称変換を評価する:

δ
(1
2
(∂aA)

2
)

= (∂aA)∂a(δA) = (∂aA) ε∂aψ , (I.1a)

δ
(1
2
(∂aB)2

)
= (∂aB)∂a(δB) = −i(∂aB) εγ5∂aψ , (I.1b)

δ
(1
2
ψ/∂ψ

)
=

1

2
(δψ)/∂ψ +

1

2
ψ/∂δψ = (δψ)/∂ψ − 1

2
∂a(δψγ

aψ)

=
(
− εγa ∂aA+ i εγ5γ

a∂aB + εF + i εγ5G
)
/∂ψ − 1

2
∂a(δψγ

aψ)

= −(∂aA)εγaγb∂bψ + i(∂aB) εγ5γ
aγb∂bψ + F ε/∂ψ + iGεγ5/∂ψ −

1

2
∂a(δψγ

aψ)

= −(∂aA)ε∂aψ + i(∂aB) εγ5∂aψ + F ε/∂ψ + iGεγ5/∂ψ

− ∂a(Aεγab∂bψ) + i∂a(B εγ5γ
ab∂bψ)−

1

2
∂a(δψγ

aψ) , (I.1c)

δ
(1
2
F 2
)

= FδF = F ε/∂ψ , (I.1d)

δ
(1
2
G2
)

= GδG = iGεγ5/∂ψ , (I.1e)

δ
(1
2
ψψ
)

=
1

2
(δψ)ψ +

1

2
ψδψ = (δψ)ψ

=
(
− εγa ∂aA+ i εγ5γ

a∂aB + εF + i εγ5G
)
ψ

= −(∂aA)εγaψ + i(∂aB)εγ5γ
aψ + Fεψ + iGεγ5ψ

= Aε/∂ψ − iB εγ5/∂ψ + Fεψ + iGεγ5ψ − ∂a
{
Aεγaψ − iB εγ5γ

aψ
}
,

(I.1f)

δ
(
AF
)

= FδA+ AδF = F εψ + Aε/∂ψ , (I.1g)

δ
(
BG
)

= GδB +BδG = −iGεγ5ψ + iB εγ5/∂ψ , (I.1h)

δ
(1
2
Aψψ

)
=

1

2
ψψδA+ A(δψ)ψ

=
1

2
ψψ(εψ) + A

(
− εγa ∂aA+ i εγ5γ

a∂aB + εF + i εγ5G
)
ψ

=
1

2
ψψ(εψ)− 1

2
(∂aA

2)εγaψ + i(A∂aB) εγ5γ
aψ + (AF )εψ + i(AG) εγ5ψ ,

(I.1i)
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I 基礎的な計算の詳細

δ
( i
2
Bψγ5ψ

)
=

i

2
ψγ5ψδB + iB(δψ)γ5ψ

=
1

2
ψγ5ψ(εγ5ψ) + iB

(
− εγa ∂aA+ i εγ5γ

a∂aB + εF + i εγ5G
)
γ5ψ

=
1

2
ψγ5ψ(εγ5ψ) + i(B∂aA)εγ5γ

aψ +
1

2
(∂aB

2)εγaψ + i(BF )εγ5ψ − (BG) εψ ,

(I.1j)

δ
(1
2
A2F

)
= FAδA+

1

2
A2δF = FAεψ +

1

2
A2ε/∂ψ , (I.1k)

δ
(1
2
B2F

)
= FBδB +

1

2
B2δF = −iFB εγ5ψ +

1

2
B2ε/∂ψ , (I.1l)

δ
(
ABG

)
= BGδA+ AGδB + ABδG = BGεψ − iAGεγ5ψ + iAB εγ5/∂ψ .

(I.1m)

ここで Clifford 代数 (もしくは (A.3)) などを用いている:

γaγb = γab + ηab , (I.2a)

(∂aA)εγ
ab∂bψ = ∂a(Aεγ

ab∂bψ)− Aεγab∂a∂bψ = ∂a(Aεγ
ab∂bψ) . (I.2b)

よって Lagrangian (1.10) の変換が評価できる:

δL0 = −∂a
{
− Aεγab∂bψ + iB εγ5γ

ab∂bψ −
1

2
δψγaψ

}
= −∂a

{
− Aεγab∂bψ + iB εγ5γ

ab∂bψ +
1

2

(
εγb ∂bA− i εγ5γ

b∂bB − εF − i εγ5G
)
γaψ

}
=

1

2
∂a

{
ε(A− iγ5B)γaγb∂bψ + ε(F + iγ5G)γ

aψ
}
, (I.3a)

δLm = m∂a

{
ε(A− iγ5B)γaψ

}
, (I.3b)

δLg = −g
2
∂a

{
ε(A− iγ5B)2γaψ

}
+
g

2

{
(ψψ)(εψ) + (ψγ5ψ)(εγ5ψ)

}
. (I.3c)

ここで δLg の右辺第 2項が消えずに残っているように見えるが、これは Fierz 恒等式

(1.8) を用いて相殺できる:

ψγaψ = ψTCγaψ = −ψT(γa)TCTψ

= −ψC−1(−CγaC−1)(−C)ψ = −ψγaψ

= 0 , (I.4a)

ψγabψ = ψTCγabψ = −ψT(γab)TCTψ

= −ψC−1(−CγabC−1)(−C)ψ = −ψγabψ

= 0 , (I.4b)
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I.2 超対称Maxwell理論の超対称変換

(ψψ)(εψ) = −1

4

∑
A

(ψOAψ)(εOAψ)

= −1

4
(ψψ)(εψ)− 1

4
����
(ψγaψ)����(εγaψ)− 1

4
(ψγ5ψ)(εγ5ψ)

+
1

4
(ψγ5γaψ)(εγ5γ

aψ) +
1

8
�����
(ψγabψ)�����

(εγabψ) , (I.4c)

(ψγ5ψ)(εγ5ψ) = −1

4

∑
A

(ψγ5OAγ5ψ)(εOAψ)

= −1

4
(ψψ)(εψ) +

1

4
����
(ψγaψ)����(εγaψ)− 1

4
(ψγ5ψ)(εγ5ψ)

− 1

4
(ψγ5γaψ)(εγ5γ

aψ) +
1

8
�����
(ψγabψ)�����

(εγabψ) . (I.4d)

これを用いると次が示される:

(ψψ)(εψ) + (ψγ5ψ)(εγ5ψ) = −1

2
(ψψ)(εψ)− 1

2
(ψγ5ψ)(εγ5ψ) = 0 . (I.5)

I.2 超対称Maxwell理論の超対称変換I.2 超対称Maxwell理論の超対称変換

超対称 U(1) ゲージ理論の Lagrangian (1.15) の各項に超対称変換 (1.16) を施して、

Lagrangian の変化分を評価する:

δ
(
− 1

4
FabF

ab
)

= −1

2
F ab
(
∂aδAb − ∂bδAa

)
= +F ab∂bδAa

= F ab εγa∂bλ , (I.6a)

δ
(
− 1

2
λ/∂λ

)
= −1

2
(δλ)γa∂aλ−

1

2
λTCγa(∂aδλ)

= −1

2
(δλ)γa∂aλ+

1

2
(∂aδλ)

T(γa)TCTλ

= −1

2
(δλ)γa∂aλ+

1

2
(∂aδλ)

T(−CγaC−1)(−C)λ

= −1

2
(δλ)γa∂aλ+

1

2
(∂aδλ)γ

aλ = −(δλ)/∂λ+
1

2
∂a(δλγ

aλ)

= −
(1
2
εγabFab + iDεγ5

)
/∂λ+

1

2
∂a(δλγ

aλ)

= −1

2
Fab εγ

abγc∂cλ− iDεγ5/∂λ+
1

2
∂a(δλγ

aλ)

= −1

2
Fab ε(γ

abc − ηacγb + ηbcγa)∂cλ− i εγ5/∂λD +
1

2
∂a(δλγ

aλ)

= −F abεγa∂bλ− i εγ5/∂λD −
1

2
∂c(Fab εγ

abcλ) +
1

2
∂a(δλγ

aλ) , (I.6b)
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I 基礎的な計算の詳細

δ
(1
2
D2
)

= i εγ5/∂λD , (I.6c)

∴ δL =
1

2g2
∂a

{
− Fbc εγ

abcλ+ δλγaλ
}

=
1

2g2
∂a

{
− Fbc εγ

abcλ+
1

2
Fbc εγ

bcγaλ+ iD εγ5γ
aλ
}

=
1

2g2
∂a

{
− 1

2
Fbc εγ

abcλ− F ab εγbλ+ iD εγ5γ
aλ
}
. (I.6d)

ここで恒等式 (A.3) などを用いている:

γabγc = γabc − (ηacγb − ηbcγa) , (I.7a)

Fab εγ
abc∂cλ = ∂c(Fab εγ

abcλ)− εγabcλ(∂cFab)

= ∂c(Fab εγ
abcλ)− εγabcλ

(
∂c∂aAb − ∂c∂bAa

)
= ∂c(Fab εγ

abcλ) . (I.7b)

I.3 Lie微分の具体的計算I.3 Lie微分の具体的計算

一般座標変換 x → x′ = x + ξ(x) の下での Lie微分を具体的に評価する。一般の時空

次元について成立するので、時空の添字などはそれに従う:

ϕ(x) → ϕ′(x′) = ϕ(x)

= ϕ′(x) + ξP∂Pϕ(x) +O(ξ2) ,

∴ δLϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x) = (ϕ′(x)− ξP∂Pϕ(x))− ϕ(x)

= −ξP∂Pϕ(x) , (I.8a)

AM(x) → A′
M(x′) =

∂xP

∂x′M
AP (x) = AM(x)− ∂MξPAP (x) +O(ξ2)

= A′
M(x) + ξP∂PAM(x) +O(ξ2) ,

∴ δLAM(x) = A′
M(x)− AM(x) = −∂MξPAP (x)− ξP∂PAM(x)

= −∇0
Mξ

PAP (x)− ξP∇0
PAM(x) , (I.8b)

AM(x) → A′M(x′) =
∂x′M

∂xP
AP (x) = AM(x) + ∂P ξ

MAP (x) +O(ξ2)

= A′M(x) + ξP∂PA
M(x) +O(ξ2) ,

∴ δLA
M(x) = A′M(x)− AM(x) = −∂P ξMAP (x)− ξP∂PAM(x)

= −∇0
P ξ

MAP (x)− ξP∇0
PA

M(x) , (I.8c)
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I.4 特殊ホロノミー群多様体上のKillingスピノールの見方

gMN(x) → g′MN(x
′) =

∂xP

∂xM
∂xQ

∂xN
gPQ(x) = gMN(x)− ∂MξPgPN − ∂NξPgMP +O(ξ2)

= g′MN(x) + ξP∂PgMN(x) +O(ξ2) ,

∴ δLgMN(x) = g′MN(x)− gMN(x) = −ξP∂PgMN − ∂MξPgPN − ∂NξPgMP

= −∇0
MξN −∇0

NξM . (I.8d)

スカラー場 ϕ(x) とベクトル場 AM(x) の Lie 微分を微分形式で表現しておこう:

Lξϕ = ���diξϕ+ iξdϕ = iξ(∂Mϕ dx
M)

= ξM∂Mϕ = −δLϕ , (I.9a)

LξA1 = ∂N(ξ
MAM) dxN + ξM∂MAN dxN − ξN∂MAN dxM

= (∂Nξ
M)AM dxN + ξM∂MAN dxN = −∂LAM dxM . (I.9b)

I.4 特殊ホロノミー群多様体上のKillingスピノールの見方I.4 特殊ホロノミー群多様体上のKillingスピノールの見方

表 10の見方の例をいくつか挙げておこう。

• 4k = 4次元 hyper-Kähler空間もしくはCalabi-Yau空間

表 17に従うと、Euclid計量を持つ 4次元空間上の既約スピノールはWeylスピノー

ル η± ((η±)
∗ ∼ η±) である。hyper-Kähler空間上のKillingスピノールは 2種類の

Weylスピノールを用いて次の様になる:

η1+ =

(
∗
∗

)
, η2− =

(
0
0

)
. (I.10)

一般の 4次元空間でのホロノミー群は SO(4) ≃ SU(2)×SU(2) であるが、Killing

スピノール (I.10) はそのうち 1 × SU(2) ≃ Sp(1) 回転で不変である。そのため、

この空間上では「Sp(1) ホロノミー群」まで落ちている。

• 4k + 2 = 6次元Calabi-Yau空間

表 17に従うと、Euclid計量を持つ 6次元空間上の既約スピノールはWeylスピノー

ル η± ((η±)
∗ ∼ η∓) である。Calabi-Yau空間上の Killingスピノールは 2種類の

Weylスピノールを用いて次の様になる:

η1+ =

 0
0
0
∗

 , η2− =

 0
0
0
∗

 . (I.11)
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I 基礎的な計算の詳細

一般の 6次元空間でのホロノミー群は SO(6) ≃ SU(4) であるが、Killingスピノー

ル (I.11) はそのうち SU(3) ⊂ SU(4) 回転で不変である。そのため、この空間上で

は「SU(3) ホロノミー群」まで落ちている。

• 4k = 8次元Calabi-Yau空間

表17に従うと、Euclid計量を持つ8次元空間上の既約スピノールはMajorana-Weyl

スピノール η± ((η±)
∗ ∼ η±) である。Calabi-Yau空間上のKillingスピノールは 2

種類のMajorana-Weylスピノールを用いて次の様になる:

η1+ =



0
0
0
0
0
0
∗
∗


, η2− =



0
0
0
0
0
0
0
0


. (I.12)

一般の 8次元空間でのホロノミー群は SO(8) であるが、Killingスピノール (I.12)

はそのうち SO(6) ≃ SU(4) ⊂ SO(8) 回転で不変である。そのため、この空間上

では「SU(4) ホロノミー群」まで落ちている。

• 4k = 8次元 hyper-Kähler空間

表17に従うと、Euclid計量を持つ8次元空間上の既約スピノールはMajorana-Weyl

スピノール η± ((η±)
∗ ∼ η±) である。hyper-Kähler空間上のKillingスピノールは

2種類のMajorana-Weylスピノールを用いて次の様になる:

η1+ =



0
0
0
0
0
∗
∗
∗


, η2− =



0
0
0
0
0
0
0
0


. (I.13)

一般の 8次元空間でのホロノミー群は SO(8) であるが、Killingスピノール (I.13)

はそのうち SO(5) ≃ Sp(2) ⊂ SO(8) 回転で不変である。そのため、この空間上で

は「Sp(2) ホロノミー群」まで落ちている。
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[51] T. Hübsch, “Calabi-Yau Manifolds: A Bestiary for Physicists,” World Scientific.

[52] D. D. Joyce, “Compact Manifolds with Special Holonomy,” Oxford University

Press.

[53] K. Hori, S. Katz, A. Klemm, R. Pandharipande, R. Thomas, C. Vafa, R. Vakil

and E. Zaslow, “Mirror Symmetry,” Clay Mathematics Monographs vol. 1 (2003),

American Mathematical Society.

[54] Y. H. He, “Calabi-Yau Geometries: Algorithms, Databases, and Physics,” Int. J.

Mod. Phys. A 28 (2013) 1330032 [arXiv:1308.0186].

[55] N. E. Mavromatos, “A Note on the Atiyah-singer Index Theorem for Manifolds

With Totally Antisymmetric H Torsion,” J. Phys. A 21 (1988) 2279.

[56] J. -M. Bismut, “A Local Index Theorem for Non-Kähler Manifolds,” Math. Ann.

284 (1989) 681.

[57] P. Candelas, “Lectures on Complex Manifolds,” Superstrings ’87, Trieste (1987).

[58] 中原 幹夫, “理論物理学のための幾何学とトポロジー,” 第 1巻, 第 2巻, ピアソン・

エデュケーション.

M. Nakahara, “Geometry, Topology and Physics,” Second Edition, Graduate Stu-

dent Series in Physics, Institute of Physics.

[59] P. Candelas and X. de la Ossa, “Moduli Space of Calabi-Yau Manifolds,” Nucl.

Phys. B 355 (1991) 455.

[60] P. Candelas, X. C. de la Ossa, P. S. Green and L. Parkes, “A Pair of Calabi-

Yau Manifolds as An Exactly Soluble Superconformal Theory,” Nucl. Phys. B 359

(1991) 21.

[61] 秦泉寺 雅夫, “数物系のためのミラー対称性入門,” SGCライブラリ 109, 臨時別冊・

数理科学, サイエンス社.

[62] T. W. Grimm, “The Effective Action of Type II Calabi-Yau Orientifolds,” Fortsch.

Phys. 53 (2005) 1179 [hep-th/0507153].

- 107 -

Soryushiron Kenkyu

http://inspirehep.net/search?p=find+j+int.j.mod.phys.+a28+1330032
http://inspirehep.net/search?p=find+j+int.j.mod.phys.+a28+1330032
http://arxiv.org/abs/1308.0186
http://inspirehep.net/search?p=find+j+j.phys.+a21+2279
http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01443359
http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01443359
http://inspirehep.net/search?p=find+a+candelas+and+t+lectures+on+complex+manifolds
http://inspirehep.net/search?p=find+j+np+b355+455
http://inspirehep.net/search?p=find+j+np+b355+455
http://inspirehep.net/search?p=find+j+np+b359+21
http://inspirehep.net/search?p=find+j+np+b359+21
http://inspirehep.net/search?p=find+j+fortsch.phys.+53+1179
http://inspirehep.net/search?p=find+j+fortsch.phys.+53+1179
http://arxiv.org/abs/hep-th/0507153


参考文献

[63] L. Andrianopoli, M. Bertolini, A. Ceresole, R. D’Auria, S. Ferrara, P. Fré and
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