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日程: 2017年 11月 4日 (土)、5日 (日)

場所: 日本大学理工学部駿河台校舎１号館６階CSTホール

概要
　第７回日大理工・益川塾連携素粒子物理学シンポジウムが、日本大学理工学部素粒
子論研究室と京都産業大学益川塾の連携の下、上記の日時・場所において開催された。
本シンポジウムは、私立大学が連携して素粒子物理学に関する研究交流を図ることを
目的とし、計 22件の講演が行われた。講演は場の量子論から素粒子現象論にわたる理
論に関するものが中心であるが、Extreme Light Infrastructure と呼ばれる高強度パ
ルスレーザーを用いた大型実験プロジェクトで今後に期待される物理やブラックホー
ル蒸発に伴う情報損失問題における新しいアプローチに関する招待講演も含め、幅広
い内容であった。参加者は，日本大学と京都産業大学を中心に、東京大学、東北大学、
名古屋大学、広島大学、九州大学、理化学研究所、高エネルギー加速器研究機構、富
士通研究所、近畿大学、国士舘大学、早稲田大学、上智大学、北里大学、神奈川大学、
明治学院大学、埼玉工業大学、静岡県立大学、摂南大学、武蔵高等学校中学校、本郷
中学校高等学校などから 63名が参加し、大変に有意義なシンポジウムとなった。な
お、本シンポジウムは、日本大学量子科学研究所の援助を受けて開催された。
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諮問委員
益川 敏英 (京都産業大学 益川塾) 曽我見 郁夫 (京都産業大学)

藤川 和男 (理化学研究所) 石田 晋 (日本大学 理工学部)
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時間 進⾏ 講演者 内容

12:30 受付開始 場所︓ １号館 ６階 CSTホール ⼊⼝

13:00 - 13:10 挨拶
⾼野 良紀

（⽇⼤理⼯・学部次⻑）

13:10 - 13:20 挨拶
益川 敏英

（益川塾・塾頭）

13:20 - 13:30 案内 主催者 シンポジウムに関する連絡事項

13:30 - 14:30 講演 本間 謙輔 （広⼤） ⾼強度レーザー場を⽤いた真空構造への多⾓的アプローチ

14:30 - 14:50 講演 植松 恒夫 （益川塾） 電⼦・光⼦衝突でのヒッグス粒⼦⽣成

14:50 - 15:10 講演 松崎 真也 （名⼤） Dynamical scalegenesis via bosonic seesaw mechanism

15:10 - 15:30 休憩

15:30 - 16:10 講演 曽我⾒ 郁夫（京産⼤） コロイド分散系の粒⼦相互作⽤の統⼀理論

16:10 - 16:30 講演 仲 滋⽂ （⽇⼤） An Approach to Yukawa's Elementary Domain Based on AdS_5 Spacetime

16:30 - 16:50 講演 中島 唯仁（⽇⼤） ⾮可換空間上のヤン-ミルズ理論におけるホログラフィックエンタングルメントエントロピー

16:50 - 17:10 休憩

17:10 - 17:30 講演 菊地 健吾（益川塾） グラディエントフロー⽅程式とその拡張

17:30 - 17:50 講演 ⼆瓶 武史 （⽇⼤） 真空エネルギーと正則化の⽅法について

17:50 - 18:10 講演 梅津 光⼀郎（⽇⼤） 曲がった時空における真空条件

18:10 - 18:30 講演 九後 汰⼀郎 （益川塾） Scale Invariance solves Cosmological Constant Problem

18:30 - 18:50 講演 志摩 ⼀成（埼⽟⼯⼤） Unity of nature -Nonlinear-SUSY invariant General Relativity Theory-

19:10 - 21:00 懇親会 懇親会 １号館２階 122中会議室（申込者のみ）

11⽉5⽇（⽇）
時間 進⾏ 講演者 内容

9:30 受付開始 場所︓ １号館 ６階 CSTホール ⼊⼝

10:00 - 11:00 講演 堀⽥ 昌寛（東北⼤） リンドラー地平⾯に創発する重⼒記憶電荷とブラックホール物理

11:00 - 11:20 講演 三島 隆（⽇⼤） 円筒対称重⼒波の厳密解による重⼒波の⾮線形現象の解析

11:20 - 11:40 講演 ⼤⾕ 聡 （⽇⼤） Emergent Anyon Distribution in the Unruh Effect

11:40 - 12:00 講演 上村 尚平（益川塾） 弦理論におけるモジュライと現象論

12:00 - 13:30 昼⾷ 昼⾷ １号館２階カフェテリア（申込者のみ）

13:30 - 14:10 講演 藤川 和男（理研, ⽇⼤） マヨラナニュートリノはボゴリューボフ準粒⼦か

14:10 - 14:30 講演 ⼆間瀬 敏史（益川塾） Neutrino mass from the magnitude-redshift relation of SNIa

14:30 - 14:50 講演 ⼭中 真⼈（益川塾） レプトンフレーバー⾮保存相互作⽤の検証に向けたレプトン-核⼦散乱の⾼精度定式化

14:50 - 15:10 講演 ⼭⽥ 賢治（⽇⼤）
Electromagnetic currents for quark-antiquark meson systems

 and the dimension of bilocal meson fields

15:10 - 15:40 休憩

15:40 - 16:00 講演 太⽥ 信義（近⼤） Classical and Quantum Properties of Unimodular Gravity

16:00 - 16:20 講演 ⼭津 直樹（益川塾） Special Grand Unification

16:20 - 16:40 講演 三輪 光嗣（⽇⼤） On bulk field propagator and Wilson loop in AdS/CFT correspondence

16:40 - 17:00 講演 出⼝ 真⼀（⽇⼤） 減衰調和振動⼦の正準量⼦化（１つの試み）

17:00 - 17:10 案内 主催者 シンポジウムに関する連絡事項

第７回 ⽇⼤理⼯・益川塾連携素粒⼦物理学シンポジウム プログラム

Session 5（100分）
座⻑︓松崎 真也

（名⼤）

Session 6（80分）
座⻑︓上村 尚平

（益川塾）

11⽉4⽇（⼟）

座⻑︓仲 滋⽂
(⽇⼤)

Session 4（120分）
座⻑︓⼆瓶 武史

（⽇⼤）

Session 1 (100分)
座⻑︓⼭中 直⼈

（益川塾）

Session 2（80分）
座⻑︓三輪 光嗣

(⽇⼤）

Session 3（100分）
座⻑︓太⽥ 信義

（近⼤）
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高強度レーザー場を用いた真空構造への多角的アプローチ

本間謙輔

広島大学大学院理学研究科物理学科

高強度電磁場を真空中に集光すると真空の特性は変化するであろうか？このようないわば励起
した真空状態を、様々な波長の探査光を用いて調査することにより、真空の特性の一部として、宇
宙を構成する暗黒の成分を垣間見ることができるかもしれない。本稿では、高強度レーザー場を
組み合わせて、真空構造を多角的に解明していくアプローチについて概説する。

1 高強度レーザーのおさらい

レーザー強度は J/s/m2の単位を持つ。この強度の平方根が電場の強さに比例する。例えば、欧州
で誕生した Extreme Light Infrastructure[1]などの最先端の高強度パルスレーザーでは、10 PW

= 1 kJ/100 fs程度まで利用できる。このパワーのレーザーパルスを回折限界まで絞ると、およそ
1024W/cm2となる。これは静電場中で実真空分極が起こり得る Schwinger限界∼ 1029W/cm2に
は至っていないが、近年の高強度レーザー技術の進展は凄まじく、いずれ人類はこの真空が破砕す
る強度へと到達できるであろう。以下では 10 PWまでのスケールで実施可能なテーマに集中する。

2 量子光学的観測量と微視的光子-光子散乱

ここで一旦、量子光学的観測量について紹介する。量子光学では物質の光応答を議論するが、そ
の際、以下のように分極の感受率を電場強度にて展開する。

P (ω) = ϵ0(χ
(1)(ω)E + χ(2)(ω)E2 + χ(3)(ω)E3 + · · ·) (1)

これら物質の分極感受率 χ(i)は入射する光の周波数依存性をもつ。この描像をそのまま真空に適
用した場合、どの次数の効果をみても面白い効果に対応することが分かる。１次の項はローレン
ツ不変性の破れに他ならない。２次は外電場による真空の屈折率変動を表す。３次は３つの光波
が作用して４つ目の光波が生成されるような四光波混合過程などに相当する。本稿ではこのうち
２次と３次的効果に着目する。
これらの観測量は、素粒子実験的な視点で言えば、結局、集光したコヒーレントな光子群にコ

ヒーレントな光子群を当てた場合の散乱現象に対応させられる。そこで微視的な視点に戻り、摂
動的な光子同士の散乱として捉え直し、様々な光子-光子衝突エネルギーで起こり得る散乱を外観
してみよう。100 GeVの重心系エネルギースケールでは、ヒッグスが２光子へと崩壊できる。100

MeVでは、例えば中性π中間子が同様に崩壊する。したがって、原理的にこれらの共鳴は２光子
衝突から生成かつ崩壊させられる。さらに、エネルギーを下げ、例えばMeV領域では主として
QED過程で生じる光子-光子散乱が期待される [2]。それよりもさらに低い eVあるいは sub-eV領
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域においては、QEDの散乱が重心系エネルギーの６乗で抑制されていくことから、ほぼ未知場の
交換による散乱しか起こらなくなる。このように極めて軽い場の候補は、擬南部ゴールドストーン
ボゾン (pNGB)が有力であろう。特に pNGBのうち光子との結合が重力的に弱いものは、宇宙の
暗黒成分を自然に説明し得る。可視域近傍のレーザー光は、おおよそ 1eVのエネルギーをもつた
め、レーザー光を色々な衝突幾何で衝突させて直接的に共鳴を作り出すことは、これらの pNGB

探索にとって最適である。さらに強調したいことは、レーザーパルス中の光子数である。荷電粒子
衝突の場合、衝突バンチあたりの粒子数は空間電荷効果の物理的制限のため高々1011個が限度で
あるが、光子ビームの場合には、真空が破砕する強さまでは集光可能である。現状でMJ(∼ 1024

の光子数に相当)のコヒーレントな光子を集めることは技術的に可能である。故に、高強度レー
ザー場による衝突実験は、軽い宇宙暗黒場に対してこれまでにない感度を発揮できる。

3 真空複屈折と真空内四光波混合

２次的効果として、レーザーの集光点をターゲットにした場合の真空複屈折について触れる。複屈
折とはターゲットを透過する探査光が感じる屈折率がその偏光状態によって異なる現象である。こ
れに関して、Euler-Heisenbergの有効ラグランジアンに基づく計算が多数ある [3]。例えば、10PW

のレーザーを回折限界ぐらいまで絞れた場合、焦点極近傍の屈折率変動は 10−9程度である [4]。こ
のようなわずかな変動を捉える実験的提案も複数ある。多くの場合、探査光も 1eV領域 [4]である
が、さらに X線領域 [5]、γ線領域 [6]のプローブ光を用いて検証するアイデアもある。また、未
だにQEDの効果が見られる到達感度には至っていないが、静磁場中を往復するレーザー光の偏光
状態が変化していくことを観測する手法はこれまでに実施されてきた [7]。いずれにしろ、この効
果そのものが明白に測られた実例はない。測定ができるだけも意義はあるが、さらに、QEDに基
づく予言と異なる複屈折性を観測した場合、これもまた暗黒成分の効果を間接的に反映している
可能性がある点で意義深い。
次に３次的効果として、真空内四光波混合を素粒子的反応の側面から説明する。この効果は、

軽い場の共鳴を介する ω1+ω2 → 共鳴 → ω3+ω4という光子・光子散乱確率を、ω4光のレーザー
によって増大させる誘導共鳴散乱に相当する。この過程は、原子群に集光した 3色の光が原子を
介して混合し、4つ目の光が生み出される量子光学的過程と運動学的に類似している。四光波混合
の反応率は、レーザー光子数の 3乗に比例し、レーザー時間幅に反比例するため、近未来のレー
ザーの高強度化かつ高繰り返し化により感度が飛躍的に向上し、究極的には重力結合への感度へ
と至れる [8, 9]。これまで、真空下で ω = ω1 = ω2を満たす単一レーザー集光による準平行光子・
光子衝突系 (QPS)において、ω4 の混合集光により散乱の終状態を誘導する探索を実施してきた
(生成光が縮退した四光波混合に相当。ω3 = 2ω − ω4の光子が探索すべき信号)[10, 11]。QPSは
1eV未満の sub-eV質量域全体に感度を有する。これに対して重心系エネルギーを上げる場合に
は、正面衝突系 (HCS)による誘導共鳴散乱も利用できる。QPSでは、ルミノシティー因子が減少
するため、より低質量域の暗黒場探索には、より高強度のレーザーを必要とする。一方、HCSで
はルミノシティー因子の増大により比較的低強度のレーザーを用いても結合に関してQPSと同程
度以上の感度を見込める [9]。しかし、一度に探索できる質領域が狭い難点はある。　本手法が探
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索の対象とする pNGBは、強固な理論的背景を持つアクシオン（擬スカラー場)[12]およびディラ
トン (スカラー場)[13]である。ディラトン場は、有限到達距離の重力源とも捉えられる。ディラト
ンはスケール変換対称性の自発的破れに伴う pNGBであり、その自己相互作用により微少な質量
を持った pNGBである。neV以上のディラトンが量子アノマリー結合のみを通じて重力程度の強
さで物質と相互作用できると、宇宙年齢（1060プランク単位）の 2乗に反比例して減衰する宇宙
項（10−120プランク単位）が自然に導出でき、観測値を無理なく説明できる [13]。ディラトンが
暗黒エネルギーの候補となるためには、その物質場との結合は重力程度に弱い必要がある。究極
的に本手法の感度が重力結合へ至るのならば、それよりも強い結合領域に予言される軽いアクシ
オンは必然的に観測網にかかる。

4 展望とむすび

Figure 1: 準平行衝突系における感度上限。
Figure 2: 非対称エネルギー正面衝突系における
感度上限。詳細は文献 [9]を参照。

すでに予算措置が行われている ELIプロジェクトのうち、 著者らが直接関与しているルー
マニアに建設中の ELI-NP[15]には 10PWのレーザーが二基導入されると同時に、700MeVの線
形電子線加速器が備えられる予定のユニークな施設である。現在、稼働に向けた準備を進めてい
る。この実験提案の１つとして 1 GeVの探査光を用いた真空複屈折の測定提案がある [6]。加え
て、真空内四光波探索に関しては、これまでに著者らは上記QPSの衝突幾何において、テーブル
トップの実験として手探りの状態で予備実験を繰り返してきた。これらの準備的研究の段階を経た
後、ELI-NPでの実験へ拡張することを視野に入れ、SAPPHIRES(Search for Axion-like Particles

via optical Parametric effects with High-Intensity laseRs in Empty Space)[14]という国際共同
探索チームが立ち上がった。さらに高繰り返しかつ高強度のファイバー束を基礎としたレーザー
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ICAN(50J/100fsで繰り返しレート 10kHz)が開発の途上にある。Figure 1は、QPSでの探索で期
待される pNGBの質量m[eV]と光との結合 g/M[GeV-1]に対する 95％信頼度の感度上限値を表し
ている。ELI-NPでは、レーザーと静磁場を用いた探索 (LSW)の感度上限値 g/M ∼ 10−7 GeV−1

や太陽アクシオン観測による感度上限値 g/M ∼ 10−10 GeV−1を、比較的重い質量領域で超えら
れる。一番下の太い水平線は、Mがプランク質量すなわち重力と同程度の弱結合に相当する。一
番下の斜線は、ファーバー束レーザー（ICAN）が将来的に利用出来た場合、重力的弱結合の感度
領域に触れられることを示す。一方、HCSにおける探索は更なる将来計画として keV領域の自由
電子レーザー等を用いた探索を構想している。Figure 2はHCSでの探索で期待される感度上限を
レーザーパルス当たりの光子数 Nk ごとに示す。このように世界中の高強度レーザー施設を有機
的に活用できれば、レーザー強度を上げるにつれて、暗黒場に対する感度は冪的に上昇して行き、
究極的には重力並みに弱い相互作用すら散乱現象を通じて見える感度に到達できると見込まれる。
真空には何が潜んでいるのか？これが暴かれる日は、それほど遠くないかもしれない。
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電子・光子衝突におけるヒッグス粒子生成

京都産業大学益川塾/京都大学国際高等教育院

植松 恒夫

1 はじめに

一昨年の第 5回シンポジウムでは標準模型 (SM)のヒッグス粒子を e+e−や e−γ 衝突実験で生成
する過程に着目し，その過程の散乱振幅を記述する “transition form factor”（遷移形状因子）と
散乱断面積の Q2 依存性について論じた。特に，eγ → eH の 1-loopレベルの寄与はW-loopが
top-quark loopに比べて圧倒的に大きいことが分かった。一方，昨年の第 6回のシンポジウムでは
Higgs sectorをminimalに拡張した 2 Higgs Doublet Model (2HDM)で登場するCP-odd Higgs A0

の生成について preliminaryな結果を述べた。今回は SM Higgsの場合を簡単に復習して，CP-odd

Higgsの場合を詳しく論じる。

γ
*
(q)

γ (p)
H AAµν

µ

ν

q
2
=-Q

2

p
2
=0

e (l)

e’(l’)

tagging

Figure 1: 電子・光子衝突過程でのHiggs粒子 H, A0の生成

2 電子・光子衝突でのSMヒッグス生成

Fig.1に示した e(l) + γ(p)→ e′(l′) +H(q + p) の散乱振幅は次式で与えられる。

⟨e′H|T |eγ⟩ = ū(l′)(−ieγµ)u(l) −i
q2 + iϵ

Aµνϵ
ν(p) (1)

上式で，u(l)（ū(l′)）は入射電子（散乱電子）のスピノル，ϵν(p) は入射光子の偏極ベクトル。ま
た，図で示されるテンソル Aµν はゲージ不変性より，以下のように 2つの項に分解される。

Aµν(q, p) = (gµν(q · p)− pµqν)S1(m2, Q2,m2
H) +

(
qµpν −

q2

q · p
pµpν

)
S2(m

2, Q2,m2
H) (2)
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ここで q2 = −Q2 < 0, p2 = 0 and (q + p)2 = p2H = m2
H。 またループを回る粒子の質量をmで表

した。今，pνϵν(p) = 0なので, S1 だけが散乱振幅に寄与する。そこで “transition form factor”，
Fi(m

2, Q2,m2
H) を以下の式で定義する。

Fi(m
2, Q2,m2

H) = S1(m
2, Q2,m2

H)/

(
ge2

(4π)2
1

mW

)
(3)

iはスピンを表し，フェルミオン・ループに対しては，F1/2 またWボソン・ループに対してF1であ
る。 e と gはそれぞれ電磁・電弱相互作用の結合定数で，mW は，W の質量。Totalの transition

form factorは以下で与えられる。

Ftotal(Q
2,m2

H) =
∑
f

Nce
2
fF1/2(m

2
f , Q

2,m2
H) + F1(m

2
W , Q

2,m2
H) (4)

ここでNcは colorの数 (レプトンに対し 1，クォークに対し 3，ef はフェルミオン f の電荷を表
す。）ヒッグス粒子の生成断面積はEq.(4)で与えられる transition form factorの絶対値の 2乗で表
される。one-loopの levelでは W-loopの寄与が top-quark ループの寄与を遙かに凌駕する [1, 2]。

3 2HDM/MSSMにおけるCP-oddヒッグス A0 生成

標準模型でのHiggs Sectorのminimalな拡張を考える。ここではMSSMを含むTwo-Higgs Doublet

Model (2HDM）の type IIの場合を考察する。標準模型でそれぞれ，Y = −1，Y = 1の SU(2)L
doublet，H1，H2を考える。ここで考察する type IIの場合，H1（H2）は down-type（up-type）
のクォーク，レプトンにのみ coupleする。これらが，自発的対称性の破れの結果，以下の真空期
待値をとるものとする。

⟨H1⟩ =
(
v1
0

)
, ⟨H1⟩ =

(
0
v2

)
, tanβ = v2/v1 (5)

4種類の複素スカラー場で自由度が 8つあるうち，3つはW±, Z の縦成分に吸われて残りの 5つ
の物理的自由度が以下の 2種類の荷電Higgs粒子と 3種類の中性Higgs粒子となる。

Charged H+, H−; CP-even h0, H0; CP-odd A0 (6)

この type IIでのA0の couplingの特徴は

• A0はCP-evenの h0やH0と異なり，tree levelでW+W−，ZZのゲージボソン対に couple

しない。したがって，Wボソンや Zボソンの 1-ループはA0生成に効かない。

• またA0は cubic相互作用で他の 2個の physical Higgs bosonと coupleしない。

• A0の fermionへの couplingはフェルミオンの質量に比例する。よって fermionとしては質
量mtの top quarkのみを考えればよく，A0との coupling λγ5は λ = −gmt cotβ/2mW。
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• MSSMの場合，A0 の質量固有状態の squark対，q̃iq̃i（i = 1, 2）への trilinearな coupling

は消える [4]。よって，スカラーのトップ・クォーク（stop）は eγ衝突での 1-loopレベルの
A0生成に効かない。

以上の性質から，1ループでは top-quarkのループのみを考えればよいことが分かる。

γ
*
(q)

γ (p)

A
0
(pA)

γµ

γν

q
2
=-Q

2
<0

p
2
=0

k+p

k+p+q

k

+ crossed diagram

(a)

e (l)

e’(l’)

λγ5

Z
*
(q)

γ (p)

A
0
(pA)

γµ

γν

q
2
=-Q

2
<0

p
2
=0

k+p

k+p+q

k

+ crossed diagram

(b)

e (l)

e’(l’)

λγ5

Figure 2: (a) γ∗γ fusion diagram for eγ → e′A0 (b) Z∗γ fusion diagram for eγ → e′A0

Figure 2に示すように e + γ → e′ + A0には仮想光子 γ∗を交換するグラフと Zボソン Z∗を
交換するするグラフが効くが，計算の結果，前者が後者に比べて圧倒的に上回ることが示せる。
Fig.2(a)に対する遷移振幅は

Aµν =
−ige2

(4π)2
cotβ

2mW

τ

1 + ρτ
[g(ρ) + 4f(τ)]εµναβp

α
1 p

β
2 ≡ S̃(m

2
t , Q

2,m2
A)εµναβp

α
1 p

β
2 (7)

と表される。ここで，p21 = −Q2 < 0，p22 = 0, また (p1 + p2)
2 = m2

A（mA：A0の質量）である。
τ = 4m2

t /m
2
A，ρ = Q2/4m2

t としてA0の Transition Form Factorは以下の式で定義される。

F̃ (m2
t , Q

2,m2
A) ≡ S̃(m2

t , Q
2,m2

A)/

(
ge2

(4π)2
1

mW

)
= −1

2
cotβ

τ

1 + ρτ
[g(ρ) + 4f(τ)] (8)

ただし，f(τ) = [sin−1
√

1/τ ]2 (τ ≥ 1), −(1/4)[log[(1 +
√
1− τ)/(1−

√
1− τ)]− iπ]2 (τ < 1)

であり，g(ρ) = [log[(
√
ρ+ 1 +

√
ρ)/(
√
ρ+ 1−√ρ)]]2 で定義される関数である。

また微分断面積は

dσ(γ∗γ)

dQ2
/
α3
em

64π

g2

4π
=

1

Q2

[
1 +

(m2
A +Q2 − s)2

s2

]
1

m2
W

∣∣∣∣43 F̃ (m2
t , Q

2,m2
A)

∣∣∣∣2 (9)

で与えられる。またここで，s = (l + p)2 ≈ 2l · pである。
Fig.3(a)に A0 生成の微分断面積 dσ/dQ2 を mA = 200, 300, 400 GeVで

√
s = 500 GeV,

mt = 173 GeVの場合に示した。この領域では，mAが増加するにつれて断面積が増すことが分か
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る。これをさらに明確にするため，Q2 = (100)2 GeV2のときに微分断面積のmA依存性を示した
のが，Fig.3(b)である。mAが変化して，tt̄ threshold 2mt ≈ 346GeVを横切るとき，mA < 2mt

では増加していた dσ/dQ2が 2mtを超えると減少に転じることが分かる。Q2で積分した全断面積
も同様に振る舞う。いずれも，threshold効果に対応した kink構造が 2mt ≈ 346GeVで現れる。

Figure 3: (a) eγ → e′A0の微分断面積 (b) Q2 = (100)2GeV2の場合の微分断面積のmA依存性

4 結論と今後の課題

ここでは，最初に標準模型でのヒッグス粒子の eγ衝突による生成について述べ，次に，標準模型
を超えたMSSMを含む type-IIの 2HDMで現れるCP-oddのHiggs粒子A0の場合について，eγ
衝突でのA0生成のTransition Form Factorと断面積を求めた。1ループのレベルでは，top-quark

の triangleグラフのみを考慮すれば良いことが明らかになった。また，Z∗を交換する寄与は γ∗交
換の効果に比べて桁違いに小さいことが分かった。今後はより一般のBSMについて研究を進める。
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Dynamical scalegenesis via bosonic seesaw mechanism
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Abstract

In this talk, an intriguing possibility to dynamically account for all existing particle masses
as well as masses for expected dark matter candidate and active neutrinos is introduced. The
proposed scenario is based on the so-called classical scale invariance which can be achieved
at the Planck scale in terms of a nontrivial renormalization group flow in an over-Planckian
quantum gravity theory, called asymptotic safety gravity, hence can be an actual realization
of the scale generation (what is called “scalegenesis”). The scalegenesis is triggered by a
sequence of seesaw mechanisms (bosonic seesaws) induced from a newly introduced vectorlike
confinement sector.

1 Introduction

The standard model (SM) in the field of particle physics has been excellently consistent
with experiments so far. In the SM, an elementary scalar field, a Higgs field, plays a role
in the spontaneous breaking of the electroweak symmetry to generate masses, and the SM
Higgs boson indeed looks much like a scalar boson discovered at the LHC [1, 2]. Thus one
might think that it is truly the last piece of the SM, so its discovery would imply the end
of the stroy. However, one has to be aware of lots of observational evidences necessary to
account for, which cannot be addressed by the SM alone: for instance, baryon asymmetry
of Universe, neutrino masses and mixing structure, and dark matter, and so forth. Even
from the theoretical point of view, the SM possesses unsatisfactory ingredient: the source
to trigger the electroweak symmetry breaking (EWSB) seems quite ad hoc and involves
mysterious stuff: square of the Higgs mass parameter to be negative without any dynamical
reason. In that sense, one may thus be urged to go beyond the SM, taking into account the
evidences of new physics as above, where the low-energy physics looks much like that of the
SM to be consistent with experiments so far.

Once trying to reveal the origin of the EWSB, triggered by the negative mass squared for
the Higgs, one necessarily encounters a problem: cancellation of quantum corrections to the
Higgs mass which is proportional to the new physics scale. One way to avoid this problem
is to invoke the classical scale invariance (CSI), which can forbid all dimensional parameters
including the Higgs mass in the theory, hence one is to be free from quantum corrections to
the Higgs mass.

Note that the scale symmetry is anomalous to be explicitly broken by quantum correc-
tions, yielding the trace anomaly. The gravitational effects may, however, cancel the trace
anomaly and make the theory asymptotically safety [3, 4]. Therefore, one may assume that
the CSI is held below the Planck scale, as long as all the couplings in the theory do not reach
the Landau pole up to the Planck scale, as argued in [4]. It has recently been argued [5]
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that the CSI can naturally be realized at the Planck scale in a sense of the (nonperturba-
tive) renormalization group equation derived from a quantum gravity candidate having a
nontrivial ultraviolet fixed point – what is called “resurgence” mechanism by asymptotic
safety for quantum gravity). The (running) Higgs mass parameter can naturally be tuned
by the nontrivial scaling with the negatively large anomalous dimension, which makes the
mass parameter power-damped from the over-Planckian scale down to the Planck scale, to
be vanishing, so that the CSI can solve the gauge-hierarchy problem by “the self-tuning
mechanism” [5]. Given the CSI successfully at the Planck scale by the above “resurgence”
mechanism, the next issue one encounters is to generate mass scales and the non-vanishing
and negative squared Higgs mass term to retrieve the EWSB: one calls for the scalegenesis.

One proposal built on the CSI has been published in the framework of namely the bosonic
seesaw mechanism [6, 7], which is triggered by a new strong dynamics [8, 9, 10], what we call
the hypercolor (HC). In models of this class, the scale-invariance is dynamically broken by
the strong scale intrinsic to the HC dynamics, and the negative-mass squared of the Higgs
is then dynamically generated by the seesaw mechanism operative between the elementary
Higgs field and a composite Higgs field generated from the HC dynamics, which originates
from a Yukawa interaction between the elementary Higgs doublet and HC fermions. (Since
the sign is never absorbed by phase rotations in the case of boson fields, the negative sign
induced by the seesaw mechanism is manifestly physical to be a trigger of the EWSB.)

In this talk, I introduce the development on the bosonic seesaw model including the
U(1)B−L gauge symmetry: all the masses, for the SM particles and U(1)B−L Higgs, gauge
boson, and right-handed Majorana neutrinos (RHMνs), are generated singly by the new
strong dynamics, the HC, via a sequence of bosonic seesaws (multiple seesaws) involving the
HC composite Higgs bosons: that is the dynamical scalegenesis. The scale of active neutrino
masses is generated via the neutrino seesaw induced from the bosonic seesaw term of the
elementary and composite U(1)B−L Higgs bosons. The dark matter candidate also arises as
the lightest HC baryon.

2 The dynamical scalegenesis: multiple seesaws

The proposed model for the dynamical scalegenesis consists of the HC sector having the
SU(3)HC gauge symmetry, the SM sector, all having the CSI, so that the Higgs field (H)
in the SM sector does not have the mass term. The HC sector includes eight HC glu-
ons of the SU(3)HC as well as four HC fermions (Fi=1,2,3,4) forming the the fundamen-
tal representation of SU(4), FL/R = (χ, ψ1, ψ2)

T
L/R. The HC dynamical feature is as-

sumed to be a complete analogue of QCD. In addition to the SM gauge symmetry, the
U(1)B−L gauge symmetry is introduced by gauging the global baryon and lepton number
symmetries, where the U(1)B−L gauge boson and a new complex scalar (ϕ with U(1)B−L
charge +2) weakly couple involving the HC sector and the SM particles. The L/R-HC
fermions are vector-likely charged under the SM and U(1)B−L gauges. Their charge assign-
ment is chosen as χ = (χ1, χ2)

T ∼ (1, 2, 1/2,−1), ψ1 ∼ (1, 1, 0,−1)T , ψ2 ∼ (1, 1, 0, 1)T for
SU(3)c × SU(2)W × U(1)Y × U(1)B−L. To make the U(1)B−L-gauge anomaly-free, three
right-handed Majorana neutrinos (RHMνs) Nα=1,2,3

R (with no SM charges and U(1)B−L
charge −1) are also introduced. The point here is that the gauge-invariance allows the HC
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fermions to couple to Higgses H and ϕ and the RHMνs to do with the ϕ:

−yH χ̄Hψ1 − yϕψ̄2ϕψ1 − yααN ϕN̄Cα
R Nα

R + h.c. . (1)

At the confinement/strong scale ΛHC, the HC sector dynamics can be described as the
“hadron” physics (HC hadron). As in the case of QCD, the lightest HC hadron spectra
are then expected to be constructed from the composite scalars and pseudoscalars, pseudo
Nambu-Goldsone bosons (pNGBs) associated with the spontaneous“chiral” SU(4)FL

×SU(4)FR

symmetry breaking. Among those HC hadrons, one finds composite scalars, Θ1 ∼ ψ1χ,Φ ∼
ψ1ψ2 in which the Θ1 has the same quantum numbers as those of the elementary Higgs dou-
blet H, and the Φ carries the same charges as those the elementary U(1)B−L scalar ϕ does.
Of interest is to note that at the ΛHC scale, the yH - and yϕ-Yukawa interactions in Eq.(1) in-

duce the mixing between Θ1-H and Φ-ϕ, such as yHΛ2
HC(Θ

†
1H+h.c.) and yϕΛ

2
HC(Φ

∗ϕ+h.c).
Thus, the mass matrices of the seesaw form are generated:(

0 yH/ϕΛ
2
HC

yH/ϕΛ
2
HC Λ2

HC

)
. (2)

These matrices yield the negative mass-squared for H and ϕ, m2
H ≃ −y2HΛ2

HC and m2
ϕ ≃

−y2ϕΛ2
HC for small Yukawa couplings. Combined with the present quartic potential (with

the couplings λH and λϕ) terms for H and ϕ, the EWSB and U(1)B−L breaking are thus
triggered to develop the vacuum expectation values vEW ≃ 246 GeV and vϕ1 = O(ΛHC) =
O(5 − 10TeV). Then, the physical Higgs boson (h1) and the U(1)B−L Higgs boson (ϕ1)
respectively arise around the VEVs vEW and vϕ1

, obtaining the masses mh1
≃
√
2λHvEW ≃

125 GeV and mϕ1
≃ 2
√
2λϕvϕ1

≃ O(10− 30) TeV for λϕ = O(1).
The U(1)B−L-gauge breaking VEV, vϕ1

, makes the U(1)B−L gauge boson (X) and RHMν
Nα
R massive as well: by the ϕ-Higgs mechanism through the covariantized kinetic term |Dµϕ|2

the U(1)B−L gauge boson gets the mass of order O(gXΛHC) = O(5 − 10TeV) with the
U(1)B−L gauge coupling of O(1); the Nα

R become massive via the Yukawa coupling yααN
in Eq.(1), to get the masses mαα

NR
= O(yααN ΛHC) = O(5 − 10TeV) with yααN = O(1). We

then note that the NR-mass generation combined with the ylN -Dirac Yukawa term in Eq.(1)
induces the neutrino seesaw: (

0 ylNvEW

yTlNvEW mNR

)
. (3)

One can realize the neutrino mass scale mν ≃ y2lNv2EW/mNR
= O(0.1 eV) for ylN = O(10−5).

In addition, the present scenario provides HC baryons with the mass of O(ΛHC) = O(5−
10) TeV possessing the HC baryon number associated with the global U(1)FV

symmetry, so
can be stabilized to be DM candidates. In the present setup for the charge assignment given
in the above, the lightest HC baryon turn out to be Ω(12) ∼ ψ1ψ1ψ2 or Ω(22) ∼ ψ1ψ2ψ2.

3 Summary

The proposed dynamical scalegenesis has successfully generated masses of the SM particle
and active neutrino as well as explained the dark matter, by the multiple seesaw mechanisms
induced from the new strong dynamics of the hypercolor. As an evident new physics to
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be probed in the future experiments, a number of HC hadrons including the dark matter
candidate as the lightest HC baryon, the B−L Higgs, gauge bosons and three heavy RHMνs,
are predicted at around the order of a few or tens of TeV scale.

More details on the phenomenological consequences derived from the preset dynamical
scalegenesis are discussed in the published paper [11].
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コロイド粒子相互作用の断熱対ポテンシャルについて

京都産業大学 益川塾

曾我見郁夫

– 序論 – 第二次世界大戦中の１９４０年前後に、ロシアの物理学者 Derjaguin と Landau および
オランダの化学者 Verwey と Overbeek は、コロイド分散系のヘルムホルツ自由エネルギーを計
算し、粒子の相互作用を記述する遮蔽されたクーロン斥力ポテンシャルを導出した。彼等は、こ
の対ポテンシャルと近距離のファンデルワールス引力の線形結合用いることにより、分散系中の
コロイド粒子の凝集が ‘‘添加塩の価数の６乗に比例する’’という経験則（Schulze-Hardy則）を証
明することに成功した。これは経験則に頼ってきたコロイド科学に物理学の基礎を与えた画期的
な成果であり、以来、彼らの名を冠した Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeekの理論（DLVO理
論）がコロイド分散系の安定性と不安定性を記述する”標準理論”と位置づけられてきた。
１９７０年代に入ると、均質なコロイド粒子が生成され観測技術が急速な進歩を遂げた。その

結果、単分散コロイドの溶液で不純な小イオンを十分に除去すると、オパールのような美しい光
彩色を放つコロイド結晶が成長することが発見された。この現象は、一時期小イオン濃度が適当
な値をとると遮蔽により斥力効果が低下して ‘‘DLVOポテンシャルの第二極小’’が生じる結果であ
ると考えられた。この解釈によると、塩濃度を増加させると第二極小は深くなり、DLVO理論は
「添加塩の濃度を増加するとコロイド結晶は安定化する」ことを予言する。

この DLVO理論の予言を検証するために、蓮等は１０７３年に、粒子の体積分率と添加塩の
濃度の異なるポリスチレンラテックス分散系の状態を観察し，分散系の相図を作成した。塩濃度
が低い領域では、分散液はブラッグ回折により美しい虹彩色を発し、コロイド結晶の形成が確認
される。そのような状態から塩濃度を増加させると、共存領域を経て、虹彩色が失われる。すな
わち、添加塩濃度を増加させると、結晶は安定性を失って溶融するのである。この蓮の発見を契
機に、表面電荷の大きいコロイド分散系で多様な相転移現象が見出され、DLVO理論の欠陥が明
らかになって来た。
遮蔽された静電ポテンシャルは分散系のヘルムホルツ自由エネルギーから導き出されているこ

とに注目し，筆者は分散系のギッブス自由エネルギーの導出の可能性を研究した。そして、化学
ポテンシャルの総和としてギッブス自由エネルギーを計算することにより、コロイド粒子の間に
弱い長距離引力成分が残余する可能性を発見した。それ以来、長距離引力の存在の実験的な検証
とギッブス自由エネルギーの理論に関して、３０年以上にわたって論争が続いている。
この小論では、分散系の熱力学量を「母集団平均」に基づいて構成する。その際、小イオンが

粒子の外部領域のみに存在することに注目し、排除体積を系の熱力学変数として選ぶことにより、
系のギッブス自由エネルギーがルジャンドル変換と化学ポテンシャルの総和の二つの方法でヘル
ムホルツ自由エネルギーから導出可能であることが示された [1]。

– ポアソン・ボルツマン方程式と母集団平均 – コロイド系では、小イオンに比べると、粒子がも
つ質量、半径、電荷は圧倒的に大きい。そこで温度 T、体積 V の分散溶液中で、質量中心Rn の
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粒子が暫定的に定常的な配位 {R} = {R1,R2, · · · ,RN} をとると仮定する。その配位中で、小イ
オン気体は熱平衡状態に達し、ボルツマン分布

nj(r) = nj0 exp

(
− zje

kBT
Ψ(r)

)
(1)

で記述され、分散系の電位 Ψ(r) はポアソン方程式

ϵ∇2Ψ(r) = −4π
∑
j

zjenj(r) (2)

をノイマン型の境界条件

νn · ∇Ψ(r) = −4πZne

ϵ
σn(r) (3)

の下で解くことにより定められる。ここで、Zneは n-粒子は表面電荷で、σn(r) は νn を法線ベク
トルとする粒子の表面で規格化される。

n-粒子が占める体積を vn(Rn) とすると、分散液中で小イオンが分布する排除領域は

V ({R}) = {r ∈ V : r /∈ vn(Rn) ∀n} (4)

と表される。密度 Q[Ψ(r)] を排除領域 V ({R}) で積分して得られる量 Q[Ψ] は、電位 Ψ(r) と積
分領域 V ({R}) を通して粒子配位 {R} に依存する。しかし、現実のコロイド分散液中で、特定
の粒子配位 {R} が出現する確率は極めて小さい。そのため、積分量 Q[Ψ] は熱力学量には成り得
ないことに注意しよう。
同一の熱平衡状態を実現させ得る粒子配位は膨大な数存在するのである。そのため、密度

Q[Ψ(r)] から熱力学量 Q[Ψ] を構成するためには、可能なすべての粒子配位に関して母集団平均
（Ensemble Averaging (EA)）を取ることが必要である。即ち、熱力学量 Q[Ψ]は排除領域 V ({R})
上での積分量に母集団平均操作 EA の手続きを適用して

Q[Ψ] =

[∫
V ({R})

Q[Ψ(r)]dV

]
EA

(5)

と定義される。この平均操作 EA は、専ら積分領域に対して行われるため、電位 Ψ(r) を介する
配位依存性には影響を与えることはない。
この定義式 (5) を分布関数 nj(r) に適用すると、分散液中の j-種の小イオン数 ions Nj は

Nj =

[∫
V ({R})

nj(r)dV

]
EA

(6)

と算出される。ポアソン方程式 (2) を排除領域 V ({R}) 上で積分し母集団平均 EA を取り、ガウ
スの積分定理を適用し、境界条件 (3) と (6) 式を用いると、電気的中性条件∑

j

zjNj +
∑
n

Zn = 0 (7)

14

Soryushiron Kenkyu



が求められる。関係式 (1)、(2)、(3) および (6) が所謂ポアソン・ボルツマン（PB)方程式を構成
する。明らかに、PB方程式は弱いゲージ変換 Ψ(r)→ Ψ(r) + c (c は任意の定数) の下で不変で
ある。(5) 式で Q[Ψ(r)] = 1 と置くと、EA形式での排除領域の体積 V が

V ≡

[∫
V ({R})

dV

]
EA

= V −

[∑
n

⟨vn({Rn})⟩

]
EA

= V −
∑
n

⟨vn⟩ (8)

と定義される。ここで、⟨vn⟩ は n-粒子が占める排除体積である。
ここまで、母集団平均 EA は具体的には指定されていない。ここで、統計物理学でのミクロカ

ノニカル分布の類推で、熱的平衡状態にあるコロイド分散系中では可能な排除領域はすべて等確
率で出現すると仮定し、これをフラットな母集団（Flat Ensemble Averaging (FEA)）呼ぶことに
する。即ち、密度 Q[Ψ(r)] を排除領域で積分しフラットな母集団平均操作を適用すると、熱力学
量 Q[Ψ] は体積 V を持つ分散系の全体での積分を用いて

Q[Ψ] =

[∫
V ({R})

Q[Ψ(r)] dV

]
FEA

= f̄

∫
V
Q[Ψ(r)] dV (9)

と与えられる。（9）式で Q[Ψ(r)] = 1 と措くことにより、比例因子 f̄ は

f̄ =
V

V
= 1− ϕ = 1− 1

V

∑
n

⟨vn⟩ (10)

と決定される。因子 f̄ は分散系の排除体積比であり、ϕ =
∑
⟨vn⟩/V は n-粒子の体積比である。

– 線形ポアソン・ボルツマン方程式 – 分布関数 (1) を展開しΨ(r) の１位まで残すと、（2）式は

ϵ(∇2 − κ̄2)Ψ(r) = −4πe 1
V

∑
j

zjNj − ϵκ̄2
1

V

∫
V
Ψ(r)dV (11)

となる。ここで κ̄ は、デバイの遮蔽因子 κ と

κ̄2 =
4πe2

ϵkBTV

∑
j

z2jNj = f̄−1 κ2 (12)

で結ばれる新しい遮蔽因子である。この式も弱ゲージ変換の下で不変であり、これからも (7) 式
の中性条件が導き出される。この式 (11) の弱ゲージ対称性を固定すると、遮蔽因子 κ̄2 持つ線形
化された PB方程式 (LPB)

(∇2 − κ̄2)Ψ(r) = 0 (13)

と新たな一次の積分方程式

4πe
∑
j

zjNj + ϵκ̄2f̄

∫
V
Ψ(r)dV = 0 (14)
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が導き出される。
コロイド粒子の外部領域の電位は、LPB 方程式 (13) を境界条件 (3) の下で解くことによって

決定することが出来る。積分方程式 (14) は分散系全体での電位 Ψ(r) を定める役割を持ち FEA

形式で初めて求められたものである。

– 電位のフーリェー積分表示、ギッブス自由エネルギー、状態方程式 – LPB 方程式 (13) と積分
方程式 (14) を満たす分散系の電位は、フーリェー積分によって

Ψ(r) =
1

(2π)3

∫
Ψ̃reg(k)eik·rdVk (15)

と表示することが出来る。ここで、フーリェ変換

Ψ̃reg(k) = f̄−1
∑
n

Ψ̃reg
n (k) = 4πf̄−1

∑
n

Zne

ϵ
f regn (k)

1

k2 + κ̄2
e−ik·Rn (16)

に含まれる関数 f regn (k) は

f regn (k) = f regn (k) =
e−ian

√
k2

1− ian
√
k2
≡
[
e−ianw

1− ianw

]
w2=k·k

(17)

と定義される二重リーマン面上の解析関数である。この積分表示 (15) を用いることにより、コロ
イド分散系の熱力学関数を発散の困難なく計算することが出来る。
ギッブス自由エネルギーから導出されるコロイド粒子の対ポテンシャル

UG(R) = UF (R) + UE(R) = f̄−1Z
⋆2e2

ϵ

[
2 + 2κ̄a+ (κ̄a)2

1 + κ̄a

1

R
− 1

2
κ̄

]
e−κ̄R (18)

は、中距離の強い引力部分と長距離の弱い引力の尻尾を持ち、コロイド分散系のすべての特性を
記述することが出来る。排除体積中で熱平衡状態に達する小イオン気体の浸透圧 Posm について、
状態方程式

PosmV = kBT

∑
j

Nj −
1

16π
κ̄3V

− V ∂GZ
∂V

(19)

が成り立つ。
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Abstract

The field equations of elementary domains proposed by Yukawa in 1968 are studied from the
viewpoint of a particle embedded AdS5 spacetime with warp factor, which is known to produce
an energy hierarchy along the direction of the fifth dimension. The boundary conditions in
the fifth dimension can also add another insight to the field equations in the IR brane, the
low energy end of the fifth dimension, due to a periodic structure of the Green function in the
bulk; under suitable initial conditions, those field equations are reduced to Yukawa’s elementary
domain type of equations.

1 Introduction

The extra dimension in AdS5 spacetime is known to yield several aspects in particle physics.
In the Randall-Sundrum model, it plays a role to generate a energy hierarchy between the both
ends, the UV brane and the IR brane, of the fifth dimension through the warp factor [1, 2]
eky, (k ∼ l−1

P ). From a quantum mechanical point of view, it gives rise to an another interesting
aspect. The fifth coordinate 0 ≤ y ≤ L of a particle embedded in AdS5 spacetime can not
run off the both ends because of the boundary conditions like the infinite square well potential
problem. As a result, the Green function in the bulk of AdS5 spacetime shows a periodic
structure with respect to the fifth coordinate [3, 4]. Then, if the fifth dimension becomes time
dependent in some way, the y periodicity of the Green function will be transcribed on a time
variable. In previous papers [7, 8], we had discussed a possibility that this timelike periodicity
causes a difference type of field equation on IR brane, which has a similar structure as Yukawa’s
elementary domain[5, 6] equation represented by

eλ·∂Ψ = e−
i
ℏ ŜλΨ (1)

under suitable choice of initial state on that brane[8]. Yukawa considered this type of equation
as the natural landing form of non-local field theories, though there is no guiding principle
to derive it. In spite of Yukawa’s expectation, the eq.(1) was not suitable as an elementary
field equation, since it allows several types of ghost solutions. However, as an effective field
equation derived out of some elementary fields theories, it add an interesting viewpoint to the
particle physics.

In this article, we summarize the essential points in [8] shortly; and, the discussion is made
on the future constructive analysis.
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2 Green function in M4 ⊗ S1/Z2 spacetime

Though the aim of this work is to study the field equations in the IR brane through the Green
function in AdS5 spacetime, we first consider the case of vanishing warp factor (k = 0); that
is, we start from the analysis of the Green function in M4 ⊗ S1/Z2 spacetime. The free field
of mass m0 particle in this spacetime is characterized by the following field equation and the
boundary conditions: (

p̂µp̂µ + p̂2y + (m0c)
2
)
Ψ = 0, (2)

Ψ
∣∣
y=0

= Ψ
∣∣
y=L

= 0 (3)

; and so, the complete basis in y space become ϕn(y) =
√

2
L sin (kny) , (kn = nπ

L ; n = 1, 2, · · · ),
to which the eigenvalue equations p̂2yϕn = (ℏkn)2ϕn, (n = 1, 2, · · · ) hold. Then it is not difficult
to derive 1

Gba = ⟨xb| ⊗ ⟨yb|
(
p̂µp̂

µ + p̂2y + (m0c)
2 − iϵ

)−1 |xa⟩ ⊗ |ya⟩

=
∞∑

r=−∞

[
K
(
(x̄ba)

2 + (2rL+ 2y̆ba)
2
)
−K

(
(x̄ba)

2 + (2rL− ȳba)2
)]
, (4)

where we have used the notations f̄ba = fb − fa, f̆ba = 1
2 (fb + fa), and

K(z) =
−1
2ℏ

∫ ∞

0

dτ

(
1√

2πℏiτ

)5

e
i
2ℏ [

z
τ −τ((m0c)

2)]. (5)

The structure of the Green function (4) implies that the Gba is periodic with respect to ȳba
and y̆ba in such a way that

Gba(x̄ba, ȳba, y̆ba) = Gba(x̄ba, ȳba, y̆ba ± L) = Gba(x̄ba, ȳba ± 2L, y̆ba). (6)

Those periodic properties may not be so effective for the fields confined in the IR brane, since
ȳba = 0 and y̆ba = L on its. However, if the extra dimension is time dependent or moving,
then the situation will be changed.

0x

0

21
~ β−= LL

5x

5x′

0x′

L

..CL

Figure 1: y(x5) and y′(x′5) related
by a Lorentz boost

θ ′

R
0=′θ

0=θ
0xΩ

θ

0=y )( LRy == π
Ry π2=

0=′y

1S

0 L
2

1/ ZS
y

Figure 2: rotation of dy = Rdθ
into dy′ = Rdθ′

1In the derivation, the Poisson summation rule is used.
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The fig.1 and fig.2 are examples of time dependent extra dimensions; for example in fig.2,
the time-dependent extra dimension due to the rotating S1 background, the world line element
of the particle can be represented by

ds2 = dx′µdx′µ + (Rdθ′)2 = −(dx0)2 + dxidxi + (dy − βdx0)2, (7)

where cΩ is an angular velocity of the rotation. In what follows, we consider this case only;
the line element for fig.1, however, is essentially the same as the above except the coefficients
of dy and dx0 in the rightmost square term of eq.(7). The action of spinless particle can be
defined by dS = −(m0c)

√
−ds2, which gives rise to the constraint

K ≡ −(p0 + βpy)
2 + pipi + p2y + (m0c)

2 = 0, (8)

where pµ and py are respectively the momenta conjugate to xµ and y. In q-number theory, the

constraint (8) can be read as the field equation K̂Ψ = 0; or, using U = e
i
ℏβx

0p̂y , one can write

UK̂Ψ =
{
p̂µp̂µ + p2y + (m0c)

2
}
Ψ̃ = 0 (Ψ̃ = UΨ) (9)

Then, the Green function in {Ψ̃} space is nothing but (4); and with Gba =
(
U−1GbaU

) ∣∣
ya=yb=L

,

the propagation of fields on the IR brane can be written as

Ψb(xb) =

∫
d4xaGbaΦa(xa), (10)

where Φa(xa) is an appropriate initial state. Under the operation of U−1, the y̆ba in eq.(6) is
replaced by L− βx̆0ba in Gba; and, there arises the periodicity x̆0ba → x̆0ba ± β−1L in Gba. Then,
it is not difficult to verify that

e±LR(∂0)bΨb(xb) =

∫
d4xaGbaΦa(x0a ± LR, xia). (11)

Here, if we put the initial state with m = m0e
−0·L = m0 so that

Φa(x) = δ(p̂2 + (mc)2)θ(p̂0)ϕa(x), (12)

one can derive the domain type of equation

e±LR(∂0)bΨb = e∓
i
ℏ ŜbΨb

(
Ŝ = LR

√
p̂2 + (mc)2

)
, (13)

where LR = L/β. In this stage, the ± signs are arbitrary; and the combination of those
signs should be chosen by taking into account the asymptotic conditions and the symmetry of
system.

3 Green function in AdS5 spacetime with non-zero warp
factor

Until now, we have discussed the specific case with k = 0; further, the field equation (13) has
been a difference equation along the time direction, in which the Lorentz symmetry is broken.
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For the case of k ̸= 0, one can start from the action dS = −(m0c)
√
−ds2 with the world line

element

ds2 = e−2kydx2 + {dy − βe−ky(dx0 + du)}2, (14)

where u is a supplementary variable to fix the operator ordering in q-number theory. The
action gives rise to the constraints

Kβ ≡ e2ky{−(p0 − pu)2 + pip
i}+ {p2y + (m0c)

2} = 0, (15)

ϕβ ≡ pu + βe−kypy = 0. (16)

We read the eq.(15) as the field equation e−2kyK̂βΨ = 0, (z = eky) in q-number theory. Then

the field Ψ̃ =
√
zUΨ, (U = e−

i
ℏx

0p̂u) with z = eky satisfies{
p̂µp̂µ + p̂2z − (ℏk)2

∆

z2

}
Ψ̃ = 0 ,

(
∆ =

(
1

2

)2

−
(m0c

ℏk

)2)
. (17)

In this step, we eliminate p̂u by regarding ϕ̂β = 0 as the definition of p̂u; and, henceforth,

we deal with U−1 = e−
i
ℏx

0βe−ky p̂y . The field equation for Ψ̃ is reduced to the eq.(9) for
∆ = 0, i.e., for m0 = 1

2
ℏk
c = 1

2MP . Under this parameter tuning, the Green function in {Ψ̃}
space coincides with (4) by the substitution z and L(z)(= ekL − 1) for y and L, respectively.

Therefore, retracing the functional space by Ψ = U−1
(
z−

1
2 Ψ̃
)
, we arrive at the domain type

of field equation

e±L
′
R(∂0)bΨb = e∓

i
ℏ ŜbΨb ,

(
Ŝ = L′

R

√
p̂2 + (mc)2 , L′

R = 2L(z)/kβ
)

(18)

by assuming again the initial state (12).
Until now, the difference operation has been taken along the time direction. As a possible

way to obtain a covariant difference field equation, we try to modify the (dx0 + du) in the line
element (14) by (V ·dx+du), where V µ is a four vector constructed out of dynamical variables
other than xµ of the particle under consideration. In [8], we studied the V µ represented by
a bi-linear form of two Majorana spinors. Then V 2 and V 2

∥ , (V
µ
∥ = pµ(p · V )/p2) become

constants depending on the dimensions of the spin-representation spaces; and, with the z =
1√
A
eky, (A = (V 2 − V 2

∥ )β
2 + 1) defined anew, the counterpart of eq.(17) can be written as

{
p̂2 + p̂2z − (ℏk)2

∆′

z2

}
Ψ̃ = 0 ,

(
∆′ =

(
1

2

)2

−
(

m0c√
Aℏk

)2
)
. (19)

The result implies that the field equation in bulk is again reduced to eq.(9) under the parameter
tuning ∆′ = 0; and so, according to a similar procedure from (9) to (19), we can arrive at the
domain type of field equation

e±L
′(V ·∂)bΨb = e∓

i
ℏ ŜbΨb (L′ = 2L(z)/(kβV

2
∥ )), (20)

where Ŝ = L′
(
V 0
√
p̂2 + (mc)2 + V · p̂

)
.
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4 Discussion

In this article, we have shown that Yukawa’s domain type of field equations (1) arise naturally
as effective one’s at the IR brane in the AdS5 spacetime. The keys to get such a field equation
are threefold: some periodic structures of Green functions for elementary fields in bulk asso-
ciated with a compact fifth dimension, time dependence of the extra dimension giving a time
periodicity to the Green function, and a suitable choice of the initial state at the IR brane. On
can expect that a similar difference field equation arises at boundaries in higher-dimensional
spacetime such as AdS5 ⊗ (compact space) too.

The ways giving the initial states, however, remain in ambiguous situation. Those setup
may become clerar by taking the CFT structure at the IR brane into account; we only point out
that the initial state (12) with m = 0 is able to have a definite scaling dimension provided that
ϕ0(x) have a scaling dimension. In the last step to derive the domain type of field equations,
we have introdued four vecotr V µ that defines a direction of displacement; then, the fields in
the IR brane become those with spin’s degrees of freedom. The particle model can be extended
so as to include internal degrees of freedom of a compact group in addition to spin’s degrees
of freedom. Then, in the IR brane, there arise a variety of fields including gauge fields, which
may add a relevant viewpoint to eq.(1).
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非可換空間上のヤン-ミルズ理論における
ホログラフィックエンタングルメントエントロピー

日本大学工学部
中島 唯仁

場同士の積が Moyal 積により定義される非可換空間 (Moyal空間)上のゲージ理論に対して、
ゲージ・重力対応に基づく重力双対な模型の存在が知られている [1]。非可換空間上のゲージ理論
は、紫外領域 (近距離)に現れる発散が、赤外領域 (遠距離)に現れる発散と混合してしまう所謂
UV/IR mixing 等、通常の局所場の理論には見られない興味深い性質を有する。しかしながらこの
理論の非局所的な性質により、摂動論的な解析においても理論の性質を調べることは難しい。ゲー
ジ・重力対応に基づく解析により、理論の非摂動的な性質を含む種々の性質を調べることが可能
となる。ゲージ・重力対応に基づく解析により、空間の非可換性が理論の非摂動的性質に反映し
得ることが明らかにされている [2]。
非局所的な場の理論の一例である非可換空間上のゲージ理論において、エンタングルメントエ

ントロピーがどのような性質を有するかという問題は興味深い問題である。最近、非可換空間上
のラージ N ゲージ理論におけるエンタングルメントエントロピーが笠-高柳の処方箋に基づいて
評価され、理論の非局所性により、エンタングルメントエントロピーの発散部分が理論の固有の
スケールまでは体積則に従う等の報告がなされた [3]。空間の非可換性が理論の物理的性質に反映
される非自明な例といえる。今回我々は、非自明なＢ場及びDインスタントンを背景とするホロ
グラフィックゲージ理論に基づいて、非可換空間上のゲージ理論のエンタングルメントエントロ
ピーを評価し、その様相について調べた。その結果、エンタングルメントエントロピーの発散部
分には Dインスタントンの効果は現れず、それは体積則に従うことが確かめられた。一方、エン
タングルメントエントロピーの有限部分は、Dインスタントンの効果によりそのスケール依存性
が修正され、紫外領域における振舞いが、赤外領域における振舞いに近づくことが確認された。D

インスタントンを背景とするホログラフィックゲージ理論において、Dインスタントンは赤外領域
における Wilson ループの振舞いを変えることか知られている [4]。これは、UV/IR mixing を通
じたDインスタントンの非自明な効果の表れであると考えられる。また、エンタングルメントエ
ントロピーから評価される相互情報量においても、Dインスタントンは非自明な効果を及ぼすこ
とが確かめられた。
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グラディエントフロー方程式とその拡張

京都産業大学益川塾

菊地健吾
kikuchi@cc.kyoto-su.ac.jp

1 グラディエントフロー方程式とその一般化

グラディエントフローの方法とは、2010年、Martin Luscher [1]によって提唱された、ゲージ場の
量子論の発散を押さえる新たな機構である。グラディエントフロー方程式は一種の拡散方程式で、
その解で与えられる新しいゲージ場によって描かれる相関関数は、複合演算子繰り込み、Zファク
ター繰り込みを必要とせず、紫外発散が出ないという性質を持つ。この有限性の性質を使って、格
子理論を中心に研究が行われている。

1.1 一般化されたグラディエントフロー方程式

オリジナルなグラディエントフロー方程式は d = 4,SU(N)(格子)ゲージ理論に対するものであっ
たが、我々はこの方程式をより一般的な系にも適用できるように、一般化されたグラディエント
フロー方程式を提唱した [2]。

∂ϕa(t, x)

∂t
= −gab[ϕ(t, x)] δS

δϕb(t, x)
(1)

ここで、gabは、以下で定義されるノルムを不変に保つように導入されたメトリックである。

||δϕ||2 =
∫
dDxgab(ϕ(x))δϕ

a(x)δϕb(x), a = 1, 2, · · · ,M. (2)

ここでM は場の componentの数である。このようなメトリックを導入することにより、系のも
つ対称性の変換に対して、一般化されたグラディエントフロー方程式はその形を変えない。(1)は
オリジナルなグラディエントフロー方程式の内容を包括する一方、非線形な対称性をもった理論
にも適用が出来る。以下この方程式を適用した例をあげる。

1.2 SUSYグラディエントフロー方程式

(1)をN = 1, d = 4, SU(N) 超対称 Yang-Mills理論に適用することで、SUSYグラディエントフ
ロー方程式を得ることが出来る [2]。この方程式はフロー時間発展に対して、超対称性と超ゲージ
対称性を明白に保っている。一方で、方程式に無限回の交換関係がでてくるために、解析的に解
くことが出来ない。そこでWess-Zuminoゲージを取ることにより解析を試みた。ここで問題とな
るのは、フロー時間発展に伴い、Wess-Zuminoゲージが保たれるかということであるが、超ゲー
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ジ変換で書けている適切な項を方程式に付け加えることにより、Wess-Zuminoゲージ内に閉じた
方程式を得ることが可能であることを示した。超対称性理論において、ゲージ場と物質場の方程
式は超対称性変換によって結びついているため、我々の結果は物質場のグラディエントフロー方
程式の構成という意味でも意義がある。

1.3 ラージNグラディエントフロー方程式

グラディエントフロー方程式の非摂動的な性質を調べるため、(1)を d = 2, O(N)非線形シグマ模
型に適用、解析を行った [3]。この模型はラージN極限で厳密に解くことができることが知られて
いる。我々はこの模型に対するグラディエントフロー方程式がラージN極限で非常に簡単になる
こと（ラージNグラディエントフロー方程式）を発見し、この方程式を解析的に解くことにより、
2点相関関数が付加的な繰り込みなしに有限になることを、非摂動的に示した。これは今まで摂動
的にしか示されていなかったグラディエントフローの性質を非摂動的に示した初めての例である。

2 作用のグラディエントで書けないフロー方程式

グラディエントフロー方程式は、作用のグラディエントで書けていることからその名が付けられ
たわけだが、簡単な次元解析からわかることは、Ωを一般の場、dを時空次元、N を super charge

の数とした時、

[Ω] =
d− 2

2
− N

4
(3)

を満たさない時、フロー方程式はそもそも作用のグラディエントでは書けない。そのような場合
においても有限性の性質をもつある種のフロー方程式が得られるかどうか調べることは重要であ
る。本研究では作用のグラディエントでかけないフロー方程式について、その構成方法を提唱し
た [4]。フロー方程式は以下の２つの要求、

1. 系が持っている性質（対称性、constraint）を保存する

2. 拡散方程式で描ける

を満たすとする。このもとで、d = 2,超対称 O(N)非線形シグマ模型に対するフロー方程式を構
成した。解析の結果、この模型の超場のフローは、そのスカラー項のフローのみに支配されるこ
とがわかった。さらにラージ N極限を取ることで、2点相関関数が非摂動的に有限であることを
示した。

3 今後の展望

グラディエントフロー方程式はその有限性という特殊な性質を使って、主に格子ゲージ理論にお
いて様々な研究がなされている。しかし、我々の研究からもわかる通り、この性質は格子ゲージ
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理論に限ったことではなく、広く様々な理論で応用に繋げて展開することが可能である。また、
何故このような性質を持っているのか、その背景にある物理を考察することも重要である。今後
の研究の発展が期待される。
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真空エネルギーと正則化の方法について

日本大学理工学部

二瓶 武史

宇宙観測から得られた真空エネルギー密度 ρDE ∼ (meV)4 は理論的な見積り (MP ∼ 1019 GeV

の 4乗)より 120桁小さい。これは裸の宇宙項Λと量子補正の間の不自然な微調整が必要であるこ
とを意味する。これが宇宙項問題である [1]。
ここで, 量子補正とは場の理論のゼロ点エネルギーに起因するものである。例として, 平坦な時
空における質量mの自由なボソン場を考える。運動量 kを上限M でカットオフ (k < M)する正
則化を用いると, エネルギー密度および圧力は, それぞれ次のように書ける。

⟨ρ⟩ =

∫
d3k

(2π)3
· ωk
2

=
1

16π2

(
M4 +M2m2 − m4

2
log

2M

m

)
⟨p⟩ =

∫
d3k

(2π)3
· k2

6ωk
=

1

16π2

(
M4

3
− M2m2

3
+
m4

2
log

2M

m

)
ここで, ωk =

√
k2 +m2。上の式から, 対数発散以外は状態方程式 pΛ = − ρΛ を満たさず, 宇宙項

の繰り込みで有限に出来ないことが分かる。これはこの正則化が Lorentz 対称性を破るためであ
り, 繰り込みによって有限な値を得るためには, Lorentz 不変な正則化を用いる必要がある。
Lorentz 不変な正則化として次元正則化 [2]や zeta 関数正則化 [3]などが挙げられる。これらは

ゲージ不変な正則化で, 解析接続を用いて正当化されるが, ベキ乗の発散 M4, M2 がなく, logM

発散のみが存在する。以下では, 特に zeta 関数正則化に関して, 解析接続を行わない素朴な物理的
モデルとして正則化を実現できないかについて考察する。通常は正則化の方法によらない部分が
物理的に意味があると考えるが, ここでは正則化が UV complete な理論の effective な記述になっ
ている可能性を考える。Zeta 関数正則化では, 例えば次のような等式が成り立つ。

ζ(−1) = 1 + 2 + 3 + · · · = − 1
12

これを実現する物理的モデルとして, 3つのうまく行かない試みを紹介する。
1つ目は, 次のように和の順序を変えることである。

S =

∞∑
n=1

n =

∞∑
n=1

[
F (n)− F (n− 1)

]
?
= −C

ここで F (n) = n(n+1)
2 +C であり, 定数 C は条件

∫ 1
0 F (x−1) dx = 0から C = 1

12 と定める。発散
する級数の中で和の順序を変えることは出来ず, 上の変形は正しくない。また, 通常の場の理論の
真空エネルギーに現れる和は変形前の順序であり, このような機構で有限にすることは出来ない。
2つ目の試みは, 経路積分を定義する際の時間間隔∆tを微調整するというものである。1+ 1次
元のmassless自由場を考え, 系のサイズを Lとして固定端条件の下で量子化すると, 真空エネル
ギーは発散級数

∑∞
n=1 n に比例する。関数 f(x) = (1−x)2を用いてこれを次のように正則化する。

SN =
N∑
n=1

nf
( n

N

)
= − 1

12
+
N2

12
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これは xを間隔 ∆x = L
N で離散化してN 個の質点系と考えることに対応している。真空のエネ

ルギーは Evac = Ediv + Efinite と書ける。ここで Ediv = πN2

24L , Efinite = − π
24L である。条件　

exp (−iEdiv∆t) = 1 を満たすように時間間隔を∆t = 48L
N2 と選ぶと, 無限大は見えなくなる。こ

れは無限大の fine tuning であるが, スケーリング ∆t ∝ (∆x)2

L の要請と等価である。無限大は消
えるものの, 重力が存在する場合には, この方法で発散を消すことは出来ない。
3つ目の試みは, timelike な point-splitting を変形したものである。1 + 1次元のmassless自由

場を周期的境界条件 (系のサイズ L)の下で量子化する。同一時空点の演算子の積を, 次のように
正則化する。

TεO2(t, x) =
O(t+ ε, x)O(t, x) +O(t, x)O(t+ ε, x)

2

ここで, 微小時間 ε (> 0) は計算の最後にゼロに近づける。さらに, 減衰関数 fε(k) = exp(−ε|k|)
を導入して, 大きな kの寄与を抑制する。ε̃ = 2πε/L → 0 の極限を取ると, 真空のエネルギーは

E(reg)
vac = L⟨0|Tε ϕ̇2(t, x)|0⟩ =

2π

L

∞∑
n=1

ne−nε̃ cos(nε̃) = − π

6L

と有限になる。ただし, 4次元ではこの方法で Evac を有限にすることは出来ない。
最後に, 通常の point-splitting 正則化を検討する [4]。平坦な 4次元時空における自由スカラー
場 (質量m)のエネルギー・運動量テンソルは

⟨0|Tµν |0⟩ =
1

2π2
1

(σρσρ)2

(
ηµν − 4

σµσν

σρσρ

)
− m2

8π2
1

σρσρ

(
ηµν − 2

σµσν

σρσρ

)
− m4

32π2
ηµν

(
1

2
log

∣∣∣∣m2σρσρ
4

∣∣∣∣+ γ

)
+ (finite)

と書ける。ここで, σµ = x
′µ − xµ は split 間隔である。超対称性が自発的に破れた時の関係式 NB

= NF (ボソンとフェルミオンの自由度),
∑

im
2
Bi =

∑
im

2
Fi が成り立てばベキ乗の発散は出ない

が, これが次元正則化の実現と言えるのかもしれない。通常は, σµ によらない Lorentz 不変な結
果を得るために平均化 ⟨σµσν⟩ → 1

4 η
µν(σρσρ) の置き換えが行われる [5]。これにより 4次発散は

相殺するが, 2次発散は残る。この置き換えは Euclidean で σµの方向について平均したものを解
析接続して得られるが, この過程を解析接続を用いずに理解したいと考えている。
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曲がった時空における真空条件

梅津光一郎

日本大学理工学部

Abstract

量子異常の考察に基づくHawking放射の導出法は共変型カレントに対する２つの境界条件
が必要となる．我々はこの２つの境界条件が新たな真空の境界条件となる可能性について議論
する．

1 導入

光さえも脱出することができない閉鎖的な空間であるブラックホールは古典的には放射を許さ
ないが，Hawkingはブラックホール時空において量子効果を考察することにより，ブラック
ホールが放射するメカニズムを提案した．その結果，ブラックホールは Hawking温度と呼ば
れるある特別な温度

TH =
κ

2π
(1)

を持つ黒体放射のように振る舞うことが示された [2]．ここで，κはブラックホールの表面重力
を表す．

Hawking のオリジナル論文以後，様々な Hawking 放射の導出法が提案され，2005 年に，
RobinsonとWilczekによって量子異常を用いた新しい Hawking放射の導出法が提案された．
この導出法のエッセンスは次の通りである．我々はブラックホールの外側の領域をブラックホー
ルの極近傍領域とブラックホールから離れた領域との２つの領域に分割する．ブラックホール
の事象地平面の極近傍において，ブラックホールに落ち込むモードは我々の世界に影響を及ぼ
さないので，この効果を無視することにする．このブラックホールに落ち込むモードを無視し
たことにより，カイラルな理論となり，量子異常，すなわちエネルギーの湧き出しが起こり，
これが Hawking放射と一致する．一方，事象地平面から離れた領域においては，量子異常が
現れることなく，カレントまたはエネルギー運動量テンソルは保存する．
我々は形式的に経路積分を行い，変分原理からNoetherカレントを構築する．その結果，自

然に共変型カレントを取り扱うことができる．ホライズンから離れた領域とホライズン極近傍
領域において，一般座標変換に対するWard恒等式は，それぞれ，

∇µT µ
ν(O) = 0 (2)

∇µT µ
ν(H) = −

1

96π
√
−g

ϵµν∇µR (3)

となる．ここで簡単のため，背景時空として Schwarzschildブラックホールを用いた．T µ
ν(O)と

T µ
ν(H)はそれぞれ，ホライズンから離れた領域とホライズン極近傍領域のカレントと定義した．
また，ϵµν は ϵ01 = 1とする Levi-Civitaテンソルを，Rはスカラー曲率を表す．(2)と (??)に
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おいて，µ = tのとき，これらの方程式を解くと，

T r
t(O) = t rt(O), (4)

T r
t(H) = N r

t + t rt(H) (5)

を得る．t rt(O) と t rt(H) はそれぞれ積分定数を表し，N
r
t は

N r
t =

f∂2rf − (∂rf)
2/2

96π
(6)

とする．ここで，f は Schwarzschild背景時空の場合，f = 1− 2M/rによって与えられる．こ
れら２つの積分定数を一意的に求めるために，我々は共変型カレントに対する物理的に意味の
ある２つの境界条件

T r
t(H)(rH) = 0 (7)

T r
t(O) = T r

t(H)(∞) (8)

を導入した [3]．結果として，ホライズン遠方でのエネルギーフラックスは

T r
t(O) =

π

12β2
H

(9)

となり，ホーキング温度 (1)を持つ黒体放射フラックスに一致する．ここで，我々はκ = 2π/βH =
∂rf(r)/2|r=rH を用いた．
ここで用いた 2つの境界条件 (7), (8)の物理的な意味は次のように解釈することができる．

1つめの境界条件 (7)はカレントと一緒に落ち込む観測者がそのカレントを見るときそのカレ
ントが有限になりなさいという正則条件と解釈することができる．２つめの境界条件 (8)は，
カレント保存則と解釈できる．その理由は，量子異常によるエネルギーフラックスの生成はホ
ライズンの極近傍，プランク長程度の場所に限定される．一旦，ホライズンから離れた領域で
は量子異常はなく，エネルギーの湧き出しは一切ない．Gaussの定理により，ホライズン極近
傍におけるフラックスとホライズンから漸近的に離れた領域におけるトータルフラックスは等
しくなる，すなわちホライズン近傍領域とホライズンから離れた領域をつなぐカレント保存則
であると考えられる．
この量子異常の考察において，カレントにはコンシステント型のカレントとコバリアント

型のカレントとの 2種類のカレントがあり，どちらのカレントに対して境界条件を課すのかに
ついては問題になりますが，物理的なカレントはゲージ不変なコバリアント型のカレントを用
いるべきという観点から，我々は経路積分を形式的に行うことにより，変分原理からネーター
カレントを構築した．その結果，コバリアント型カレントだけを自然に取り扱うことができる．
その後，Banerjee[4]や森田氏 [?]によって，上記 2つの境界条件 (7), (8)を用いる代わりに，
Unruh真空 [6], Hartle-Hawking真空 [7]といったホライズンに起因した真空条件を用いた場合
にも Hawking放射の結果を導出できることが示されている．

2 ブラックホール時空における真空条件

Unruh真空と Hartle-Hawking真空は，ingoing mode と outgoing modeを表す Eddington-
Finkelstein 座標系を用いて表される．例えば，Unruh真空の場合，２つの境界条件として，ホ
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ライズンで outgoing mode current が発散しないという正則条件:

Tuu = 0 (at the horizon) (10)

と，無限遠方で ingoing mode current が観測されないという条件:

Tvv = 0 (at r →∞) (11)

が用いられる．また，Hartle-Hawking真空の場合，どちらのカレントもホライズンでゼロに
なるという条件：

Tuu = Tvv = 0 (at the horizon) (12)

によって与えられる．先に述べた２つの境界条件 (7), (8)の代わりにこれらの境界条件を用い
た場合においても正しいHawking放射の結果を導出することができるのは非常に興味深い．こ
のようにして，我々はよく知られたブラックホールの真空条件を用いて，量子異常の考察から
Hawking放射の導出方法が明確になった．
逆に考えると，過去に知られたブラックホールの真空条件を用いて，Hawking放射を正しく

導出できるのであるならば，我々の提案する境界条件 (7)と (8)もまた極座標系における１つの
真空条件になり得るのではないかと考えられる．そこで，我々は実際に Eddington-Finkelstein
座標系において，同様の解析を行った (Table 1を見よ)．極座標系の議論では，系自身に時間
依存性がなかったため，本質的に動径座標のみ用いることができたが，Eddington-Finkelstein
座標系では vと uの中に tと rが混在するため，uと v成分のカレントに対して，それぞれ積
分定数が現れるので，任意定数の数が増えることになる．

Eddington-Finkelstein座標系において，Unruh真空の境界条件 (10), (11)のみを用いると，
すべての積分定数を決定することができず，これらを一意的に決定するためには，カレント保
存則

t(O)vv = t(H)vv + kvv (13)

t(O)uu = t(H)uu (14)

が必要となる．実際には保存則から，ステップ関数の微分からデルタ関数的な発散が生じ，こ
のカレント保存則は，それらの発散がキャンセルするための条件として現れる [?]．したがっ
て，我々の用いた境界条件 (7), (8)は，ただの真空条件というわけではなく，真空の境界条件
とカレント保存則を合わせたものとして理解することができる．

3 まとめ

我々は，量子異常の考察に基づく Hawking放射の導出法において，我々が用いた２つの境界
条件は極座標系での新たな真空の定義を与えている可能性があることを提案した．Eddington-
Finkelstein座標系においては，真空の境界条件とカレント保存則を用いることによってHawking
放射の結果を再現することを示した．したがって，今後は，他の真空条件を用いた議論を，極
座標系に変換し，我々の与えた境界条件が先行研究の結果と同様の結果を与えるかについて考
察していきたい．
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Ingoing mode Outgoing mode

Tvv = T(O)vvΘ+(r) + T(H)vvH(r) Tuu = T(O)uuΘ+(r) + T(H)uuH(r)

T(total)vv = Tvv +KvvH(r) T(total)uu = Tuu
T(O)vv = t(O)vv + Ñvv T(O)uu = t(O)uu + Ñuu

T(H)vv = t(H)vv T(H)uu = t(H)uu + Ñuu

Kvv = kvv + Ñvv Kuu = 0

Table 1: Eddington-Finkelstein座標系での解析：それぞれ領域におけるエネルギー運動量テンソルの
解を示す．Θ+(r) = Θ(r− (rH + ϵ)とH(r) = 1−Θ+(r)は階段関数を表し，Kvv(uu)はホライズン近傍に

おける ingoing modeの寄与を，Ñvv(uu) =
∂2
v(u)φ− 1

2 (∂v(u)φ)
2

24π を表す．ここで，φ = ln f とする．
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Scale Invariance solves Cosmological Constant Problem

Department of Physics and Maskawa Institute for Science and Culture,
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Taichiro Kugo

1 はじめに：宇宙定数問題の本質

2年前のこの日大理工・益川塾連携シンポジウム (第 5回)でも既に指摘したように、宇宙定数（CC）
問題の本質的な点は、場の理論におけるボソン場のゼロ点振動エネルギーやフェルミオン場のDirac

の海の粒子の負エネルギーの総和が発散することなどではない。この世界にいくつもの対称性の
自発的破れが、幅広い階層的なスケールにまたがって存在し、各々のスケールでの自発的破れ毎
に、それらに付随する真空凝縮エネルギーがほぼ完璧にキャンセルしている、という奇跡的事実
なのである。
例えば、我々は十分に確立した標準模型においても、少なくとも二つの対称性の自発的破れ、

すなわち、Higgs凝縮による電弱対称性の破れと、クォーク対凝縮によるカイラル対称性の破れ、
があることは間違いない。その凝縮エネルギーのスケールは、

Higgs 凝縮： − VHiggs ∼ ( 200GeV )4 ∼ 109GeV4 ∼ 1056Λ0

QCD カイラル凝縮： − VQCD ∼ ( 200MeV )4 ∼ 10−3GeV4 ∼ 1044Λ0 (1)

現在観測されているCC値 Λ0に比べてそれぞれ 56桁、44桁大きい。我々のこの平坦で静かな宇
宙が存在しているという事実は、間違いなく存在するはずのこれらの凝縮エネルギーが全く宇宙
定数に効いていない!ことを意味する。すなわち、Einstein重力は、これらの凝縮エネルギーを全
く感知していないのである。もしこれらの凝縮エネルギーが、初めに用意された「裸の宇宙定数」
cで相殺しているとすると、この二つの自発的破れだけでも、実に 56桁もの厳密な相殺が起こっ
ていなければならないことを意味する。この事実をもっと生々しく言えば、それぞれ負のHiggs凝
縮のエネルギー VHiggsとカイラル凝縮エネルギー VQCDが、次の様に、各破れの段階で 12桁、44

桁の数字が厳密に相殺されている、ということである：

c (最初に用意した CC)
= 654321, 098765︸ ︷︷ ︸

12 digits

4321, 0987654321, 0987654321, 0987654321, 0987654321× Λ0 ∼ 1056Λ0

c+ VHiggs = 4321, 0987654321, 0987654321, 0987654321, 0987654321︸ ︷︷ ︸
44 digits

×Λ0 ∼ 1044Λ0

c+ VHiggs + VQCD =現在の暗黒エネルギー 1× Λ0 ∼ Λ0
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2 真空エネルギー≃真空凝縮エネルギー、有効重力理論

前節で強調したように、宇宙定数問題の本質は、Planckエネルギー以下で、エネルギーのスケー
ルの異なるいくつもの対称性の自発的破れが存在し、付随する真空凝縮エネルギーは、それぞれ
の破れのエネルギースケールでほぼ完璧に相殺されている、という事実である。
宇宙定数問題の解決は、この奇跡を実現する自然な機構を与えるものでなければならない。

Higgs凝縮やカイラル凝縮といった、これらの対称性の自発的破れは Planckエネルギーよりも遙
か下の低エネルギーでの出来事であり、そこでは重力は、量子論的効果も含めて有効低エネルギー
理論としてのアインシュタイン重力理論（あるいは超重力理論）で十分記述出来ていて、宇宙定
数問題はその有効重力理論の枠内で議論し解決できる問題である。Planckエネルギーよりも大き
なエネルギー領域まで妥当な「究極の量子重力理論」は、出来たとしても、せいぜい宇宙定数の
Planckエネルギーでの「境界値」を決める程度のものであり、上述の宇宙定数問題の本質の解決
には無関係である。
また、シンポジウムでは、場の理論の真空エネルギー（ボソン場の振動エネルギーやDiracの

海の負エネルギー）と（スカラー場のポテンシャルで表される）真空凝縮エネルギーの関係につ
いてもコメントした。すなわち、概念的には別物として我々の頭にインプットされているそれら
のエネルギーが実は殆ど同じものであることをカイラル凝縮を例にとって説明した。

3 スケール不変性が問題を解決する！

標準理論は、我々の世界がほとんどスケール不変であることを明らかにした。すなわち、ただ一
点、Higgs場の（タキオン的）質量項を除けば次元を持つパラメータを含まず、完全にスケール不
変なのである。それゆえ Higgsの質量項もスケール不変性の自発的破れで供給されれば、この世
界の全系がスケール不変という可能性があるということである。これが宇宙定数問題の自然な解
決を与える事を示そう。

3.1 古典的スケール不変性

しばらくアノマリーを忘れて古典的スケール不変性があればどのように宇宙定数問題が解決され
るのか、を示す。量子論的アノマリーの効果は次節で議論する。
イメージを明確にするべく、対称性の自発的破れを階層的に起こすスケール不変なポテンシャ

ル例を書く:

V (ϕ) = V0(Φ) + V1(Φ, h) + V2(Φ, h, φ)
↓ ↓ ↓
M ≫ µ ≫ m

ここで、三つのクラスの場, {Φ}, {h}, {φ}, は、それぞれ、重力（ないしGUT)、電弱、カイラル
凝縮のエネルギースケールM,µ、m (M ≫ µ≫ m) で自発的破れを起こすスカラー場を想定して
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いる。hはHiggs場、φはカイラル線形 σ模型のスカラー場である。従って φは elementaryでは
ないが、他の場も有効場でも構わない。
ポテンシャルの具体形に依らず、4次元時空でスケール不変性は、ポテンシャルが、場 {ϕ} =

{Φ, h, φ }の 4次斉次関数であること、∑
i

ϕi
∂

∂ϕi
V (ϕ) = 4V (ϕ). (2)

を意味する。しかし、これはポテンシャルの停留点
⟨
ϕi
⟩
= ϕi0; dV/dϕ

∣∣
ϕ=ϕ0

= 0 での値が消える
ことを意味する

V (ϕ0) = 0.

重要な点は、これが対称性の自発的破れの各段階で起こることである。
実際、もしスケールM での物理を議論する時は、我々は V の中で {Φ}だけを含む部分 V0(Φ)

だけを保持すれば良い。hや φは µやそれ以下の真空期待値を得ると想定しているからである。
V0(Φ)部分だけで次元 4を満たしているので、そこでの自発的破れに伴う凝縮エネルギーである
ポテンシャル停留値が消えること V0(Φ0) = 0を意味する。
次の段階のエネルギースケールµでの自発的破れを議論する時は {Φ}と {h}を含む部分V0(Φ)+

V1(Φ, h)を採らねばならないが、そこでのスケール不変性から V0(Φ0)+V1(Φ0, h0) = 0が言える。
同様にスケールmでは,ポテンシャル V0(Φ) + V1(Φ, h) + V2(Φ, h, φ)が次元 4なので, 停留値

V0(Φ
′′
0) + V1(Φ

′′
0, h

′
0) + V2(Φ

′′
0, h

′
0, φ0) = 0が言える。

この奇跡を起こす機構は、自発的破れの各段階で関連する場全体のポテンシャル部分がそれぞ
れでスケール不変だからである。
もっとイメージをハッキリさせるために、ポテンシャルの具体形の例を与えよう。先ず、二つ

の実スカラー場 Φ0,Φ1のポテンシャル

V0(Φ) =
1
2
λ0(Φ

2
1 − ε0Φ2

0)
2,

を採って、真空期待値
⟨Φ0⟩ =M and ⟨Φ1⟩ =

√
ε0M. (3)

を実現する。Φ0の期待値M は完全に自発的であり、この段階ではゼロでない事だけが重要で、そ
の大きさには何の意味もない。M は、Planck質量と見なされる量で、次のスケール不変な重力の
作用中の、Φ2

0の掛かった Einstein-Hilbert項 Φ2
0R

Seff =

∫
d4x
√
−g
{
c1Φ

2
0R+ c2R

2 + c3RµνR
µν + · · ·

}
を通じてNewton結合定数を与える。もしGUTが存在するなら、ε0は 10−4くらいの小さい定数
で、Φ1は GUT 対称性を破るスカラー場である；例えば SU(5) GUTだと、自発的破れ SU(5)→
SU(3)× SU(2)× U(1)を引き起こすAdjoint Φ1 : 24 である。
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V1(Φ, h)部分は、電弱対称性を破るHiggs場のポテンシャルで

V1(Φ, h) =
1
2
λ1

(
h†h− ε1Φ2

1

)2
.

パラメータ ε1を大変小さな≃ 10−28に採って、ε1Φ2
1項をVEVε1ε0M

2 = µ2/λ1に置き換えれば、
このポテンシャルはHiggs二重項場 hに対する標準模型のHiggs potentialを再現する。

V2(Φ, h, φ)部分は、カイラル対称性の破れ、例えば、SU(2)L×SU(2)R → SU(2)Vを引き起
こす。2× 2行列のスカラー場 φ = σ + iτ · πを使って、さらに小さなパラメータ ε2 ≃ 10−34で、
同様に書かれる:

V2(Φ, h, φ) =
1
4
λ2

(
tr(φ†φ)− ε2Φ2

1

)2
+ Vbreak(Φ, h, φ)

右辺第 1項は、ε2Φ2
1を VEVε2ε0M

2 = m2/λ2で置き換えれば、カイラル SU(2)L×SU(2)R変換
φ→ gLφgRで不変な線形 σ-模型を再現する。最後の項 Vbreakは、u, dクォークのHiggs場 hとの
小さな湯川結合 yu, ydによって生じたあらわなクォーク質量によるカイラル対称性の破れをあら
わす。例えば、（ε3 ∼ 4πε2）

Vbreak(Φ, h, φ) =
1
2
ε3Φ

2
1 tr
(
φ† (yuϵh∗ ydh

)
+ h.c.

)
4 場の理論におけるスケール不変性のアノマリー

しかし、ここまで場の理論に存在するスケール不変性のアノマリーを無視してきた。場の理論で
はくり込み点 µというスケールが入ってきて、このアノマリーはくり込み群方程式 (RGE)(

µ
∂

∂µ
+
∑
a

βa(λ)
∂

∂λa
+
∑
i

γi(λ)ϕi
∂

∂ϕi

)
V (ϕ) = 0 (4)

で表される。素朴な次元勘定の恒等式(
µ
∂

∂µ
+
∑
i

ϕi
∂

∂ϕi

)
V (ϕ) = 4V (ϕ) (5)

から (4)を引けば、 (∑
i

(1− γi(λ))ϕi
∂

∂ϕi
−
∑
a

βa(λ)
∂

∂λa

)
V (ϕ) = 4V (ϕ) (6)

を得る。これは上で述べた素朴なスケール不変性の式 (2)、
∑

i ϕi(∂/∂ϕi)V (ϕ) = 4V (ϕ)、を置き換
える正しい式であり、実際、アノマリー関数 βa(λ)や異常次元 γi(λ)が消えればそれに帰着する。
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この (6)式は、異常次元 γi(λ)による破れは、ポテンシャルの停留点の値が消える性質自体には全
く無害である、事を示している。他方、βa(λ)による破れ項は大変問題のようで、(6)式は、停留
点 ϕ0, dV/dϕ

∣∣
ϕ=ϕ0

= 0、での potentialの値 V (ϕ0)に対し

4V (ϕ0) = −
∑
a

βa(λ)
∂

∂λa
V (ϕ0) (7)

を導く。この式は、結合定数 λaがちょうど赤外固定点: βa(λIR) = 0 直上の値 λIR aをとらない限
り、ポテンシャルの停留値 V (ϕ0)が消えない、といっているように見える。
しかし、これから次のことを示したい。もし赤外固定点 λIR a が存在すれば、ポテンシャルの

停留値 V (ϕ0)は、赤外極限 µ = 0に行かなくても、任意の有限エネルギー µで 0である、という
ことを。すなわち、スケール不変性のアノマリーは、ポテンシャルの停留値 V (ϕ0)が 0であると
いう性質を壊さないのである。
まず、元のRGEの式 (4)より、ポテンシャルの任意の停留点 ϕ0における値 V (ϕ0) ≡ V0(λ;µ2)

がRGE (
µ
∂

∂µ
+
∑
a

βa(λ)
∂

∂λa

)
V0(λ;µ

2) = 0 (8)

を満たすことに注意する。（実際この式は、次元から停留点のポテンシャルが V0(λ;µ
2) = µ4v(λ)

という形をとるので、この式の第 1項 µ∂/∂µを 4に置き換えられ、そうすると (7)式に帰着する）。
このRGE (8)式の解は

V0(λ;µ
2) = V (λ̄(t);µ2e2t) (9)

で与えられ、λ̄a(t)は次式で決まる running結合定数である。

dλ̄a(t)

dt
= βa(λ̄(t)) with λ̄a(t = 0) = λa.

このポテンシャル V0(λ;µ
2) = µ4v(λ)の次元 0部分 v(λ)に対しては、この解は

v(λ) = e4tv(λ̄(t)) → v(λ̄(t)) = e−4tv(λ) (10)

の性質を言う。
ここで、理論が有限の赤外固定点 λIRを持つことを仮定する:

lim
t→−∞

λ̄a(t) = λIR,a . (11)

赤外極限 t→ −∞ (µ̄ = µet → 0)をとれば、(10)式は

v(λIR) = e+∞v(λ)
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を与える。ところが、有限の赤外固定点の存在の仮定は、固定点直上の理論の存在も意味してい
るので、赤外固定点でのポテンシャル関数 v(λIR)は有限である。そうすると、この式から

v(λ) = 0 したがって V0(λ;µ
2) = 0 (12)

でなければならないことがわかる。すなわち、ポテンシャルの停留点での値 V0(λ;µ
2) = µ4v(λ)

は、赤外極限に到達前に、すでに有限のエネルギー µで消えていなければならない。かくして、
我々はポテンシャルが停留点で消える性質は、スケール不変性の量子アノマリーを乗り越え生き
残ることを証明した。

5 ゲージ階層性

上では、大きなゲージ階層性は、ポテンシャルの中に 極めて小さなパラメータ ε1 ≃ 10−28, ε2 ≃
10−34を単に仮定することで実現した:

V2 =
1
2
λ2

(
h†h− ε1Φ2

1

)2
and V2 ⊃ 1

4
λ2

(
tr(φ†φ)− ε2Φ2

1

)2
(13)

しかし、物理的には、例えばカイラル対称性の破れのスケール ε2 は次の様に決められる：GUT

を仮定すると、スケール ⟨Φ1⟩ = M1 =
√
ε0M における SU(3)ゲージ結合定数 α3 = g23/4π は

RGEにしたがって発展し、running結合定数 ᾱ3(µ)がスケール µ ≃ ΛQCD でカイラル対称性を
破る臨界値 αcr ≃ 1に達する、そして線形 σ-模型のスカラー場の期待値がそのスケールになる
⟨φ⟩ = √ε2M1 ≃ ΛQCD、ということである。したがって、GUTスケールM1 と QCDスケール
ΛQCDの関係は、スケールM1におけるゲージ結合定数 α3(M1)で決まる：

ε2 =
Λ2
QCD

M2
1

= exp
1

b3

( 1

α3(M1)
− 1

αcr

)
.

(
β3(α3) = 2b3 α

2
3

)
電弱スケールを決めるパラメータ ε1も、もしテクニカラーのような下のレベルのゲージ相互作用
があるなら同様に決まるだろう。しかしながら、こういう物理的考察を具体化して、実際に上の
(13)式のような有効ポテンシャルを導くこと、特にスケールM1ではなくΦ1におけるゲージ結合
定数 α3(Φ1)を取り入れるのはなかなか難しく今後の課題である。

Bardeen[1]が随分昔に指摘したように、標準模型の系は、Higgsの質量項以外は、スケール不
変なので、Higgs質量項自身の輻射補正項はHiggsのmass square に必ず比例し、したがって対数
発散であり、標準模型自体にはゲージ階層性の問題はない。しかし、標準模型がGUTやGravity

に結合した系を考えると、GUTやGravityが大きな質量パラメータを含んだり、あるいはスケー
ル不変性があっても、大きな質量パラメータが自発的に生じるようなスカラー場が含まれている
場合は、再びゲージ階層性（fine-tuning）の問題が生じると指摘している [1]。
スケール不変な理論では全てが次元 4の項からなるので、輻射補正は対数補正しかない。しか

し、Bardeenの指摘のようにこの事だけでゲージ階層性が安定に保たれるということは言えない。
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実際、例えばΦ2
0R項や h†hΦ2

1項がある現在の系で、例えば、h
†hΦ2

0項が対数発散で出て来る。こ
れが必ず ε1ε0 ≡ ε′1の係数を必ず伴うことが言えないと ⟨Φ0⟩ =MがPlanckスケールなので、この
項はHiggsの質量項として実質 2次発散の役割を果たし、再びゲージ階層性問題が生じることにな
る。この極小の係数 ε′1を必ず伴い階層性問題がない、という議論が Shaposhnikov-Zenhausern[2]

によって与えられている。
スケール不変性が宇宙定数問題の解決のために重要な役割をするという指摘は何人かの著者

たちによってなされている [3, 2, 4, 5]。しかし、Rabinovici-Saering-Bardeen[3]と Shaposhnikov-

Zenhausern[2, 4] の二つの論文は、量子論的にも厳密なスケール不変性が成立することを要求し
ており、我々の「アノマリーがあっても停留値はゼロ」というシナリオとは大きく異なる。また、
ここで強調した、多段階の自発的対称性の破れごとの奇跡的な凝縮エネルギーの相殺機構、とい
う側面はどの著者も指摘していない。
また、Shaposhnikov-Zenhausern[2, 4]とWetterich[5]の論文は、重力の asymptotic safety

という性質を要求している。しかし、Planckエネルギーを越える紫外領域の重力理論の性質は、
ここで強調した宇宙定数問題の本質的問題点の解決とは関係が無い筈である。

6 次に何をなすべきか

日大理工・益川塾連携シンポジウムの後に、このアプローチで最もキーとなるのは「scale不変性
を持つ理論で non-zeroのスケールを自発的に生成することができるのか？」という点だと認識す
るに至った。
実際、原点以外の non-zeroのスカラー場の期待値 ϕ0 ≡ (ϕ0i) (スカラー場の空間中のベクト

ル) の存在がこのアプローチで必須だからである。我々は、実は相当に非自明な可能性を議論し
ているのである。スカラー場の原点 ϕ0 = 0(自明な停留点)以外に、非自明な non-zeroの停留点
ϕ0 ̸= 0が必要なのである。
古典論においては、スケール不変性があるので、その non-zeroのスカラー場の期待値ϕ0の方

向に定数 ρ倍したスカラー場 ρϕ0 でもポテンシャル 0の停留点でなければならない。すなわち、
スケール不変な理論では、

スカラー場が non-zeroの停留点 ϕ0 ̸= 0の存在 ←→ ポテンシャルに flat-directionが存在

の両者が等価である。
ところが、量子論では通常 flat-directiontは輻射補正では保たれないというのが問題なので

ある。この方向のポテンシャル関数

f(ρ) ≡ V (ρϕ0) with ρ ∈ R (14)

を考えよう。量子論に於いては、次の二つの可能性が考えられる。

1. flat directionが保たれる場合: f(ρ) ≡ 0 for ∀ρ ∈ R.
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この場合は、ρ = 1の真空を選ぶのは完全に spontaneous.

量子論では、アノマリーのためこれが実現するには、何か特別な機構が必要：

i) 量子論的にも scale不変性を保つ処方: Shaposhnikov-Zenhausern[2]の “Exact SI処
方” を用いれば scale不変性のアノマリーが無い。（古く Englert-Truffin-Gastmans[6]

により提唱された scale不変性の n次元化処方と同じ）。この場合、n = 4+ ε次元化処
方は一意的でなく、物理がその処方に依存する事が問題である。

ii) flat directionを保つ付加的対称性: アノマリーはあっても、付加的対称性があれば
flat directionの存在が保たれる。例えば、超対称性 SUSYがあると、ポテンシャルが 0

の停留点上では SUSYのため真空エネルギーが輻射補正を受けず、flat directionは保
たれる。しかし、この場合も SUSYなどの付加的対称性は最終的には自発的に破らね
ばならないが、それを如何に破るのかが問題である。

2. dimensional transmutationの場合: f(ρ) = f ′(ρ) = 0 が、ρ = 0と ρ = 1 (or ρ = ±1)
の 2点（or 3点）でのみ成り立つ。

すなわち、この場合はアノマリーによってnon-zero停留点、すなわち世界のスケール、が決め
られる。筆者は例えばQCDではこういう事が起こっているように思うので、東島-Miransky

近似の Schwinger-Dyson Approachなどを用いて示せないかと思っている。

この仕事は、宇宙進化の熱史における宇宙定数問題を議論していただいた小林誠氏や杉山直氏、
佐々木節氏、さらに、スケール不変性の重要性を強調された久保治輔氏をはじめ、柴正太郎、太
田信義、山津直樹、山中真人、の益川塾の諸氏との貴重な議論に多くを負っています。彼らに感謝
したいと思います。また、この研究は、京都産業大学総合学術研究所の研究活動によるものです。
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We have proposed NLSUSYGR(SGM) scenario[1] for unity of nature, which is described by the

Einstein-Hilbert type action on speciific space-time just inspired by the nonliner representation

of SUSY(NLSUSY)[2]. The ultimate shape of nature is unstable d = 4 space-time specified by

[xa, ψα
N ;xµ] where xa, ψα

N are Minkowski coordinate and Grassmann coordinate of the local

frame and xµ is the ordinary world coordinate of Riemann space-time and is described by the

Einstein-Hilbert type action NLSUSYGR LNLSUSYGR(w
a
µ) with the cosmological term Λ > 0.

computed in terms of the unified vierbein waµ. Mach principle is encoded geometrically. Big

Collapse of ultimate space-time superGL(4,R)
GL(4,R) occurs (because of the NLSUSY nature with VP.E. =

Λ > 0 indicating the robust spontaneous SUSY breaking) which creates ordinary Riemann

space-time [xa;xµ] and massless Nambu-Goldstone fermionic matter superon ψα
N [9] and induces

the rapid expansion of space-time due to the Pauli principle.. It is described by SGM action

[LSGM = LEH(e) − Λ + T (ψ.e)] containing Einstein GR with VP.E. = Λ > 0 and N superons.

The graviton is the universal attractive force and dictates the evolution of SGM world. The

phase transition of SGM towards the true vacuum VP.E = 0 is achieved by forming gravitational

composite (massless) LSUSY supermultiplet, which ignites Big Bang of the Universe and the

subsequent oscilations around the true vacuum. By linearizing the N -NLSUSY cosmological

term of LSGM(e, ψ) the NLSUSY in flat space-time we have shown that the broken N -LSUSY

theory emerges as the composites of ψα
N (NL/L SUSY relation). The vacua of composite SGM

scenario created by the Big Collapse of new space-time possesses rich structures promissing

for the unified description of nature. SGM gives new insights into the unsolved problems of

cosmology, particle physics and mysterious relations between them[21], for example, the origin

of three-generations strcture for quarks and leptons[3][4, 5, 21], the tiny nutrino mass mν , the

proton decay, dark matter, the 4-dimensional dark energy density ρDE ≃ (mν)
4, the space-

time dimension four, the rapid expansion of space and the magnitude of the gauge coupling

constant[17], etc. We have shown explicitly in 2 dimensional space-time that N = 2 LSUSY

QED theory emerges as the composite of NG fermion(superons) and simultaneously the true

vacuum of N = 2 NLSUSY theory on Minkowski space-time is achieved, which bridges the

particle physics and the cosmology.

Establishing NL/L SUSY relation on curved space-time, i.e. linearizing SGM action LSGM (e, ψ)

and the extension to large N , especially to N = 10 = 5 + 5∗ for equipping the SU(5) GUT

structure[5], is yet to be done for superon quintet hypothesis of SGM scenario.
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Finally we just mention that NLSUSY GR and the subsequent SGM scenario for the spin 3
2

NG fermion[8] is in the same scope.

For a recent review with further details see [21].
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リンドラー地平面に創発する重力記憶電荷とブラックホール物理

堀田昌寛

東北大学大学院理学研究科

古典的時空としてのブラックホールでは、地平面を通過する物体は再び外部に戻ることはで
きない。これは物体に載せられた情報も同様である。物質の量子論の効果を採り入れると、質量
の逆数に比例する温度の熱輻射 (いわゆるホーキング輻射)が出ることが知られている。このこと
からブラックホー ルは熱力学的対象であると考えられ、第 1法則からブラックホールのエントロ
ピーを導入することが可能である。その結果得られるのがベッケンシュタイン–ホーキングエント
ロピー SBH = A/(4G)である。ここでAは地平面の面積であり、Gは重力定数である。このエン
トロピーの統計力学的理解は蒸発するブラックホールに関しては全く進んでいない。すくなくと
も古典的時空としてのブラックホールには質量、電荷、角運動量以外の物理的特徴量はなく、SBH
の天文学的な巨大な値を説明できるほど多数の独立な微視的状態が見えていないためである。こ
れはブラックホールエントロピー問題と呼ばれる。一方ブラックホール物理学にはもう 1つの大
きな未解決問題がある。思考実験として重力崩壊を起こす物体が量子的な純粋状態であるとしよ
う。作られるブラックホールも量子重力理論の 1つの純粋状態になると考えられる。時間とともに
ブラックホールは蒸発して質量を失っていく。最後の爆発で熱輻射だけが空間に残るならば、素
朴にはそれは混合状態で記述できる。初期時刻に純粋状態だったものが混合状態に時間発展する
ならば、量子力学の基礎的性質であるユニタリティが壊れていることを意味する。実際にユニタ
リティが壊れるのかどうかは量子重力理論構築に対するヒントを与えるとも考えられており、こ
の問題は情報喪失問題と呼ばれる。

2016年にホーキング、ペリーとストロミンジャーはこの 2つの問題を同時に解決できるかもし
れないソフトヘア蒸発シナリオを提案して、注目を集めている [1]。地平面には重力記憶としての
ミクロ状態が発生しており、その数はオーダーとして SBH を説明できる [2]。また地平面上に創発
する重力電荷 (ソフトヘア)が地平面を通過した物質がもつ量子情報を記憶して、蒸発とともにエ
ネルギー零のまま時空無限遠方のボンディ–メツナー–ザックス電荷に転化していくことで、ユニ
タリティが維持されるという仮説である。ブラックホールの質量を無限大にすると、地平面上の
曲率は零に漸近し、状態はミンコフスキー空間の真空状態で記述される。地平面はリンドラー地
平面に置き換わる。創発する重力電荷はリンドラー地平面にも残り、そこを通過する物体の量子
情報を記憶する。2つのリンドラー地平面を通過する場合、 各々の重力電荷が同じ物体の情報を
記憶するが、量子論の基礎的定理である量子状態の複製禁止定理との整合性が問題となる。物体
が通過したときの重力電荷の変化に対する一般公式を求め、それを量子化することで、複製禁止
定理と矛盾するような過程にはなっていないことが証明された [3]。またミンコフスキー時空を伝
搬する波束が重力電荷と量子もつれを共有することでデコヒーレンスが起きる可能性も、重力電
荷の測定機の設置の有無による文脈依存性で矛盾なく説明できた [3]。
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円筒対称重力波の厳密解による重力波の非線形現象の解析

日本大学理工学部

三島　隆

1 目的と導入

相対論的重力の本質の一つはその強い非線形性にある．そのため想像を超えた様々な興味深い現
象が現れる．同時に，この強い非線形性ゆえに方程式の解の構成が困難であるため電磁気学の解
析に比べると物理的な現象の取り扱いが格段に難しくなる．最近は強力な方法として，数値相対
論が活躍しているが，このアプローチは一部の専門的研究者を除けば，容易に利用できるもので
はない．また，数値解はあくまで近似解の一つであり，その設定範囲は局所的であるため，非線
形性に起因する興味深く重要な重力的効果がとらえきれない可能性もある．一方，もし，いった
ん厳密解が得られたならいくつかのパラメータによって物理現象を解析的にコントロールできる
ため解の振舞いを系統的に調べることによって興味深い物理現象を引き出せる可能性は大きい．
本研究の目的は，Einstein方程式やEinsten-Maxwell系の方程式に対して，適当な対称性を課

すことで方程式をある種の調和写像 (あるいは非線形シグマ型モデル)の方程式に帰着させ，調和
写像的手法を用いて重要かつ新しい解を構成し，さらには，その解を調べることによって，強い
非線形性に起因した重力現象の一端を明らかにしていくことである．
最近我々は，円筒対称性を課した時空上の重力波が示す非線形現象の興味深い例として，独立

な 2つの重力波モードの間の転換現象や重力波と電磁波の転換現象の発生を表す扱いの簡便な厳
密解を構成し，その解において，転換現象が生じる仕組みをについて解析した [1]．そこで，今回
のシンポジウムでは，上述の仕事によって扱われた円筒対称重力波の厳密解の構成の仕方や解の
形，また転換現象の特徴や発生の仕組み等について紹介した．さらに，今回とくに新たに得られ
た興味深い知見として，この波の表す転換現象では，大きな転換は，必ずしも高エネルギーの波
同士の転換で生じるわけではなく，どちらかが大きな振幅（必ずしも高エネルギーを意味しない）
であればよいことが見いだされた．
これを受け以下の小文では，論文 [1]に記載されている基礎事項の要約とその後明らかになっ

た若干の知見について報告する．

2 計量と基礎方程式（Ernst 方程式）

扱う時空は，円筒軸対称性を持つ真空の Einstein方程式の解に制限する．このとき時空の線素の
一般形は，以下のKompaneets-Jordan-Ehlers 計量となる．

ds2 = e2ψ(dz + ωdϕ)2 + 2−2ψρ2dϕ2 + e2(γ−ψ)(−dt2 + dρ2) (1)
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ここで ψ，ω，γは tと ρの関数である．この計量の下で真空の Einstein方程式を解くことは

∇2E− 2

E+ Ē
∇E · ∇E = 0 (2)

を解くことに帰着する．上式は，しばしばErnst方程式と呼ばれる．∇や∇2は 3次元Minkowski

時空上で定義されており，方程式は円筒対称性を持つものとする．また，関数Eは Ernstポテン
シャルと呼ばれ，計量係数 ψと ωによって次式で定義される:

E = e2ψ + iΦ . (Φ, t =
1

ρ
e4ψω, ρ , Φ, ρ =

1

ρ
e4ψω, t ). (3)

3 一般解

Ernst方程式は非線形方程式なので一般解の構成は困難である．しかし，式 (2)は標的空間が 3次
元Minkowski時空間から 2次元双曲空間の調和写像 (あるいは非線形シグマモデル)の方程式と見
なせるので，簡単な調和写像的方法で，重力波を表す一連の興味深い解を取り出すことが出来る．
得られた解 (計量)の表式は，次式のように与えられる:

e2ψ =
1

e−2τ +A2e2τ
, ω = 4A

∫
ρ[ τ,t dρ+ τ,ρ dt ] , (4)

γ =

∫ {
2ρτ,t τ,ρ dt + ρ

[
(τ,t )

2 + (τ,ρ )
2
]
dρ
}
. (5)

ここで，Aはある種の非線形効果の度合いを表すパラメータであり，τ は 3次元Minkowski時空内
の円筒対称性を持つ任意の線形波動関数 (∇2τ = 0)である．上式においてA = 0とすると ψ = τ

となり解はいわゆるEinstein-Rosen解に帰着する [2]．以下 τ のことをシード解と呼ぶ．軸上で正
則な重力波を表す時空解を与えるシード解 τ は，ベッセル関数 J0(kρ)と cos(kt)あるいは sin(kt)

の積を適当に重ね合わせることによって与えられる．特にWeber-Wheeler[3]とBonnor[4]による
解 (WWB解:下の式で δ = 0に対応)を一般化した解:

τ = c

∫ ∞

0
e−akJ0(kρ) [ cos(kt) cos δ + sin(kt) sin δ ] dk (6)

は，重力波の波束を表す解であり，波を軸上に集中させたり二つの波を衝突させる等によって非
線形効果を見やすくできる．また，上式は初頭関数による具体的な表式を持つので解析がしやす
いといった長所もある [1]．

4 一般解の示す非線形性（モード転換）の解析

前章で得られた時空解は，2つの独立な重力波モード ( 計量係数 ψに由来する+モードと ωに由
来する×モード ) の間の非線形相互作用を表す．その相互作用の仕方はパラメータAによってコ
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ントロールされる．円筒対称時空では，軸方向の単位長さ当たりの量として重力波のエネルギー
(C-エネルギー)ないしはエネルギー密度 (C-エネルギー密度)に相当する量を導入できる [5]．以下，
この C-エネルギー密度 (E(t, ρ)とする)に対する +モードと ×モードの寄与 (それぞれ E+(t, ρ)，
E×(t, ρ)とする)の時間的変化を観ることによって，重力波の非線形効果の特徴を調べる．
解 (4)，(5)より，E と各モードの比は

E+
E

=

(
e−2τ −A2e2τ

e−2τ +A2e2τ

)2

,
E×
E

=

(
2A

e−2τ +A2e2τ

)2

, E = ρ
[
(τ,t )

2 + (τ,ρ )
2
]

(7)

で与えられる．これより，+モードに対して×モードが優勢となる場合 (E× > E+)は，シード解
τ とパラメ―タAによって次のように与えられるので

τ− < τ < τ+ ,
(
τ− :=

1

2
ln

√
2− 1

A
, τ+ :=

1

2
ln

√
2 + 1

A

)
(8)

Aの値から非線形効果の様子を定性的に知ることができる．例えば，図 1の概略図のように同じ
シード解に対してAの値に応じて，+から×にモードが変化する様子を容易に知ることができる．

図 1: 左より，それぞれA >
√
2+1，

√
2+1 > A >

√
2−1，

√
2−1 > A > 0に対応したある瞬間の概略図

5 一般化された Weber-Wheeler-Bonnor解を用いた例示

ここでは，応用例を一つ紹介する．シード解 (6)において δ = 0としたWWB解同士を衝突させた
ときに現れる特徴的な現象を取り上げる．衝突する解を構成するには，シード解を 2つ用意し単純
に重ね合わせればよい．その際 1つを対称軸 (ρ = 0)に入射させた後 (波束 1)，時間を空けてもう 1

つの波束 (波束 2)を入射させるように調整すると 2つの波の衝突を起こすことができる．例示とし
て、A = 1/20とし，波束 1と波束 2についてそれぞれのパラメータを (a1, c1, δ1) = (1/20, 2, 0)，
(a2, c2, δ2) = (10, 50, 0)として衝突させた場合のスナップショット (縦軸は τ)を図 2に記す．

図 2: 左より，それぞれ t = 30，t = 80，t = 130に対応した瞬間における τ のスナップショット
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図 3-a: t = 30における E のスナップショット 図 3-b: +モードの C-エネルギーに占める割合の変化

図 2において，見かけ上の大きさは波束 2が波束 1を圧倒しているが、E に着目すると，実際
には鋭いピークを持つ波束 1にエネルギーが集中していることがわかる (図 3-a)．そこで+モード
の C-エネルギー (E を ρについて積分した量)に占める割合の時間的変化をグラフ化してみると，
最初 (t = 40)は+モード優勢だった波が，t = 80の辺りで×に大きくモード転換していることが
わかる (図 3-b)．これはエネルギーは小さいが大きな振幅の波に，高エネルギーの波が乗ると強い
モード転換が生じる場合があることを示唆している．

6 Einstein-Maxwell-系への応用（電磁波‐重力波間の転換）

円筒対称時空においては，Bonneorの変換 [6]に類似した変換によって真空のEinstein方程式の解
を Einstein-Maxwell方程式系の解へ容易に変換できる．これにより，+と×の重力波モードの転
換現象は，電磁波と重力波の転換現象と見なすことができる．

7 まとめと今後

解の非線形的振舞い（モード転換）は、パラメータ Aとシード解 τ の間の簡単な関係式を用いて
解析できることが分かった．前章で紹介した重力波のモード間の転換は重力波・電磁波間の転換
に焼き直せることから，何らかの機構で発生した重力波のエネルギーの大部分を状況によって電
磁波のエネルギーに転換できるものと考えられる．例えば，強い重力波の生成時にその重力波の
エネルギーに駆動され電磁波のバースト現象のようなものが発生する可能性などが示唆される．
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Statistics Interpolation in the Unruh Effect:
Anyon Exchange Relation in the Timelike Domain

Satoshi Ohya
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Abstract

We study the Unruh–DeWitt detector coupled to a hermitian scalar primary operator of
d(≥ 2)-dimensional conformal field theory. We show that, if the anomalous dimension of the
primary operator is nonvanishing, the detector’s power spectrum is generally given by the
thermal distribution of two-dimensional chiral anyon.

1 Introduction

This article studies a uniformly accelerating detector coupled to a background scalar field.
It has been known that, if the spacetime dimension is even and if the background scalar
field is massless as well as free, the detector’s power spectrum is proportional to the Bose–
Einstein distribution. This is as expected because the power spectrum is simply given by
the Fourier transform of two-point Wightman function for background scalar field. If the
spacetime dimension is odd, however, the detector’s power spectrum becomes proportional
to the Fermi–Dirac distribution. This happens without any fermionic degrees of freedom and
is called the statistic inversion [1]. The purpose of this article is to report a generalization
of this apparent inversion to a continuous interpolation of Bose–Einstein and Fermi–Dirac
distributions [2]. We show that, if the detector couples to a scalar primary operator of back-
ground conformal field theory (CFT), the detector’s power spectrum is generally given by
the thermal distribution for two-dimensional anyon [3]. The key is the anomalous dimension
and resulting branch point singularity in the two-point Wightman function for primary op-
erators. In what follows we shall first see that the two-point Wightman function along the
detector’s worldline satisfies the anyon commutation relation as well as the Kubo–Martin–
Schwinger (KMS) thermal equilibrium condition. We then show by direct computation that
the detector’s power spectrum indeed coincides with the anyon distribution.

2 Detector’s Power Spectrum and Anyon Distribution

To begin with, let us consider a uniformly accelerating pointlike detector—the Unruh–DeWitt
detector [4]—in d(≥ 2)-dimensional Minkowski spacetime. Let us suppose that the spacetime
is filled with a background CFT. Let us also suppose that the detector has a “monopole
moment” m and that m linearly couples to a hermitian scalar primary operator O∆ of
background CFT, where ∆ stands for the scaling dimension of O∆. The action describing
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this situation is then given by

Stotal = SCFT + Sdetector +

∫ ∞

−∞
dτ m(τ)O∆(x(τ)), (1)

where SCFT and Sdetector respectively stand for actions of the background CFT and the
Unruh–DeWitt detector, both of which are irrelevant in the following discussion. τ is the
detector’s proper time and xµ(τ) is the detector’s worldline given by

x0(τ) =
1

a
sinh(aτ), x1(τ) =

1

a
cosh(aτ), xi(τ) = constant (i = 2, · · · , d− 1), (2)

where a > 0 is the proper acceleration of the detector. Note that without any loss of
generality we have assumed that the detector moves along the x1-direction.

We wish to know the transition probability for the process |0⟩ ⊗ |Ei⟩ → |Φ⟩ ⊗ |Ef ⟩,
where |Ei/f ⟩ are the initial and finial states of the detector and |0⟩ is the vacuum state
for inertial observers. |Φ⟩ is an arbitrary basis of background CFT and assumed to satisfy
the completeness

∑
Φ |Φ⟩⟨Φ| = 1. At the linear order of perturbation theory the transition

probability per unit time is given by

|⟨Ef |m(0)|Ei⟩|2P(ω), (3)

where we have summed over all possible final states |Φ⟩. Here P(ω) is the so-called detector’s
power spectrum and given by the Fourier transform of two-point Wightman function along
the detector’s worldline:

P(ω) =
∫ ∞

−∞
dτ eiωτ ⟨0|O∆(x(τ))O∆(x(0))|0⟩, ω = Ef − Ei. (4)

Note that the detector’s “monopole moment” m(τ) appears only in the matrix element
⟨Ef |m(0)|Ei⟩. The detector’s power spectrum P(ω), on the other hand, is independent on
the detail of the detector.

Now, the Fourier integral (4) is exactly calculable. But before doing this, let us first take
a closer look at the analytic structure of two-point Wightman function along the detector’s
worldline. We first note that the two-point Wightman function for O∆ is determined by
conformal symmetry and given by

⟨0|O∆(x)O∆(y)|0⟩ ∝
[
(x− y)2 + iϵ sgn(x0 − y0)

]−∆
, (5)

where ϵ is a positive infinitesimal which is taken to zero at the end of calculations. Note
that this function has a branch point at (x− y)2 ≡ −(x0 − y0)2 + |x− y|2 = 0. The branch
cut should be chosen along the negative real axis in the complex (x − y)2-plane such that
⟨0|O∆(x)O∆(y)|0⟩ and ⟨0|O∆(y)O∆(x)|0⟩ coincide for spacelike separation (x − y)2 > 0.
With this choice of the branch cut, the commutator function ⟨0|[O∆(x),O∆(y)]|0⟩ vanishes
for (x − y)2 > 0; that is, spacelike-separated operators commute with each other, which
is needed to implement the causality requirement. For timelike-separated operators, on
the other hand, ⟨0|O∆(x)O∆(y)|0⟩ and ⟨0|O∆(y)O∆(x)|0⟩ do not coincide anymore. For
example, if x0− y0 > 0, the Wightman function ⟨0|O∆(x)O∆(y)|0⟩ is given by the boundary
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value on the upper-side of the branch cut, while ⟨0|O∆(y)O∆(x)|0⟩ is given by that on the
lower-side of the branch cut. These two boundary values do not coincide and differ by the
phase (e2πi)−∆ = e−i2π∆. Similarly, for (x−y)2 < 0 and x0−y0 < 0 the Wightman functions
⟨0|O∆(x)O∆(y)|0⟩ and ⟨0|O∆(y)O∆(x)|0⟩ differ by the phase (e−2πi)−∆ = ei2π∆. Putting
these things together, we arrive at the following commutation relation in the timelike domain:

⟨0|O∆(x)O∆(y)|0⟩ = e−i2π∆sgn(x0−y0)⟨0|O∆(y)O∆(x)|0⟩ for (x− y)2 < 0. (6)

Now there are two important points to be noted. The first is that any two distinct points
lying on the detector’s worldline (2) are always timelike separated:

(x(τ)− x(τ ′))2 = −(x0(τ)− x0(τ ′))2 + (x1(τ)− x1(τ ′))2

= − 4

a2
sinh2

(a
2
(τ − τ ′)

)
< 0 for τ ̸= τ ′. (7)

The second is that the sign function sgn(x0(τ)− x0(τ ′)) is equivalent to sgn(τ − τ ′) because
x0(τ) = (1/a) sinh(aτ) is a monotonically increasing function of τ . Hence the Wightman
function along the detector’s worldline satisfies the following commutation relation:

⟨0|O∆(x(τ))O∆(x(τ
′))|0⟩ = e−i2π∆sgn(τ−τ ′)⟨0|O∆(x(τ

′))O∆(x(τ))|0⟩, (8)

which is nothing but the anyon commutation relations in two dimensions, where τ plays the
role of light-cone coordinates x± = x0 ± x1 of two-dimensional Minkowski spacetime. This
implies that the Wightman function for scalar primary operators along the detector’s world-
line may well be related to the Wightman function for two-dimensional chiral anyon with
statistical parameter κ = 2∆. Furthermore, as generally proved by Sewell [5] the Wight-
man function along the detector’s worldline always satisfies the KMS thermal equilibrium
condition:

⟨0|O∆(x(τ))O∆(x(0))|0⟩ = ⟨0|O∆(x(0))O∆(x(τ + iβ))|0⟩, (9)

where β = 2π/a. This implies that the Wightman function along the detector’s worldline
is nothing but the thermal Wightman function at temperature T = a/(2π). These indicate
that ⟨0|O∆(x(τ))O∆(x(τ

′))|0⟩ could be regarded as the thermal anyon Wightman function
in two dimensions and hence its Fourier transform (4) may well be related to the thermal
anyon distribution.

The above observation can in fact be checked by direct calculations. First, the Wightman
function along the detector’s worldline is obtained by just substituting (2) into (5) and given
by

⟨0|O∆(x(τ))O∆(x(τ
′))|0⟩ ∝

[
πT

i sinh(πT (τ − τ ′ − iϵ))

]2∆
, T =

a

2π
. (10)

One can easily check that (10) indeed satisfies the KMS condition (9). The detector’s power
spectrum is then given by the Fourier transform

P(ω) ∝
∫ ∞

−∞
dτ eiωτ

[
πT

i sinh(πT (τ − iϵ))

]2∆
=

(2πT )2∆−1

Γ(2∆)
exp

(
− ω

2T

) ∣∣∣∣Γ(∆+
iω

2πT

)∣∣∣∣2 , (11)
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which, up to the overall factor, exactly coincides with the thermal distribution for two-
dimensional chiral anyon [3]. We note that if ∆ is an integer the detector’s power spectrum
(11) becomes proportional to the Bose–Einstein distribution. If ∆ is a half-integer, on the
other hand, (11) becomes proportional to the Fermi–Dirac distribution. Hence for generic ∆
the power spectrum continuously interpolates the Bose–Einstein and Fermi–Dirac distribu-
tions.

To conclude, we have seen that the two-point Wightman function for a scalar primary
operator satisfies the anyon commutation relations and the KMS condition if it is restricted
to lie on the detector’s worldline. We have also seen that the detector’s power spectrum
indeed coincides with the thermal anyon distribution in two dimensions. It was, however,
unclear how the braid group entered into the discussion. It would be important to clarify
this.
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超弦理論におけるモジュライと現象論

Maskawa Institute for Science and Culture, Kyoto Sangyo University, Kyoto 603-8555, Japan

Shohei Uemura

1 Introduction

近年、超弦理論とインフレーションの関係について盛んに議論されている。宇宙の平坦性問題や
ホライズン問題といったビッグバン宇宙論における諸問題を解決し、観測されているＣＭＢの揺
らぎを再現するためにいは、宇宙のインフレーションは重要な要素である。理論的な面からは、イ
ンフレーションを引き起こした場（インフラトン）の正体は高エネルギーでの場の理論の姿に迫
る上で、重大な問いである。これまで様々なインフレーション模型が考えられてきた。アクシオン
はインフラトンの有力な候補の一つである。アクシオンは併進不変性があるため摂動の範囲では
ポンテシャルは平坦である。併進不変性は非摂動的に破られるため、離散的な併進不変性のみが
残ったポテンシャルが生成される。そのため、アクシオンインフレーションを考えるうえで、非
摂動効果は極めて重要である。
もっとも単純なアクシオンインフレーション模型はナチュラルインフレーション [1]である。こ

の模型で十分平坦なポテンシャルを得るためには、プランクスケールやストリングスケールに近
いような大きな崩壊定数 f が必要であるが、それが実現できるかは高エネルギーの理論の詳細に
依存する。実際、超弦理論ではそのような大きな崩壊定数は実現することが難しいと知られてい
る。また、単純なナチュラルインフレーションはスカラーテンサー比 rが大きくなる傾向があり、
観測結果を上手く説明できない可能性がある。そのため、アクシオンポテンシャルへの補正を考
えることは重要である。
超弦理論の非摂動効果として、Poly-instanton と呼ばれる非摂動効果が存在する [2, 3]。この

非摂動効果は、非摂動効果に対する非摂動補正であり、典型的には次のようなモジュライ場 T の
関数になる:

∆W = exp[A+ CeaT ]. (1)

このようなポテンシャルでのインフレーション模型を考えることは有用である。T の実成分の方
でのインフレーション模型はすでに考えられている [4]。また、このポテンシャルを用いたモジュ
ライ固定についても議論されている [5]。我々は特に T の虚部であるアクシオンを用いてのアクシ
オンインフレーションでの可能性について議論した [6]。

2 Poly-instanton Inflation

超弦理論の低エネルギー有効理論は超重力理論を用いて表される。Kähler モジュライはカイラ
ルスーパーフィールド Ti を用いて表される。超弦理論における非摂動効果 (D-brane instanton
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や gaugino condensation) によって、非摂動的に次のようなスーパーポテンシャルが生成される。
gaugino condensation の場合、非摂動補正は次のように書かれる:

Wnp = Aae
−24π2fa/ba , (2)

ここで fa は gauge kinetic function、ba はベータ関数の係数である。

fa = ftree + f1−loop + fnp. (3)

であるが、ftree はゲージ理論が局在するブレーンの体積に比例する。f1−loopは複素構造 Uiにの
み依存する関数である。fnpは非摂動補正であり、非摂動補正を与えるD-brane instanton の古典
作用を用いて次のように書かれる:

fnp =
∑
j

Bj(Um)e
−bjTj . (4)

スーパーポンテンシャルへの非摂動補正を Ti に依存する項だけ抜き出すと次のようになる:

Wnp =
∑
a

Aa exp[−ba(αa,iTi +
∑
j

Ba,je
−bj,kTk)]. (5)

このような補正を poly-instanton 効果と呼ぶ。F-term ポテンシャルは次のようになる。

VF = eK [KT T̄DTWDT̄ W̄ − 3|W |2], (6)

ただしここでK はKähler ポテンシャルでありK = K(T + T̄ ), DTW = (∂TK)W + ∂TW であ
る。T = τ + iϕと書く。虚部は非摂動効果を除けば併進対称性があるアクシオンである。T 以外
の場はすべて十分重くなっていると仮定する。F-term ポテンシャルは次のように書ける。

VF ≈ 2eK |W̄0A0| exp[−δ cos(aϕ)]{(KT T̄K2
T − 3) cos[δ sin(aϕ) + θ]

+KT T̄KTaδ cos[−aϕ+ δ sin(aϕ) + θ]}+ (const),
(7)

ここで、δ = C exp[−a < τ >] であり、θ はW0, A0 などの位相をまとめたものである。δが十分
大きいとき、このポテンシャルは次のように近似できる:

V ∼ A( e−δ cos aϕ cos[δ sin aϕ− aϕ+ θ] + V0 ). (8)

このポテンシャルの概形を描くと Figure 1 のようになる。Poly-isntanton ポテンシャルはその特
徴的な構造のため平坦な領域が存在する。このポテンシャルでのインフレーションパラメータを
計算すると次のように概算できる：

r ∼ 10−2 η2

δ4a4ε
, (9)

ns ∼ 0.965 とすると、ε2 ∼ 10−7

δ4a4
, であり mall field inflation と呼ばれる模型になっている。また

数値を入れ計算すると Table 1 のようになる。
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Figure 1: The inflation potential with δ = 8.0. The red and blue curves correspond to ε and η,
respectively.

δ θ A ns r Ne αs m2
ϕ

8.0 4.13 3.29× 10−16 0.953 6.02× 10−7 61.9 −3.66× 10−4 6.70× 10−11

9.0 3.16 3.46× 10−16 0.959 9.30× 10−7 58.6 −4.66× 10−4 1.27× 10−10

10.0 2.11 2.18× 10−16 0.963 7.65× 10−7 56.8 −4.70× 10−4 1.26× 10−10

11.0 7.25 1.08× 10−16 0.966 4.24× 10−7 61.7 −3.98× 10−4 8.31× 10−11

12.0 6.28 8.89× 10−17 0.966 4.89× 10−7 55.7 −4.61× 10−4 1.12× 10−10

Table 1: Examples of parameters and observables.
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マヨラナニュートリノはボゴリューボフ準粒子か

藤川和男

日大理工/理研

Abstract

標準理論では、ニュートリノはワイルフェルミオンとして定義される。シーソー機構では
2個のワイルフェルミオンの組み合わせで 2個のマヨラナフェルミオンを作り出す。マヨラナ
とワイルは似ているが基本的な差がある。マヨラナは荷電共役では自分自身に戻る。他方、ワ
イル粒子は荷電共役での変換性が正確には定義されていない。したがって、ワイルからマヨラ
ナを導くには、ある種のボゴリューボフ変換が必要になる。すなわち、荷電共役の自発的な破
れに類似の真空状態を変える操作が要求される。この考察から、マヨラナニュートリノが観測
されれば、素粒子のなかでは最初のボゴリューボフ準粒子となると予言される。

1 Introduction

In the massless case, it is generally believed that the Majorana fermion and the Weyl fermion
are identical in d = 1 + 3 as is seen by writing them in the two-component spinor notation.
But this is shown to be invalid quantum mechanically, and we discuss Majorana and Weyl
fermions using a relativistic analogue of Bogoliubov transformation. Surprisingly, this anal-
ysis leads to the idea that the Majorana neutrino should be regarded as a Bogoliubov quasi-
particle that is consistently understood only by use of the Bogoliubov transformation [1].

2 Majorana fermion from Weyl fermion

The Majorana fermion is defined by

ψM (x) = CψM
T
(x)

and the chiral Weyl fermion is defined by

γ5ψW (x)R = ψW (x)R.

It is customary to define

ψM (x) = ψW (x)R + CψW (x)R
T
,

so that ψM (x) = CψM
T
(x) where C = iγ2γ0 is the charge conjugation matrix.

It is often assumed in the analysis of seesaw mechanism that the charge conjugation is
given by

(ψW (x)R)
C = CψW (x)R

T

or
CψW (x)RC† = CψW (x)R

T
.
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However, this leads to a puzzling result using ψW (x)R = (1+γ5)
2 ψW (x)R,

CψW (x)RC† =
(1 + γ5)

2
CψW (x)RC†

=
(1 + γ5)

2
CψW (x)R

T
= 0.

Moreover, for C- and P-violating weak interaction, which is written as

LWeak = (g/
√
2)ēLγ

µW (−)
µ (x)νL + h.c.

= (g/
√
2)ēLγ

µW (−)
µ (x)[(1− γ5)/2]νL + h.c., (1)

the first expression implies that LWeak is invariant under C, while the second expression

implies LWeak → 0, if one uses (ψW (x)R)
C = CψW (x)L

T
.We thus conclude that the quantity

(ψW (x)R)
C = CψW (x)R

T

represents a convenient auxiliary object, but not a charge conjugation of ψW (x)R.
Instead, one may define

CψψW (x)RC†ψ = CψW (x)L
T

(2)

by noting that ψW (x)R = 1+γ5
2 ψD(x) and using the conventional charge conjugation

CψψD(x)C†ψ = CψD(x)
T

of a Dirac field ψD(x). In this case, no obvious contradictions appear, but

CψψM (x)C†ψ = CψψW (x)RC†ψ + CψCψW (x)R
T
C†ψ

= CψW (x)L
T
+ ψW (x)L

̸= ψM (x).

Namely, we can not satisfy the Majorana condition of ψM (x). This implies that the issue
of the operator charge conjugation is not solved by the mere change of the convention, but
rooted at a more fundamental level.

However, consistent operatorial CP is satisfied,

CPψM (x)(CP)† = iγ0ψM (t,−x⃗),

if one adopts C-operation (2) and the iγ0 - parity,

Pψ(x)P† = iγ0ψ(t,−x⃗),

which preserves the reality of the field in the Majorana representation.
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3 Relativistic analogue of Bogoliubov transformation

We introduced a relativistic analogue of Bogoliubov transformation, (ψ,ψc)→ (N,N c),(
N(x)
N c(x)

)
=

(
cos θ ψ(x)− γ5 sin θ ψc(x)
cos θ ψc(x) + γ5 sin θ ψ(x)

)
,

with a suitable parameter θ. Note that ψc = Cψ̄T , and the transformation satisfies the
(classical) consistency condition

N c = CN̄T .

This Bogoliubov transformation maps a linear combination of a Dirac fermion ψ and its
charge conjugate ψc to another Dirac fermion N and its charge conjugate N c, and the
original Fock vacuum for ψ is mapped to a new vacuum for N . It is important that the
anticommutators are preserved,

{N(t, x⃗), N c(t, y⃗)} = {ψ(t, x⃗), ψc(t, y⃗)},
{Nα(t, x⃗), Nβ(t, y⃗)} = {N c

α(t, x⃗), N
c
β(t, y⃗)} = 0.

namely, canonicity condition of the Bogoliubov transformation is satisfied, irrespective of the
masses of the fields ψ and N . The Bogoliubov transformation preserves the CP symmetry,
although it does not preserve the transformation properties under operator P and operator
C separately.

The Bogoliubov transformation with θ = π/4 gives

1√
2
(N(x) +N c(x)) = ψR(x) + CψR

T
(x),

1√
2
(N(x)−N c(x)) = ψL(x)− CψL

T
(x),

namely, two Majorana fermions,

ψ
(1)
M =

1√
2
(N(x) +N c(x)),

ψ
(2)
M =

1√
2
(N(x)−N c(x)),

are naturally defined in terms of N(x) (Bogoliubov quasiparticle), with CNNC†N = N c =

CN
T
. Those Majorana fermions satisfy

CNψ(1)
M C

†
N = ψ

(1)
M , CNψ(2)

M C
†
N = −ψ(2)

M

the first being even and the second odd eigenfield of the charge conjugation operator CN .

In the case of massless Majorana and Weyl fermions, we do not encounter an explicit

fermion number violation in the Lagrangian, for example, if one defines ψ
(1)
M (x) = ψR(x) +
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CψR(x)
T
,

L =
1

2
ψ
(1)
M (x)i ̸∂ψ(1)

M (x)

= ψR(x)i ̸∂ψR(x),

unlike the see-saw mechanism. Yet the chiral Weyl fermion ψR(x) is not the eigenstate of
charge conjugation C and parity P transformations, although CP is well-defined. Recall that

L = ψR(x)i ̸∂ψR(x) = ψR(x)i ̸∂[(1 + γ5)/2]ψR(x)

suffers from the same ambiguity as in (1) if one adopts the charge conjugation (ψR(x))
C =

CψR(x)
T
. Thus the definition of the free Majorana fermion has conflicts with the definition

of the charge conjugation for ψR(x).
We can solve the Bogoliubov transformation (3) in terms of the Majorana fermions as(

ψ(x)
ψc(x)

)
=

( (
1+γ5

2

)
ψ
(1)
M (x) +

(
1−γ5

2

)
ψ
(2)
M (x)(

1−γ5
2

)
ψ
(1)
M (x)−

(
1+γ5

2

)
ψ
(2)
M (x)

)
.

Natural charge conjugation is then CN , under which

CNψ(1)
M (x)C†N → ψ

(1)
M (x), and CNψ(2)

M (x)C†N → −ψ
(2)
M (x).

But, this operation does not send ψ to ψc, which would be expected if the operator charge

conjugation is preserved, although the classical consistency condition ψc(x) = Cψ(x)
T

is

satisfied. The Majorana fermions ψ
(1,2)
M (x) are consistently defined in terms of the Bogoliubov

N(x) and N c(x), but not consistently in terms of the chiral projected components ψL,R(x).
As for the physical implication of the above analysis, it may be natural to accept the

description of the Majorana neutrino using the Bogoliubov transformation as a physical one
in the Standard Model, since we start with the chiral Weyl fermions as the basic building
blocks of gauge theory. One may thus regard the Majorana neutrino, if it should be observed,
as a first Bogoliubov quasiparticle which is consistently understood only by the use of the
Bogoliubov transformation.

We have discussed the basic properties of Majorana and Weyl fermions and the relativistic
analogue of Bogoliubov transformation in d = 1 + 3.　 In the Standard Model it is natural
to start with Weyl fermions, and we argued that a change of vacuum as is indicated by
the Bogoliubov transformation is inevitable to understand the possible Majorana neutrino
consistently.
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Constraints of neutrino mass by the lensing effect on the m-z
relation of type Ia supernovae

Toshifumi Futamase

Department of Astrophysics and Atmospheric Science, kyoto Sangyo University

Abstract

The lensing effect on the magnitude-redshift relation of the Type Ia Supernovae is in-
vestigated. It is pointed out that a severe constraints on the total neutrino mass and the
equation of state parameter of the dark energy are obtained by using future planned wide
field imaging surveys by Infrared Satellite WFIRST and LSST.

1 Introduction

Large scale structure in the universe brings about inevitable noises on any cosmological
observation by its weak lensing effect[4]. However it also carries important cosmological
informations if we can predict the detail of the effect. Fortunately the development of N-
body simulation of structure formation gives us reasonably accurate informations on the
growth of large scale structure based on the cold dark matter (CDM) scenario. Thus it
will be possible to make use of the results of N-body simulation to derive the effect of the
lensing in the observational date to derive useful information on the cosmology if we know the
intrinsic, namely without the effect of lensing, nature of the source object. The object whose
intrinsic nature such as luminosity is known or accurately estimated is called the standard
candle. Type Ia supernovae is most famous example of the standard candle. In fact it is well
known that the Type Ia supernovae are used to show the acceleration of the present universe.
Therefore it is natural to consider the lensing effect on the magnitude of the supernovae.
Another motivation to study the lensing effect is the existence of the future imaging surveys
with the Wide-field Infrared Survey Telescope called WFIRST and Large Synoptic Survey
Telescope (LSST). The WFIRST will observe several thousand supernovae with redshift
larger than 1, and LSST will observe of the order of hundred thousand supernovae with
redshift between 0 to 1. Sufficiently large number of nearby supernovae are used to improve
the estimate of the intrinsic luminosity which is essentially important to estimate the lensing
effect. The present estimate has the ambiguity of the order of 0.11 magnitude and if the
estimate is expected to be improved to 0.06 magnitude or so.

2 Method

On the theoretical side the lensing effect is known from the distance fluctuation due to
the inhomogeneous matter distribution. Under the condition that the bending angle of the
light ray is sufficiently small and the Newtonian potential is sufficiently weak, the distance
fluctuation contrast δd = δd/δFRW for the object with the redshift zs and the direction n⃗ in
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the totally flat universe is given as follows [2].

δd(zs, n⃗) = −
3H2

0Ωm,0
2

∫ χs

0

dχ
χs − χ
χs

(1 + z(χ)) δm (z(χ), n⃗) (1)

where dFRW is the standard Friedmann-Robertson-Walker luminosity distance and H0,Ωm,0
are the Hubble parameter and the density parameter at the present, respectively, Thus the
distance contrast in an inhomogeneous universe is given by the line of sight integral over
the matter density contrast δm = δρ/ρ0 with ρ0 the averaged matter density. The relation
between the observed apparent magnitude and the distance contrast is given by

δm(z, n⃗) ≃ 5

ln 10
δd(z, n⃗) (2)

One can calculate, for example , the dispersion of the lensing effect at fixed redshift from
the above formula[3]. This is given by

σ2
lens(zs) =

(
15H2

0Ωm,0
2 ln 10

)2 ∫ zs

0

dχ

[
χs − χ
χs

]2 ∫ kmax

0

kdk

2π
Pm(z, k) (3)

where Pm(z, k) is the nonlinear matter power spectrum and kmax is of the order of 10 ,the
largest scale where our small angle approximation applies. Unfortunately no theoretical
approximation is available for such higher value of wave number. Thus we have to employ
the result of numerical simulation of structure formation. Here we used the result by Smith
et al. [1]. We have also used the fitting formula of the effect of neutrino mass on the structure
formation by Bird et al[5].

3 Results

The effect of neutrino as hot dark matter on the structure formation is well known. It erases
small scale structure by the free streaming. The free streaming scale is given by [7][6]

kfs(z) ≃
0.677

(1 + z)1/2

( mν

1eV

) (
Ωm,0h

2
)1/2

Mpc−1 (4)

In this work we focus on the neutrino mass constraint from the lensing effect. We found
that the constraint expected from both WFIRST and LSST is mν < 1.1eV if we assume the
present ambiguity of the absolute magnitude. If we can reduce the ambiguity to half, then
we will reach the current tightest limit, mν ≤ 0.2eV.

We can improve the constraint if we are able to observe more higher redshift sources
and source with very small intrinsic ambiguity. In the latter respect, we can make use
of gravitational waves from binary systems composed of neutron stars. It is known that
such binaries are potentially powerful standard candles ( 1% accuracy for determination of
distance[8]. Although the first gravitational waves from binary neutron stars was already
observed, the distance is too short to apply for the cosmology. It is expected that next
generation of gravitational wave detectors will be able to observe neutron star binaries up
to the redshift of the order of 2. Thus the method to constrain the neutrino mass adopted
in the work will become very powerful when many gravitational wave sources are available.
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レプトンフレーバー非保存相互作用の検証に向けたレプトン-核子散乱の
高精度定式化

山中　真人

京都産業大学・益川塾

Abstract

ヒッグスを媒介とするレプトンフレーバー非保存散乱 ℓiN → τX の断面積を高精度に定式
化する1。ヒッグスとグルーオンの有効結合を介した素過程 ℓig → ℓjg を考案し、これが優勢
な寄与となることを示す。さらに、先行研究で取り込まれていなかったクォーク数保存に注意
を払いながらクォーク終状態反応のあるべき姿を検討する。本講演は研究 [1]に基づく。

1 導入

世代の起源、フェルミオン質量の階層性など、フレーバーに関わる諸問題の解決は標準理論を
超える新物理の導入無くして考えられない。言い方を換えれば、そういった諸問題の解決・検
証は新物理解明のカギとなり得る。１つのプローブとして、標準理論における保存量の破れの
探索、すなわち、レプトンフレーバーの破れ（lepton flavor violation, LFV）の探索が有効で
ある。

LFVを探る方法の１つにレプトン-核子散乱 ℓiN → ℓjX (N は核子)が挙げられる [2, 3, 4]。
本研究では、LFVを媒介する粒子が主に重いクォークやグルーオンと相互作用するシナリオ
に注目する。話を具体的にするため、本講演ではヒッグス粒子を LFV媒介粒子とする [5, 6]。
本講演では ℓiN → ℓjX の正しい素過程を考案する。先行研究では、ℓiq → ℓjq (q ∋ c, b, t)が
素過程として調べられてきた。しかし、核子内に c, b, tは存在せず、海クォークとしてのみ現
れる。そのため、クォーク数保存を課すと以下の素過程が正しいものとなる。

ℓig → ℓjqq̄ (1)

また、LHCにおけるヒッグス生成の優勢過程がヒッグスとグルーオンの有効結合によるもの
であることを思い出すと、ℓiN → ℓjX にも同様の素過程が大きな寄与をもたらすと予測でき
る。すなわち、

ℓig → ℓjg (2)

の素過程を導入すべきである。本研究では、これらの素過程と共に ℓiN → ℓjX の断面積を定
式化する。後に示すように、散乱 ℓiN → ℓjX の探索に適した固定標的ビーム実験では、ここ
で考案した ℓig → ℓjgが優勢な寄与をもたらす。そのため、以下で行う断面積定式化は近未来
実験における LFV検証を新物理に確実に繋ぐうえで不可欠なものとなる。

1本研究の結果はフレーバーの破れを媒介する粒子が主に重いクォークやグルーオンと相互作用するシナリオ全てに
対しそのまま成り立つ。例えば、余剰次元模型における KKゲージボソン、フレーバー対称性模型が予言する flavon、
種々のシナリオで現れる leptoquarkなど。
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2 断面積定式化

LFV散乱 ℓiN → ℓjXの断面積を定式化する。導入で述べたように (1) ℓig → ℓjg (2) ℓig → ℓjqq̄
の素過程で扱うことが肝である。これらはラグランジアン L = LSM + LLFV で記述される。

LSM = −
∑
q

yqhq̄q + ghgghG
a
µνG

aµν , LLFV = −ρij ℓ̄jPLℓih− ρjiℓ̄jPRℓih. (3)

Gaµν はグルーオン場の強さ、ghgg はグルーオンとヒッグスの有効結合定数を表す。LFV相互
作用を結合定数 ρij でパラメーター化した。添字 i、jはフレーバーを表し、i ̸= jとする。これ
らに対し、LHCにおけるヒッグス LFV崩壊探索から制限が課されている：

√
|ρeτ |2 + |ρτe|2 <

2.4× 10−3、及び、
√
|ρµτ |2 + |ρτµ|2 < 3.16× 10−3 [7, 8, 9, 10]。ghgg はヒッグスの移行運動

量 qh (q2h = −Q2 < 0)の関数として次の形に得られる (Fig. 1 (a)) [11, 12]。

ghgg =
∑
q=c,b,t

αs
8πv

4m2
q

q2h

[
1 +

(
1−

4m2
q

q2h

)
f
(4m2

q

q2h

)]
, (4)

v = 246GeVは真空期待値、αs = g2s/4π、mq は内線クォークの質量を表す。関数 f(r)は

f (r) = −1

4
log2

[
−1 +

√
1− r

1−
√
1− r

]
(r < 0). (5)

t-チャンネル散乱 ℓig → τgでは q2h < 0なので関数 f(r)は虚部を持たない。これはスケールが
q2h = m2

hで固定され、軽いクォークが虚部をもたらす LHCでのヒッグス生成と大きく異なる
点である。各クォークによる ghggへの寄与は、次のように、Q2 → 0に対し定数値へ漸近する。

r [1 + (1− r) f(r)]→

{
2/3 (r → −∞, Q2 → 0).

0 (r → 0, Q2 →∞).
(6)

そのため、ℓiN → ℓjX では、ghgg に対する bや cの寄与も丁寧に考えることが重要となる2。
ℓiN → ℓjX の全断面積は次の形に定式化される。

σℓiN→τX=
∑

X̂=g,qq̄

∫
dxdy

∫ 1

0

dξ
d2σ̂ℓig→τX̂

dxdy
fg(ξ,Q

2) . (7)

x ≡ Q2/2P · qh は Bjorken変数、y ≡ 2P · qh/2P · pi は弾性度を表す。P、pi は始状態核子、
始状態レプトンの運動量である。xと yの積分範囲は [13, 14]などで導かれている。本研究 [1]
の (9)式に表式を示す。fg(ξ,Q2)はグルーオン PDF、ξ は始状態核子の運動量とパートン運
動量の比である：pg = ξP。ξの範囲は素過程ごとに決まる。素過程 ℓig → τgの微分断面積は

dσ̂ℓig→τg

dxdy
=
Q4
(
Q2 +m2

τ

)
8πŝ

|ghgg|2
(
|ρiτ |2 + |ρτi|2

)
(Q2 +m2

h)
2

δ(ξ − x) . (8)

2一方、LHCにおけるヒッグス粒子生成では、q2h = m2
h なので、トップだけが寄与する。
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Figure 1: ℓiN → τX の素過程 (a) グルーオン有効
演算子を介した ℓig → τg (b) ℓig → τqq̄

Figure 2: ghggとそれに対する各クォーク寄与の移行
運動量依存性。

この素過程の不変質量は ŝ = (pi+ pg)
2となる。ℓig → τqq̄の微分断面積は次式で与えられる。

dσ̂ℓig→τqq̄

dxdy
=

αsy
(
Q2 +m2

τ

)
64π2ξ (Q2 + w2)

2

{
2Kw2(4m2

q +Q2) +

[
(Q2 + w2)2

− 2(4m2
q +Q2)(w2 − 2m2

q)

]
log

∣∣∣∣1 +K

1−K

∣∣∣∣}y2q
(
|ρiτ |2 + |ρτi|2

)
(Q2 +m2

h)
2 θ

(
ξ − x

Q2 + 4m2
q

Q2

)
.

(9)

ここでK ≡
√
1− 4m2

q/w
2。また、qq̄の不変質量をw2 = (pg+qh)

2 = (pq+pq̄)
2 = Q2(ξ/x−1)

と置いた。素過程 ℓig → τqq̄の場合、終状態クォークの質量が断面積に及ぼす効果を正しく取
り込むため、ξを次の形に取る：ξ = x(Q2 + w2)/Q2 [15]。

3 数値結果

ビームエネルギーの関数として、ヒッグスを媒介とする LFV 散乱 ℓiN → τX の断面積を図 3
に示す。グルーオン PDFの大きさと終状態位相空間の抑圧が小さいことにより、今回考案し
た素過程 ℓig → τgが主たる寄与となる。この素過程により、Eℓ = 50GeV (500GeV)に対し、
全断面積がおよそ 7.8倍 (1.8倍) 増大する。素過程 ℓig → τcc̄ (ℓig → τbb̄)は、位相空間の抑圧
が原因となり、Eℓ ∼ 100GeV (500GeV)からようやく有意な寄与となる。[4]などの先行研究
では、ボトムの寄与が Eℓ ∼ 50 GeVから寄与すると評価されていたので、大きな修正となる。

4 まとめ

ヒッグス媒介 LFV散乱 ℓiN → τX の断面積定式化について講演した。この散乱の正しい素過
程を明らかにした：(i) ヒッグスとグルーオンの有効結合を介した反応 ℓig → τg、(ii) クォー
ク数保存を課した反応 ℓig → τqq̄ (q = c, b, t)。先行研究が用いてきた ℓiq → τq は、クォー

64

Soryushiron Kenkyu



Figure 3: ビームエネルギーの関数として求めた ℓiN → τXの断面積。一点鎖線は有効相互作用による断面積
（[1]を参照）。他はヒッグスを媒介とした場合の全断面積と部分断面積を表す（

√
|ρℓτ |2 + |ρτℓ|2 = 2.4×10−3）。

ク数保存が破れており、現実の実験とは繋がらない。Eℓ ≲ 1TeVのビームを用いる固定標的
実験では、本研究が考案した ℓig → τgにより ℓiN → τX の断面積は大きく増大する。また、
ℓiN → τX の終状態クォークは必ず対で生成されるため、先行研究の見積もりに比べクォーク
終状態素過程の寄与は抑圧されることを示した。ここでの結果は、ヒッグスに限らず、LFV媒
介粒子が重いクォークと主に相互作用する場合、そのまま適用できる。
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Abstract

The present talk consists of two parts. The first one is allocated for consideration of the
dimension of bilocal meson fields for quark-antiquark meson systems, which have been so
far treated as the bosonic fields independent of constituent quark flavors, in the covariant
oscillator quark model. Revisiting the electromagnetic currents of quark-antiquark meson
systems, we show that the bilocal meson fields should be bosonic for light-quark systems,
while fermionic for heavy-light and heavy-heavy systems. In the second part we apply the
effective electromagnetic interactions of meson systems derived in the first part to radiative
decay processes for the excited states of light-quark mesons. The calculated results for the πγ
decay widths of the a1(1260), a2(1320), b1(1235) and π2(1670) mesons are in fair agreement
with experiment, except for the b1(1235) meson.

1 Introduction

Importance of the investigation of radiative decays for hadrons is to offer a rather direct
probe of the internal charge structure of hadrons. The coupling to the charges and spins of
constituent quarks reveals detailed information about wave functions and is therefore useful
in determining hadronic structure. Furthermore, radiative decays are a much better probe
than are hadronic decays, since the former can access final states which are kinematically
forbidden for the latter. In particular they can help distinguish possible exotic states, such
as tetraquarks, hybrids, and glueballs, from conventional quark-antiquark mesons. Radia-
tive transitions between various hadrons can also provide significant help in testing models,
since the electromagnetic interaction is much better known than the interaction for hadronic
decays.

In dealing with radiative decays some typical approximations, such as long wavelength
and nonrelativistic approximations, which are not always justified, are usually used. For
instance, the recoil effect of final-state mesons is neglected, though the momenta of those
mesons are often comparable to their masses, especially in light-quark meson sectors. There
is also ambiguity associated with a choice of the relativistic or nonrelativistic phase space
in the nonrelativistic quark model. When the decays become relativistic, no one knows
the rigorous way of deriving the relationship between nonrelativistic decay amplitudes and
relativistic decay widths.

In the covariant oscillator quark model (COQM), on the other hand, hadrons themselves
and their interactions are formulated in a manifestly covariant way. Since both the interac-
tion operator and wave functions are relativistic, the gauge invariance is preserved and the
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conserved electromagnetic currents of hadrons are given explicitly in terms of the constituent
quark variables [1]. In the COQM it should be noted here that there is no ambiguity associ-
ated with a choice of the relativistic or nonrelativistic phase space, as in the nonrelativistic
quark model.

There is another difficulty in the case of dealing with a pion within the constituent quark
model. The pion has an exceptionally light mass compared with other ground-state hadrons.
Decay form factors, which come from overlaps between initial- and final-state wave functions,
have anomalous behaviors due to too small mass of the pion. In actual applications to decay
processes the “physical or symmetric” mass ambiguity exists on the treatment of the pion
and other hadron masses [2]. The cause of this difficulty with a pion in view of QCD is
that the pion is a pseudo-Nambu-Goldstone (NG) boson associated with the spontaneous
breaking of chiral symmetry. The NG boson nature of the pion is not incorporated into the
constituent quark model, including the COQM.

In this talk we give careful consideration to the dimension of bilocal meson fields in the
COQM. Bilocal meson fields for quark-antiquark meson systems have been so far treated as
the bosonic fields, independent of constituent quark flavors, in our previous works. Here we
argue that the bilocal meson fields should be bosonic for light-quark systems, while fermionic
for heavy-light and heavy-heavy systems, by revisiting the electromagnetic currents of quark-
antiquark meson systems [3].

2 The covariant oscillator quark model

Basic framework of the COQM. In the COQM quark-antiquark meson systems are described
by the bilocal field

Ψ(x1, x2)α
β = Ψ(X,x)α

β , (1)

where xµ1 (xµ2 ) is the space-time coordinate, α (β) the Dirac spinor index of the constituent
quark (antiquark), and the center-of-mass and relative coordinates are defined, respectively,
by

Xµ =
m1x

µ
1 +m2x

µ
2

m1 +m2
, xµ = xµ1 − x

µ
2 (2)

with the constituent quark (antiquark) mass m1 (m2). The bilocal meson field is required
to satisfy the Klein-Gordon-type equation(

− ∂2

∂Xµ∂Xµ
−M2(x)

)
Ψ(X,x)α

β = 0 (3)

with the squared-mass operator, in the pure confining force limit,

M2(x) = 2(m1 +m2)

(
1

2µ

∂2

∂xµ∂xµ
+ U(x)

)
, U(x) = −1

2
Kxµx

µ + const. (4)

where µ = m1m2/(m1 +m2) is the reduced mass and K is the spring constant. A solution
of this equation can be written as

Ψ(X,x)α
β = Ne∓iPµX

µ

Φ(v, x)α
β , vµ = Pµ/M, (5)
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where N is the normalization constant for the plane wave, Pµ and M are the center-of-mass
momentum and mass, respectively, of the whole meson system, and Φ(v, x)α

β is the internal
wave function which is given by the direct product of eigenfunctions of the squared-mass
operator and the Bargmann-Wigner spinor functions, defined by the direct tensor product
of respective Dirac spinors, with the meson four velocity vµ, for the constituent quark and
antiquark.

Key features of the COQM. In order to freeze the redundant freedom of relative time
for the four-dimensional harmonic oscillator, which gives here the squared-mass operator,
the definite-metric-type subsidiary condition is adopted [4]. The space-time wave functions
satisfying this condition is normalizable and leads to the desirable asymptotic behavior of
electromagnetic form factors of hadrons. The eigenvalues of the squared-mass operator are
given by

M2
N =M2

0 +NΩ, Ω = 2(m1 +m2)

√
K

µ
, (6)

where N = 2Nr+L, Nr (L) being the radial (orbital angular momentum) quantum number.
This squared-mass formula gives linear Regge trajectories with the slope Ω−1, in accord with
the well-known experimental fact.

3 The dimension of bilocal meson fields in the COQM

Electromagnetic currents for quark-antiquark meson systems. The above Klein-Gordon-type
equation is rewritten in terms of the quark and antiquark coordinates as

2(m1 +m2)

(
2∑
i=1

−1
2mi

∂2

∂xiµ∂x
µ
i

− U(x1, x2)

)
Ψ(x1, x2)α

β = 0 (7)

or, equivalently, (
2∑
i=1

−1
2mi

∂2

∂xiµ∂x
µ
i

− U(x1, x2)

)
Ψ(x1, x2)α

β = 0. (8)

This equation is derived from either of the actions

S
(KG,S)
free =

∫
d4x1

∫
d4x2 L(KG,S)

free (Ψ, ∂1µΨ, ∂2µΨ) (9)

with the Klein-Gordon-like Lagrangian

L(KG)
free = Ψ(x1, x2)2(m1 +m2)

(
2∑
i=1

−1
2mi

←−
∂

∂xiµ

−→
∂

∂xµi
− U(x1, x2)

)
Ψ(x1, x2) (10)

and the Schrödinger-like Lagrangian

L(S)
free = Ψ(x1, x2)

(
2∑
i=1

−1
2mi

←−
∂

∂xiµ

−→
∂

∂xµi
− U(x1, x2)

)
Ψ(x1, x2), (11)
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where the bilocal field Ψ(x1, x2) has the dimension of bosons [M1] and fermions [M3/2] for

L(KG)
free and L(S)

free, respectively, except for the dimension of internal wave functions [M2].
The interaction of quark-antiquark meson systems with an electromagnetic field can be

obtained [5] by the minimal substitutions

∂

∂xµi
→ ∂

∂xµi
+ ieQiAµ(xi) (12)

in the free Lagrangians L(KG,S)
free , in which the heuristic prescription by Feynman, Kislinger

and Ravndal [6] with some extension is adopted as the following replacements

←−
∂

∂xiµ

−→
∂

∂xµi
→ (1− g(i)M )

←−
∂

∂xiµ

−→
∂

∂xµi
+ g

(i)
M

←−
∂

∂xµi
γµγν

−→
∂

∂xνi
, (13)

where Qi (i = 1, 2) are the quark and antiquark charges in units of e and g
(i)
M are the

parameters related to the anomalous magnetic moments of constituent quarks. Then the
action for the electromagnetic interaction of meson systems is obtained, up to the first order
of e, as

S
(KG,S)
int =

∫
d4x1

∫
d4x2

2∑
i=1

j
(KG,S)µ
i (x1, x2)Aµ(xi) ≡

∫
d4XJ (KG,S)µ(X)Aµ(X) (14)

with the conserved currents

j
(KG)µ
i (x1, x2) = 2(m1+m2)

⟨
Ψ(x1, x2)

−ieQi
2mi

( ←→
∂

∂xiµ
− ig(i)M σµν

( −→
∂

∂xνi
+

←−
∂

∂xνi

))
Ψ(x1, x2)

⟩
(15)

and

j
(S)µ
i (x1, x2) =

j
(KG)µ
i (x1, x2)

2(m1 +m2)
(16)

where ⟨· · · ⟩ means taking trace concerning the Dirac indices. The electric charges of meson
systems are given by the diagonal elements

Q(KG,S)
meson =

∫
d3X ⟨i|J (KG,S)0(X)|i⟩. (17)

Features of the Klein-Gordon-like current. The meson charge is given by

Q(KG)
meson = (Q1 +Q2)e, (18)

which reproduces the physical one correctly. The currents j
(KG)µ
i (x1, x2) have no absolute

mass scales of constituent quarks. This would seem to be natural for light-quark systems
from the viewpoint of QCD in the chiral limit.

Features of the Schrödinger-like current. In this case the meson charge becomes

Q(S)
meson =

M

m1 +m2
(Q1 +Q2)e, (19)
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where M is the meson mass. This expression does not generally coincide with the physical
meson charge. However, it gives the correct charge in the heavy quark limit. This means
that the Schrödinger-like current is applicable to heavy-light and heavy-heavy systems. If
the meson masses for nonrelativistic quark systems are written as

Mn = (m1 +m2) + En (20)

with the n-th excitation energy En, then the meson charge can be expressed as

Q(S)
meson =

(
1 +

En
M0

)
(Q1 +Q2)e, (21)

where M0 is a mass of the ground-state meson. From this expression it is found that the
applicability of the schrödinger-like current is estimated by the ratio of the excitation energy

to the ground-state mass. The currents j
(S)µ
i (x1, x2), unlike j

(KG)µ
i (x1, x2), have the absolute

mass scales of constituent quarks, which is a desirable feature in describing the nonrelativistic
quark systems.

The dimension of bilocal meson fields. From the above considerations, it is concluded
that the dimension of bilocal meson fields is bosonic for light-quark systems, while fermionic
for heavy-light and heavy-heavy systems, except for the dimension of internal wave functions
[M2]. Our recent studies of the pionic decays of excited heavy-light, charmed and charmed-
strange, mesons support this conclusion for heavy-light systems [7].

4 Radiative decay widths of light-quark mesons

The above effective electromagnetic interactions S
(KG,S)
int describe systematically all the elec-

tromagnetic interactions of quark-antiquark meson systems. For the radiative decays of
light-quark mesons the decay width is obtained, following the usual procedure with the

Klein-Gordon-like interaction S
(KG)
int , as

Γ =
1

2Ji + 1

|q|
8πM2

i

∑
spin

|Mfi|2, (22)

where Mi (Ji) are the mass (spin) of the initial-state meson and |q| is the photon three-
momentum. In the actual applications of the above formula to radiative decay widths of
light-quark mesons the physical masses are used for initial- and final-state mesons, except
for the pion.

Parameter determination. Here we restrict ourselves to a discussion on the radiative
decays of light-quark mesons only with nonstrange quarks. Then the present radiative decay

model has two parameters, Ω and gM (≡ g(u)M = g
(d)
M ), the inverse of the Regge slope and the

parameter related to the anomalous magnetic moment of u and d quarks. We take the value
of Ω = 1.14 GeV2 with the slope of the leading ρ(770)-meson trajectory and determine a
value of gM so as to fit the experimental width for ρ(770)± → π±γ.

We also treat the pion mass as an additional parameter, which is determined in the follow-
ing ways: Assuming that the pion lies on the spin-singlet, b1(1235)–π2(1670), trajectory, the
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Table 1: Theoretical and experimental widths in keV for radiative decays of light-quark mesons. The

experimental values of the initial-state masses and radiative widths are taken from the Particle Data

Group (PDG) [8].

Initial state n2S+1LJ Decay process Mi (MeV) Theory Experiment

13S1 ρ(770)± → π±γ 775.26± 0.25 68 (fit) 68± 7

13P1 a1(1260)
± → π±γ 1230± 40 464 640± 246

13P2 a2(1320)
± → π±γ 1318+0.5

−0.6 340 311± 25

11P1 b1(1235)
± → π±γ 1229.5± 3.2 42 230± 60

11D2 π2(1670)
± → π±γ 1672.2± 3.0 88 181± 29

effective pion mass becomes 0.476 GeV. Calculating the numerical width for ρ(770)± → π±γ
with this pion mass, gM = 1.51 is obtained.

Numerical results. Numerical results of the radiative decay widths are shown in compar-
ison with experiment in Table 1. The agreement with the measured widths for πγ decays
is satisfactory, though that for π2(1670)

± → π±γ less so, except for b1(1235)
± → π±γ. It

should be noted that only the electric (convection) current, independent of gM , contributes
to the decay processes b1(1235)

± → π±γ and π2(1670)
± → π±γ.

5 Summary

The dimension of bilocal meson fields should be bosonic for light-quark meson systems, while
fermionic for heavy-light and heavy-heavy ones, except for the dimension of internal wave
functions. The calculated results for the radiative decay widths of the a1(1260), a2(1320),
b1(1235) and π2(1670) mesons to the pion are in fair agreement with experiment, aside from
b1(1235)

± → π±γ.
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概 要

現在の宇宙は加速膨張している。それを説明する最も簡単な方法が宇宙項を導入すること
だが、そのために必要な宇宙項の大きさは、理論に素直に期待される値よりも 120桁も小さ
い。この問題には古典的な側面と量子論的な側面があり、これらを説明するのはなかなか難し
い問題である。ここでは unimodular重力の古典的および量子論的な側面を調べ、それがこれ
らの問題を解決する可能性について議論する。

1 始めに
宇宙項問題と呼ばれている問題は次のような問題である。現在の宇宙は加速膨張している。

一方、重力は常に引力を与えるので、最初に膨張していてもそれは減速するはずである。これ
は如何にして説明できるだろうか？
それを説明する 1つの可能性が、アインシュタイン方程式に正の宇宙項があるためである

とすることである。しかしそれには古典的な問題と、量子論的な問題がある。
古典的な問題は、宇宙初期には対称性が回復している時期があり、それが相転移を経て現

在の宇宙になってきていると考えられることである。その相転移ごとに、宇宙の真空エネル
ギー、すなわち宇宙項は大きく変化するので、これらの相転移が起きた後に現在の加速膨張を
起こしている (3× 10−3eV)4という小さなエネルギーが残るように最初のエネルギーを調節す
るのは難しい。
量子論的な問題は、真空の揺らぎにより生成されるエネルギーは 4次で発散しており、そ

の切断はプランクエネルギー程度になると期待されることである。これと観測されているエネ
ルギーは、120桁もの差があり、自然に説明することは困難である。
これを簡単に説明できる可能性のあるのが、Unimodular重力 (UG)であることを議論する。

2 古典的UG

UGとは、一般相対論 (GR)に、計量の行列式が固定されているという条件をつけた理論
である。今、

ω ϵµ1...µd
dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµd (1)

を固定した体積要素とする。これを用いて計量に√
|det g| = ω (2)

という条件を課す。このとき作用は一般に

S(g) =
1

16πG

∫
ddxω (R− Λ︸︷︷︸

定数

) (3)
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となる。最後の項は通常は宇宙項だが、今の場合どの場とも作用していない定数なので、捨て
て構わない。実際、以下に見るように、理論を支配している運動方程式に影響しない。これに
物質場の作用を付け加えて

Sm =

∫
ddxωLm . (4)

とする。この変分をとる際には

δ
√
|det g| ≡ 1

2
gµνδgµν = 0 . (5)

という条件を課さなくてはならない。すなわち、揺らぎ δgµν はトレースが 0なので、得られ
るアインシュタイン方程式もトレースが 0のものになる。

Rµν −
1

d
gµνR = 8πG

(
Tµν −

1

d
gµνT

)
. (6)

両辺を共変微分して、Bianchi 恒等式を縮約した式を用いると ∇µT = − d−2
16πG∇µR が得られ

るので、これを積分すると

T = − d− 2

16πG
R+

dΛ

4πG
(7)

を得る。こうして、宇宙項 Λが積分定数として運動方程式に生じる。これは、積分の際の境界
条件によって決まる定数であり、作用にあった（捨てて構わないと言った）「宇宙定数」とは
無関係であることに注意しよう。これをもって、真空エネルギーは gravitateしないと言うこ
ともある。

3 量子論的 UG

それでは、次の問題は量子論を考えたときに、この理論はどんなことを予言するのか気に
なる。これは少しは調べられているが、文献はいろいろな主張が混在していて、混乱している。
これを調べるために、重力の計量を背景場とその周りの揺らぎに分けて考える。このとき

指数関数的パラメトリゼーション

gµν = ḡµρ(e
h)ρν (8)

を用いる。UGの定義の仕方には 2通りの方法がある。

1. 単純な方法：単に hµ
µ = 0とおく。

2. ワイル不変な方法

gµν = γµν

(
|γ|
ω2

)−1/d

(9)

と書けば、計量としてどんな γµν を持ってきても (2)の条件が満たされている。作用は

S(γ) = ZN

∫
ddx |γ|1/dω

d−2
d

[
R[γ] +

(d− 1)(d− 2)

4d2
(
|γ|−1∇|γ| − 2ω−1∇ω

)2]
(10)

ただし∇は γµν による共変微分である。この定式化では横波の座標変換不変性の他にワ
イル群

γµν → Ω2γµν ; ω → ω , (11)

による不変性がある。

いずれの定式化も同じ理論を与えるが、文献には自由度を間違えているものが多々ある。そこ
で、ここで正しい自由度勘定を与える。
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4 GRと単純な定義によるUGのハミルトン解析
GRの場合、10個のラグランジアン変数 (= 20個のハミルトニアン変数)と、4つのラグラン

ジアンゲージパラメーターがあって 8つの第 1種拘束 (4つの primary拘束と、4つの secondary
拘束)がある。これらのそれぞれが 2つのハミルトニアン変数を除くので、20− 2× 8 = 4個
の正準変数が残り、グラビトンの 2つの物理的自由度が残る。

UGの場合、h = 0とおくので、9個の場があり、横波の座標変換不変性から 3つのラグラ
ンジアンゲージパラメーターが生じて 6つの拘束がある。したがって 9− 2× 3 = 3個の物理
的自由度が残ると思うかもしれない。実際そう誤解している文献が結構ある。一般の横波座標
変換不変性しか持たない理論ではこれは正しいが、UGでは正しくない。そもそも UGはGR
に拘束を課して得られた理論なのだから、そのために自由度は減りこそすれ増えるというのは
考えにくい。実は、UGには第 3の (tertiary)拘束が存在して、自由度が 2つになることがわ
かる。しかしこれは共変的な記述が難しいので、経路積分による共変的な議論を与える。

5 単純な定義によるUGの1ループ計算
以下の議論では、York分解

hµν = hTT
µν + ∇̄µξν + ∇̄νξµ +

(
∇̄µ∇̄ν −

1

d
ḡµν∇̄2

)
σ +

1

d
ḡµνh , (12)

を用いることにする。ただし

∇̄µhTT
µν = 0 , ḡµνhTT

µν = 0 , ∇̄µξµ = 0 , h = ḡµνhµν . (13)

である。バーは背景場による量であることを表す。∆Lは Lichnerowicz 演算子である。このと
きヤコビアン

J1 = det

(
∆L1 −

2R̄

d

)1/2

det (∆L0)
1/2

det

(
∆0 −

R̄

d− 1

)1/2

(14)

が生じることに注意する。古典的なレベルで h = 0を要求し、

∇̄µϵµ = 0 ⇒ ϵµ = ϵTµ + ∇̄µϕ (15)

を満たすベクトルが生成する SDiff をゲージ固定する。ゲージ固定関数を

Fµ = Tµν∇̄ρhρν = −
(
∆L1 −

2R̄

d

)
ξµ .; Tµν = δµν − ∇̄µ

1

∇̄2
∇̄ν (16)

にとる。標準的な計算により (dξµdσdhdϵ
T dσdϕ)

ZUG =

(∫
(dϵT )

)
e−S(ḡ)

det1

(
∆L1 − 2R̄

d

)1/2
det2

(
∆L2 − 2R̄

d

)1/2
det∆

1/2
L0

(17)

を得る。ここで右辺の第 1 項が SDiff の体積だとすると、2 つの横波物理的モードの他に
スカラーモードが残ることになっておかしい。実はそうではなく、VSDiff =

∫
dϵ(.∇̄µϵ

µ) =
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∫
dϵT dϕdet∆

−1/2
L0 (.ϕ) より、

∫
(dϵT ) det∆

−1/2
L0 が SDiff の体積である。したがって、GRと同

じく

ZUG = e−S(ḡ)
det1

(
∆L1 − 2R̄

d

)1/2
det2

(
∆L2 − 2R̄

d

)1/2 : (18)

であることがわかる。有効作用の発散部分は、これから熱核を使った標準的な方法で求めるこ
とができる。この結果 4次元の普遍的な対数発散の項は

Γlog(ḡ) = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
ḡ log

(
k2

µ2

)(
53

45
R̄µνρσR̄

µνρσ − 29

40
R̄2

)
(19)

を得る。ここで kは切断を表す。これは、よく知られている結果と一致する。

6 結論
UGと GRは古典的には宇宙項の取り扱い以外は同じである。運動方程式やツリーレベルの

振幅も同じになる。ここでは、量子論的にはどうなのかという問題を考察し、次の結果を得た。

1. 量子論でも、古典論と同じくハミルトン形式で自由度が同じになっている。

2. 経路積分で、場 σについての積分で残る非自明な行列式があって、それをきちんと除け
ば UGと GRは同等である。

したがって
1. この 2つの理論は大域的なスケールの自由度と宇宙項の取り扱いを除いては、同等。
2. 真空エネルギーは gravitateしないという古典的議論は、量子論でも成り立つ。
最後に一言付け加えると、unimodular理論の有効作用は、時空の曲率がプランクスケール

になるという結論にはならないことがわかった。しかし、なぜ宇宙項が現在の値なのかを説明
することはできていない。これをどう説明するかは、重要な課題である。
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Abstract

最近提唱した大統一ゲージ群の特殊部分群への破れに基づく大統一理論についての紹介を
したいと思います．本講演は主に文献 [1, 2]に基づいています．

1 はじめに

　素粒子標準理論は現在までの加速器実験で探索可能な低エネルギー領域のほぼ全ての自然現
象を無矛盾に記述していますが，標準理論は高いエネルギー領域では何らかのより基本的な理
論に置き換わると考えられています．これまでに様々な研究が行われている理論としては，大
統一理論，超対称性理論，余剰次元理論，超弦理論などが挙げられます．
大統一ゲージ対称性を考える動機はいくつかありますが，一例として，標準理論の物質

場クォークとレプトンのゲージ群の表現の組み合わせに注目してみると，なぜか四次元のカ
イラル量子異常が奇跡的に相殺している，なぜか U(1)Y の電荷が量子化されている，なぜか
SU(3)C と SU(2)L の基本表現と自明な表現しかない，なぜか標準理論のゲージ群 GSM(:=
SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y )を 5次元ユニタリ群 SU(5)GUT 群に埋め込むとフェルミオンの
ゲージ群の表現を SU(5)の基本表現 10と 5に埋め込めることなどが知られています [3]．特
に，10次元直行群 SO(10)GUTのスピノル表現 16に全ての標準理論のクォークとレプトンが
埋め込まれることは特出すべきことと思われます [4]．上記すべてが解決する分けではありませ
んが少なくとも一部はGSMをGGUTに埋め込むことにより自然に理解できるように見えます．
これまで様々な大統一ゲージ群とその部分群への破れに基づく大統一理論が議論されて来

ました．例えば，四次元時空では SU(5) [3], SU(6) [5], SO(10) [4], E6 [6]ゲージ対称性；余
剰次元理論では SO(11) [7] ゲージ対称性なども考えられています．すでに認識している方も
いるかと思いますが，通常大統一ゲージ理論では以下のような正則部分群を用いています：

E6 ⊃ SO(10) ⊃ SU(5) ⊃ GSM. (1)

しかしながら，部分群には正則部分群だけでなく特殊部分群 (非正則部分群)もあります [8–10]．
ただし，特殊部分群とは正則部分群以外の部分群のことである．(紙面の関係上有限次元リー
群の正則部分群と特殊部分群の説明は省略する．)
以下 Sec. 2で特殊部分群を用いた大統一理論を行い，Sec. 3で簡単なまとめをします．

2 特殊大統一理論

　特殊大統一理論を考える動機はいくつか言い方がありますがここでは弦理論からの大統一
理論の模型構築の観点から述べたいと思います [2]．まず，正則部分群だけを用いる場合には，
SO(32) ⊃ SO(10)× U(1)11 ⊃ GSM × U(1)12 であり，SO(32)のベクトル表現 32は SO(10)
のスピノル表現 16と 16に分解されません：32 ̸= 16⊕ 16．一方，正則と特殊部分群を用い
ると，SO(32) ⊃ SU(16)×U(1) ⊃ SO(10)×U(1) ⊃ GSM ×U(1)2であり，SO(32)のベクト
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ル表現 32は SO(10)のスピノル表現 16と 16に分解されます：32 = 16 ⊕ 16．注意として
は，様々な文献で SO(32)ヘテロ型超弦理論では SO(10)のスピノル表現の構造を出せないと
ありますが，それらの議論は正則部分群だけを用いている限定された議論の範囲あり，少なく
とも SO(32)群の一般論ではありません．すでに文献 [2]において SO(32)ゲージ群を用いた
特殊大統一理論での模型構築を議論していますが，ここではその基本となる文献 [1]で行った
SU(16)ゲージ群を用いた特殊大統一理論に限定して話を進めたいと思います．
まずは，特殊な埋め込み SU(16) ⊃ SO(10)での表現分解を確認し，どの表現の場がSU(16)

特殊大統一理論においてどのような役割があるかを見てみたいと思います．SU(16)の正則部
分群や他の特殊部分群やそれらの表現分解については文献 [10]を参照してください．SU(16)
リー群の表現の特殊部分群 SO(10) での表現分解は例えば以下のようになります [10]：

16 = (16), 16 = (16), 120 = (120), 120 = (120), 255 = (210)⊕ (45),

5440 = (4125)⊕ (1050)⊕ (54)(210)⊕ (1). (2)

まず，四次元 SU(16) 16 ワイルフェルミオンを SM フェルミオンと見なせます．なぜなら，
SO(10) ⊃ GSM × U(1)X に対して，

16 =(3,2)(−1)(1)
Quark doublet

⊕ (3,1)(4)(1)
Up−type quark

⊕ (3,1)(−2)(−3)
Down−type quark

⊕ (1,2)(3)(−3)
Lepton doublet

⊕ (1,1)(−6)(1)
Charged lepton

⊕ (1,1)(0)(5)
Neutrino

. (3)

SU(16) 5440複素スカラーの真空期待値は SU(16)を SO(10)に破れます．なぜなら，SU(16)
5440表現は SO(10) 1を含む．SO(10) 210表現スカラーは SU(16)/SO(10)南部-ゴールド
ストン (NG)モードです．四次元 SU(16) 120ワイルフェルミオンは����SU(16)の破れた真空で
カイラルではありません．なぜなら，SU(16) 120表現は SO(10)部分群の下で実表現です．
次に対称性の破れのパターンを確認します [1]．SU(16)のGSMへの破れは例えばヒッグス

機構で実現されます：

SU(16) −→
⟨ϕ5440⟩̸=0

SO(10) −→
⟨ϕ16⟩̸=0

SU(5) −→
⟨ϕ255⟩̸=0

SU(3)× SU(2)× U(1). (4)

ただし，SU(16) 5440, 16, 255スカラーが SU(16)を GSM への破れを引き起こす．
次に，四次元 SU(n)カイラルゲージ理論での量子異常の相殺条件について見てみます．一

般論と具体的な量子異常数の値は文献 [10]に書かれています．SU(5)大統一理論で良く知ら
れているように四次元の SU(5) (10⊕ 5)ワイルフェルミオンの　四次元量子異常数はゼロで
す：A(10⊕ 5) = 0；四次元の SU(6) (15⊕ 2× 6) ワイルフェルミオンの四次元量子異常数は

ゼロです．一般に，四次元の SU(n)
(

n(n−1)
2 ⊕ (n− 4)× n

)
ワイルフェルミオンの四次元量

子異常数はゼロです．このことから，四次元の SU(16)
(
120⊕ 12× 16

)
ワイルフェルミオン

の四次元量子異常数はゼロです．
四次元時空での SU(16) 特殊大統一理論を考えてみます [1]．この場合，四次元 SU(16)(

12× 16⊕ 120
)
ワイルフェルミオンは四次元の量子異常相殺の観点から単独でも問題ありま

せん．しかし，SU(16)が特殊部分群 SO(10)に破れる場合を考えると，12世代の標準理論の
カイラルフェルミオンが現れます．良い点としては，SU(16) 120は部分群 SO(10)　の下で
実表現であり，SO(10) 120 のワイルフェルミオンはカイラルではありません．四次元理論で
は三世代の標準理論フェルミオンを実現できないと考えられます．
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六次元オービフォールド時空M4×T 2/Z2 [11,12] での SU(16)特殊大統一理論を考えてみ
ます [1]．ただし，ds2 = e−2σ(y)(ηµνdx

µdxν + dv2) + dy2. 各固定点まわりの Z2 パリティ変
換 (j = 1, 2, 3, 4)は Pj : (xµ, yj + y, vj + v) → (xµ, yj − y, vj − v) と与えられます．例えば，
六次元 SU(16) 16ワイルフェルミオンに対するオービフォールド境界条件は次のように与え
られます：

Ψ16±(x, yj − y, vj − v) = ηj(−iΓ5Γ6)Pj16Ψ16±(x, yj + y, vj + v). (5)

対称性の破れのパターンとしてはオービフォールド境界条件で SU(16)対称性を保つ場合を考
えると，四次元時空と同様に SU(16)のGSMへの破れは例えばヒッグス機構で実現されます：

SU(16) −→
BCs

SU(16) −→
⟨ϕ5440⟩̸=0

SO(10) −→
⟨ϕ16⟩̸=0

SU(5) −→
⟨ϕ255⟩̸=0

SU(3)× SU(2)× U(1). (6)

ただし，SU(16) 5440, 16, 255スカラーが SU(16)を GSM への破れを引き起こす．
六次元 SU(16)特殊大統一理論の場の種類を考えてみます．ゲージ理論なので明らかにゲー

ジ場 AM (M = 0, 1, 2, 3, 5, 6)が必要です．次に，三世代の標準理論のクォークとレプトンが
必要なので六次元の正のカイラリティのフェルミオン Ψ

(a=1,2,3)
16+ が必要です．さらに，対称性

の破れのセクターが必要なので Φx (x = 5440,255,16)が必要です．最小限ではこれだけで
すがこのままでは 6Dと 4DSU(16)の量子異常があり，追加の寄与が必要です．それらの相殺
も考慮すると例えば Table 1の場の種類があれば良いことがわかります．

6D Bulk field AM Ψ
(a)
16+ Ψ

(b)
16+ Ψ

(c)
16− Ψ

(d)
16−

SU(16) 255 16 16 16 16
SO(5, 1) 6 4+ 4+ 4− 4−

Orbifold BC

(
− −
− −

) (
+ +
− −

) (
+ −
− +

) (
− +
− +

)
5D Brane field Φ5440 Φ255 Φ16

SU(16) 5440 255 16
SO(4, 1) 1 1 1

Orbifold BC

(
+
+

) (
+
+

) (
+
+

)
Spacetime y = 0 y = 0 y = 0

4D Brane field ψ120

SU(16) 120
SL(2,C) (1/2, 0)

Spacetime (y, v) (0, 0)

Table 1: 六次元 SU(16)特殊大統一理論の場の種類 [1]

3 まとめ

　最近提唱した特殊な埋め込み SU(16) ⊃ SO(10)を用いた六次元 SU(16)特殊大統一理論の
説明をしました．重要な結果としては，六次元の正のワイルフェルミオン Ψ

(a)
16+ (a = 1, 2, 3)

のゼロモードを標準理論カイラルフェルミオンの三世代とみなせる；SU(16)ゲージ群の六次
元と四次元の量子異常は六次元バルクと四次元ブレーンフェルミオンにより相殺される；四次
元のエキゾチックなカイラルフェルミオンは現れない．
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SO(32)特殊大統一理論 [2]についていくつかコメントします．SO(32) ⊃ SU(16)×U(1) ⊃
SO(10)×U(1)を考えると，SO(32)のベクトル表現32はSO(10)のスピノル表現16と16に分
解される．三世代の標準理論フェルミオンは六次元の正のワイルフェルミオンΨ

(a)
32+(a = 1, 2, 3)

のゼロモードと見なせる．6Dと 4Dのゲージの量子異常は 6Dバルクと 4Dブレーンのフェル
ミオンで相殺される．四次元のエキゾチックなカイラルフェルミオンは現れない．
あと，対称性の破れの機構 (特殊部分群への破れ)についていくつかのコメントをします．

ヒッグス機構を用いた SU(n)の特殊部分群への自発的対称性の破れは文献 [13] などで議論さ
れている．オービフォールド境界条件を用いた対称性の破れとして，SU(n)の SO(n)特殊部
分群，E6 の F4 の破れなどが知られている [14]．力学的対称性の破れを用いた E6 の F4, G2,
... への破れが知られている [15]．
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On bulk field propagator and Wilson loop in AdS/CFT
correspondence

日本大学理工学部

三輪光嗣

1 はじめに

本講演ではAdS5×S5時空上の IIB型超弦理論と、平坦な四次元時空上で定義された超対称性を四
つ持つ SU(N)超対称ヤン-ミルズ理論の間の対応関係について、ウィルソンループ演算子に着目
して議論を行った。参考文献 [1]ではこの対応におけるウィルソンループの解析に AdS時空を伝
搬する超重力モードの効果を取り入れることで、種数の高い弦の世界面からの寄与を読み取る手
法が議論されている。本講演ではこの手法を紹介するとともに、この手法を理解・検証し、さら
に進展させることを目標とする試みの現状報告を行った。

2 AdS/CFT対応とウィルソンループ

AdS5/CFT4対応はAdS5×S5時空上の IIB型超弦理論と平坦な四次元時空上で定義された超対称
性を四つ持つ SU(N)超対称ヤン-ミルズ理論の間の対応関係である。この対応関係では超弦理論
の持つ典型的な長さスケール lsと AdS5×S5時空の曲率半径 Rの比、つまり R/lsが、ヤン-ミル
ズ理論におけるトフーフト結合定数 λと R/ls = λ1/4のように対応する。また、弦の相互作用の
結合定数 gsがゲージ群のランクを与えるN と gs = λ/N のように対応する。予言される様々な対
応関係が実際に成り立つことを検証する際は超弦理論側とヤン-ミルズ理論側で対応する物理量を
別々に計算する必要がある。ヤン-ミルズ理論側では、超対称性の高い演算子の期待値や相関関数
を有限のパラメータN、λに対して厳密に計算できる場合がある。一方で超弦理論側の現状とし
ては、弦の世界面の揺らぎが制限されるR/ls ≫ 1（λ≫ 1）という極限や弦の相互作用を摂動論
的に扱うことのできる gs ≪ 1（λ≪ N）という極限をとる必要があり、こうした極限における主
要部の計算を行ってヤン-ミルズ理論側の計算結果と比較する研究が盛んに行われてきた。

AdS/CFT対応においてウィルソンループ演算子W (C)を議論する際は、まず AdS時空の境
界に存在する四次元時空上に、今着目しているループ C を描く。次に AdS時空内でこのループ
によって境界条件を与えられる弦の経路積分を考える。するとこの弦理論側での経路積分の値が
ヤン-ミルズ理論側でのウィルソンループの期待値と一致するというのがAdS/CFT対応の仮説で
ある。 ∫

C
e−Sstring = ⟨W (C)⟩SYM

この対応も上で述べたようにN および λが大きな極限における解析が盛んに行われており、様々
な形や対称性を持ったウィルソンループに関して、この極限において計算された超弦理論側およ
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びヤン-ミルズ理論側の主要部の計算結果の一致が確認されている。主要部に対する高次補正の研
究としては弦の世界面の揺らぎを摂動論的に取り扱うことで 1/

√
λ補正を取り入れる研究が行わ

れている [2]-[6]。また 1/
√
λに関する補正としては [7][8] の手法も興味深い。その一方で、1/N2

補正を議論する研究はあまり進んでいない。ウィルソンループが大きな巻き数を持つ場合は超弦
理論側で弦の代わりにDブレーンを用いることで 1/N2に関する高次補正を部分的に議論するこ
とができるが、巻き数の少ない通常のウィルソンループに関する 1/N2補正の研究は理解が進ん
でいないと言える。AdS/CFT対応におけるウィルソンループ演算子を議論した初期の重要な論
文 [1]では 1/N2補正を取り入れる手法がいくつか議論されている。ここでは λは大きいものとし
て、種数の高い弦の世界面はディスク状の古典的な弦に細く縮んだハンドルが付与されたもので
あろうと考察している。λの大きな極限では弦の経路積分は弦の古典的な配位、つまり極小曲面が
支配的な寄与を与える。しかしながら種数の高い世界面の場合、面積を極小にしようとするとハ
ンドルが縮んでしまい、結果的には境界条件によって決まるディスク状の極小曲面に縮みきった
ハンドル（つまり太さの無い単なる線）が付与されたものになるという議論である。AdS時空内
でハンドルが有限のまま極小となる世界面が存在する可能性を追求するのは一つの方向性ではあ
る。しかしながら、同じく論文 [1]で求められているヤン-ミルズ理論側の計算結果を見ると λの
大きな極限における主要部は 1/N2展開の各次数で共通した因子 e

√
λとなっており、このことは

縮んだハンドルという描像をサポートしている。

3 AdS5時空における場の伝搬関数とウィルソンループ

文献 [1]では縮んだハンドルの効果を扱う手法の一つとして、縮んだハンドルをAdS時空を伝搬す
る超重力モードと解釈する手法が議論されている。AdS時空を伝搬する超重力モードと弦の世界
面を同時に用いる研究は [1]以前に先行する論文 [11]において行われている。後者の論文では、ヤ
ン-ミルズ理論側で離れた二つのウィルソンループの相関関数を考え、弦理論側ではこれに対応し
て離れた二つの弦の世界面を繋ぐ伝搬関数が議論された。特にAdS時空内の二点 (z1, x⃗1)、(z2, x⃗2)

をつなぐ以下の伝搬関数が用いられている。

GJ(z1, x⃗1; z2, x⃗2) ∼
1

N2
wJ2F1

(
J, J − 3

2
, 2J − 3,−4w

)
(1)

ただし、2F1(α, β, γ, t)は超幾何関数を表す。またパラメータ Jは S5上のKKモードの角運動量を
表し，変数 wは伝搬関数がつなぐ二点の座標を用いて w = z1z2/((z1 − z2)2 + (x⃗1 − x⃗2)2)のよう
に定義されている。こうした研究はその後もいくつかの系において有効に応用され、ウィルソン
ループ演算子と局所演算子の間の相関関数に関して AdS/CFT対応の肯定的な検証を与えている
[13]。式 (1)の伝搬関数を使用するに当たって、離れた演算子の相関関数の解析と、本講演で着目
した単一のウィルソンループの期待値の解析との間には幾つかの相違点が存在する。まずその一
つ目として、ウィルソンループと離れた局所演算子の間の相関関数を解析する場合はこれらの間
を伝搬する場は局所演算子によって指定されており、S5のKKモードを足しあげる必要が無いと
いう点である。ウィルソンループに対応する単一の弦の世界面はあらゆるKKモードの源となり
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うるため、これらのモードに関する和をとる必要がある。また、低エネルギー極限をとるために
通常は弦の高い励起モードの効果を無視するが、すぐ後で説明するように単一のウィルソンルー
プをつなぐ伝搬関数を議論する場合はこうした扱いが正当化できるかどうか自明では無い。二つ
目の相違点として、単一の世界面をつなぐ伝搬関数の場合、伝搬関数の扱いそのものが少し難し
くなるという点があげられる。離れた二つの世界面や離れた局所的な源をつなぐ伝搬関数の場合
は伝搬関数が同一点をつなぐことがないため発散を生じることなく解析を行うことができる。一
方で同一の世界面をつなぐ伝搬関数の場合は伝搬関数が同一点をつなぐ場合も考慮する必要があ
り発散が生じる。弦理論においてはこうした発散はハンドルの有限な拡がりによって回避される
と期待されるが、これを高々有限個の局所的な場によって近似してしまった場合にはこのような
有限性は期待できない。この点が上で触れた弦の高い振動モードを無視することが正当化できる
かどうか非自明であると述べた点である。
参考文献 [1]ではこうした点に対して適当なカットオフを導入して議論が行われている。まず

伝搬関数から生じる発散が一次発散であると評価し、短距離のカットオフを弦の典型的スケール ls
に設定することで、この発散はR/ls = λ1/4の因子を与えると議論している。また S5のKKモー
ドの和に関しても同様のスケールにおいてカットオフを導入する必要があるため、さらに λ1/4の
因子がかかると評価をしている。これとは別に弦と重力場の結合により張力の二乗の因子 (

√
λ)2

が、また伝搬関数そのものから 1/N2の因子が生じる。これらを全て合わせると、単一の世界面を
つなぐ伝搬関数は世界面上の積分も合わせて λ3/2/N2の因子を与えることになる。伝搬関数が p

個ある場合は λ3p/2/N2pとなる。文献 [1]ではヤン-ミルズ理論側でのウィルソンループ演算子の
期待値を 1/N2および 1/

√
λで二重に展開し、種数 pにおける 1/

√
λ展開の一次補正が上記のも

のと一致することを確認している。この研究は巻き数の大きな極限をとることなく高い種数の寄
与を議論している数少ない研究例であり、こうした方向性を追求するのは興味深いと考えられる。
そこで私は円形ではなく、より解析が簡単になると期待される直線状のウィルソンラインに着目
して、弦理論側での伝搬関数の評価を試みた。残念ながら現状としては一定の成果報告をする段
階まで研究が進んでいないため、本講演では現状報告という形での発表を行った。
本研究で着目した超重力モードは文献 [11]-[13]等でも用いられた計量の揺らぎであり、具体的

には以下の形で与えられる。ただし角運動量 J を持つKKモードに着目し、現時点での計算に関
係のあるAdS部分のみを示す。

δg(J)µν (z, x⃗) =
(
− 6J

5
gµν +

4

J + 1
D(µ∂ν)

)
sJ(z, x⃗) (2)

微分の添え字についている丸い括弧はトレースを持たない対称化を表す。sJ(z, x⃗)はAdS5時空の
スカラー場であり、この場の伝搬関数 ⟨sJ(z1, x⃗1)sJ(z2, x⃗2)⟩が式 (1)で与えられる。このため、計
量の揺らぎに対しては ⟨δgµν(z1, x⃗1)δgρσ(z2, x⃗2)⟩ はGJ に対して式 (2)の微分演算子を二度作用さ
せた形で与えらえる。今回は簡単のため、S5のKKモードのうち、最も簡単な J = 2のモードに
着目し、二点 (z1, x⃗1)と (z2, x⃗2)が一致するところから生じる発散項に焦点を絞って発表を行った。
超幾何関数で与えられる G2(z1, x⃗1; z2, x⃗2)はそれ自身が三次の発散を持つため、これを四度微分
して得られる ⟨δgµν(z1, x⃗1)δgρσ(z2, x⃗2)⟩は七次の発散項を持つことが期待される。今回は式 (1)の
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下で定義した wを w → wϵ ≡ z1z2/((z1 − z2)2 + (x⃗1 − x⃗2)2 + ϵ2)と正則化することで伝搬関数を
評価した。得られた表式は煩雑なものであるためここでは示さないが、直線状のウィルソンルー
プの解析に必要となる成分に含まれる典型的な発散項として以下のようなものが含まれていた。

w7
ϵ

z21z
2
2(1 + 4wϵ)7/2

,
ϵ2w9

ϵ

z31z
3
2(1 + 4wϵ)9/2

,
ϵ4w11

ϵ

z41z
4
2(1 + 4wϵ)11/2

(3)

ここに挙げた項は全て七次の発散項であるが、容易に期待されるように五次および三次の発散項
も含まれていた。直線という非常に大きな対称性を持つ系を考えたが、今回考えたモードの寄与
だけでは伝搬関数の効果は（少なくとも世界面上の積分を実行しない段階では）キャンセルしな
いことが分かった。

4 今後の課題

今後、得られた伝搬関数を弦の世界面上で積分する必要がある。また、今回考えたモード以外の超
重力モードの寄与を取り入れる必要がある。ディラトンや反対称テンソル場の伝搬関数を評価し
たい。今回は弦の作用を揺らぎの一次まで展開し、この項の二乗の形で現れる寄与を考えた。こ
れと同じ二次のオーダーの寄与として作用そのものの展開に含まれる揺らぎの二次の項も存在す
る。今後この項の寄与に関しても考察を行いたい。
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減衰調和振動子の正準量子化 1

–Two quantization approaches based on the Bateman oscillator model–

出口 真一 2

日本大学理工学部　量子科学研究所

1 Introduction

The Bateman oscillator model [1], or simply the Bateman model, has been investigated as

a Lagrangian model for the damped harmonic oscillator [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]. The

Bateman Lagrangian, which governs the Bateman model, in actuality describes a doubled system

consisting of the (uncoupled) damped and amplified harmonic oscillators. Nevertheless, the

Bateman model is widely recognized as a standard model for the damped harmonic oscillator,

because the Bateman Lagrangian yields the correct equation of motion of the damped harmonic

oscillator and has the desirable property that the Lagrangian itself does not explicitly depend

on time.

Canonical quantization of the Bateman model was first performed by Feshbach and Tikochin-

sky with the aid of the representation theory of the SU (1, 1) Lie algebra [4]. They obtained

the eigenvalues of the Hamiltonian operator of the Bateman model and their corresponding

eigenvectors. These eigenvalues are necessarily complex numbers, and hence the corresponding

eigenstates (in the Schrödinger picture) turn out to be either decaying or growing states. Also,

it is seen that the real parts of the Hamiltonian eigenvalues, which can be identified as possible

values of energy of the system, are unbounded from below. From a purely dynamical point of

view, this will cause the problem of dynamical instability of the system if interactions are turned

on. After Feshbach and Tikochinsky performed the quantization of the Bateman model, their

results have been reconsidered in some different contexts [5, 6, 7, 8, 9, 10]. However, it seems

that the problem of unbounded-below energy spectrum has not been resolved yet.

In this study, we apply the imaginary-scaling quantization scheme developed by Bender and

Mannheim [12] and by Mostafazadeh [13] to the Bateman model to obtain the Hamiltonian

eigenvalues whose real parts are bounded from below. Before proceeding to the imaginary-

scaling quantization approach to the Bateman model, we first attempt to concisely reformulate

Feshbach-Tikochinsky’s quantization approach by exploiting a pseudo Bogoliubov transforma-

tion without invoking the SU (1, 1) Lie algebra. After that, we consider the imaginary-scaling

quantization approach to the Bateman model by exploiting the combination of an imaginary-

scaling transformation and a homogeneous transformation. We will see that the two quantiza-

1 この講演は藤原侑樹氏，中野邦彦氏との共同研究に基づく．
2 E-mail: deguchi@phys.cst.nihon-u.ac.jp
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tion approaches are realized on an equal footing on the basis of different transformations of the

annihilation and creation operators.

2 Bateman model and its canonical quantization

The Bateman model is defined by the Lagrangian [1]

L = mẋẏ +
γ

2
(xẏ − ẋy)− kxy , (2.1)

where x = x(t) and y = y(t) are real coordinate variables, being functions of time t, and m, γ,

and k are real positive constants. A dot over a variable denotes its derivative with respect to t.

From this Lagrangian, the Euler-Lagrange equation for y is derived as

mẍ+ γẋ+ kx = 0 , (2.2)

and similarly, the Euler-Lagrange equation for x is derived as

mÿ − γẏ + ky = 0 . (2.3)

Equation (2.2) is precisely the classical equation of motion for the damped harmonic oscillator

of mass m, spring constant k, and damping constant γ. Equation (2.3) is the classical equation

of motion for the amplified harmonic oscillator whose amplitude exponentially grows with time

while the amplitude of the damped harmonic oscillator exponentially decays with time. We thus

see that the Bateman Lagrangian (2.1) describes a doubled system consisting of the (uncoupled)

damped and amplified harmonic oscillators.

Let us introduce the new variables [7, 11]

x1 :=
1√
2
(x+ y) , x2 :=

1√
2
(x− y) , (2.4)

with which the Lagrangian (2.1) can be written as

L =
m

2

(
ẋ21 − ẋ22

)
− γ

2

(
x1ẋ2 − ẋ1x2

)
− k

2

(
x21 − x22

)
. (2.5)

The momenta conjugate to x1 and x2 are found to be

p1 :=
∂L

∂ẋ1
= mẋ1 +

γ

2
x2 , p2 :=

∂L

∂ẋ2
= −mẋ2 −

γ

2
x1 . (2.6)

The Hamiltonian is obtained by the Legendre transformation of L as follows:

H =

(
1

2m
p21 +

1

2
mω2x21

)
−
(

1

2m
p22 +

1

2
mω2x22

)
− γ

2m
(x1p2 + x2p1) , (2.7)
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where ω :=
√
(k/m)− (γ2/4m2). In this study, we treat only the underdamped-underamplified

case by assuming that ω is real and positive.

Now, regarding the canonical variables xi and pi (i = 1, 2) as Hermitian operators satisfying

x†i = xi and p
†
i = pi, we perform the canonical quantization of the Bateman model by imposing

the commutation relations

[xi , pj ] = iℏδij1l (i, j = 1, 2) , all others = 0 , (2.8)

where 1l denotes the identity operator. In terms of the operators

ai :=

√
mω

2ℏ
xi + i

√
1

2ℏmω
pi , a†i :=

√
mω

2ℏ
xi − i

√
1

2ℏmω
pi , (2.9)

which satisfy [
ai , a

†
j

]
= δij1l , all others = 0 , (2.10)

the Hamiltonian operator corresponding to the Hamiltonian (2.7) can be expressed as

H = H0 +H1 , (2.11)

with

H0 := ℏω
(
a†1a1 − a

†
2a2

)
, (2.12a)

H1 := i
ℏγ
2m

(
a1a2 − a†1a

†
2

)
. (2.12b)

As can be readily seen, H0 and H1 are Hermitian (with respect to the †-conjugation) and

commute. Adopting the naive vacuum state vector |0⟩ specified by

ai |0⟩ = 0 , (2.13)

we can construct the Fock basis vectors

|n1, n2⟩ :=
1√

n1!n2!

(
a†1

)n1
(
a†2

)n2

|0⟩ (ni = 0, 1, 2, . . .) . (2.14)

In this case, ai and a†i are identified as annihilation and creation operators, respectively. The

dual forms of Eqs. (2.13) and (2.14) are given by

⟨0|a†i = 0 , (2.15)

88

Soryushiron Kenkyu



⟨n1, n2| :=
1√

n1!n2!
⟨0|(a1)n1(a2)

n2 . (2.16)

Using Eqs. (2.10), (2.13), and (2.15), and imposing the normalization condition ⟨0|0⟩ = 1, we

can show that

⟨m1,m2 |n1, n2⟩ = δm1n1δm2n2 . (2.17)

Hence, it follows that the Fock basis vectors |n1, n2⟩ have the positive squared-norm 1, and the

Fock space spanned by the orthonormal basis
{
|n1, n2⟩

}
is a positive-definite Hilbert space. In

this space, the completeness condition of the orthonormal basis reads

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

|n1, n2⟩⟨n1, n2 | = 1l . (2.18)

We see that the vectors |n1, n2⟩ are eigenvectors of H0 but not eigenvectors of H1, although H0

and H1 commute. In order to find the simultaneous eigenvectors of H0 and H1, which are of

course eigenvectors of H, we hereafter consider invertible transformations.

3 Feshbach-Tikochinsky’s quantization approach revisited

We first define the operators āi and ā
‡
i by

āi := eθXai e
−θX , ā‡i := eθXa†ie

−θX , (3.1)

where θ is a complex parameter, and X is defined by

X := a1a2 + a†1a
†
2 . (3.2)

It is obvious that X† = X. The unitarity of eθX and its associated property (āi)
† = ā‡i hold only

when θ is purely imaginary. From Eq. (2.11), we see that[
āi , ā

‡
j

]
= δij1l , all others = 0 . (3.3)

Equation (3.1) can be written as(
ā1
ā‡2

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
a1
a†2

)
,

(
ā‡1
ā2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
a†1
a2

)
. (3.4)

The transformation
(
ai, a

†
i

)
→
(
āi, ā

‡
i

)
looks like a Bogoliubov transformation, but actually it is

not the case unless the parameter θ is purely imaginary.
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Using Eqs. (3.4) and (3.3), we can express the operators H0 and H1 as follows:

H0 = ℏω
(
ā‡1ā1 − ā

‡
2ā2

)
, (3.5a)

H1 = i
ℏγ
2m

{(
ā1ā2 − ā‡1ā

‡
2

)
cos(2θ) +

(
ā‡1ā1 + ā‡2ā2 + 1l

)
sin(2θ)

}
. (3.5b)

Since our present purpose is to find the eigenvalues of H, we choose θ in such a way that H1

takes the form of a linear combination of ā‡1ā1, ā
‡
2ā2, and 1l. Upon comparison with Feshbach-

Tikochinsky’s quantization approach, we set θ = ±π/4. Then H1 becomes

H
(±)
1 := ±i ℏγ

2m

(
ā‡1ā1 + ā‡2ā2 + 1l

)
. (3.6)

The transformation
(
ai, a

†
i

)
→
(
āi, ā

‡
i

)
with θ = ±π/4 is hereafter referred to as a pseudo Bogoli-

ubov transformation, with the connotation that it is not unitary. Such a non-unitary transforma-

tion was also considered in Feshbach-Tikochinsky’s quantization approach based on the SU (1, 1)

Lie algebra. The Hermiticity of H
(±)
1 with respect to the ‡-conjugation, i.e.,

(
H

(±)
1

)‡
= H

(±)
1 is

valid under the conditions

i‡ = −i , γ‡ = −γ . (3.7)

Clearly, H0 and X are Hermitian with respect to the ‡-conjugation.
The Hamiltonian operator (2.11) now reads H(±) = H0 +H

(±)
1 . With H(±), the Heisenberg

equation for an implicitly time-dependent operator A(t) reads dA/dt = (iℏ)−1
[
A,H(±)

]
. Using

the commutation relations in Eq. (3.3), we can solve the Heisenberg equations for āi and ā
‡
i and

obtain

ā1(t) = ā1(0)e
(−iω±λ)t , ā‡1(t) = ā‡1(0)e

−(−iω±λ)t , (3.8a)

ā2(t) = ā2(0)e
(iω±λ)t , ā‡2(t) = ā‡2(0)e

−(iω±λ)t , (3.8b)

where λ := γ/2m. By virtue of the conditions in Eq. (3.7), the ‡-conjugation relation
(
āi(t)

)‡
=

ā‡i (t) holds at an arbitrary time. As can be seen from Eq. (3.8), the ‡-conjugation involves

time reversal. This fact reminds us that in Feshbach-Tikochinsky’s quantization approach, the

time reverse, rather than the complex conjugate, is used to define an appropriate normalization

integral for a wave function. It is evident that the Hamiltonian operator H(±) is independent of

time.

Next we define the new vectors

|0⟩⟩ := eθX |0⟩ , ⟨⟨0| := ⟨0|e−θX , (3.9)
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which satisfy

āi |0⟩⟩ = 0 , ⟨⟨0|ā‡i = 0 (3.10)

owing to Eqs. (2.13) and (2.15). Hence, |0⟩⟩ and ⟨⟨0 | are established as the vacuum state

vectors of the
(
āi, ā

‡
i

)
-system, and āi and ā

‡
i turn out to be annihilation and creation operators,

respectively. In this system, we can construct the Fock basis vectors and their dual vectors as

follows:

|n1, n2⟩⟩ :=
1√

n1!n2!

(
ā‡1

)n1
(
ā‡2

)n2

|0⟩⟩ , ⟨⟨n1, n2| :=
1√

n1!n2!
⟨⟨0|(ā1)n1(ā2)

n2 . (3.11)

They are related to the old basis vectors in Eqs. (2.14) and (2.16) by

|n1, n2⟩⟩ = eθX |n1, n2⟩ , ⟨⟨n1, n2| = ⟨n1, n2|e−θX . (3.12)

It is easily shown, using Eq. (2.17), that

⟨⟨m1,m2 |n1, n2⟩⟩ = δm1n1δm2n2 . (3.13)

Hence, it follows that the Fock basis vectors |n1, n2⟩⟩ also have the positive squared-norm 1, and

the Fock space spanned by the orthonormal basis
{
|n1, n2⟩⟩

}
is a positive-definite Hilbert space.

The completeness condition (2.18) leads to

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

|n1, n2⟩⟩⟨⟨n1, n2 | = 1l . (3.14)

We readily see that the vectors |n1, n2⟩⟩ with θ = ±π/4 are simultaneous eigenvectors of H0 and

H
(±)
1 and satisfy the Hamiltonian eigenvalue equation

H(±)|n1, n2⟩⟩ = h(±)
n1,n2

|n1, n2⟩⟩ (3.15)

with

h(±)
n1,n2

:= ℏω(n1 − n2)± iℏλ(n1 + n2 + 1) . (3.16)

The Hamiltonian eigenvalues h
(±)
n1,n2 are identical to those found earlier by Feshbach and Tikochin-

sky [4]. In this way, the pseudo Bogoliubov transformation makes it possible to solve the eigen-

value problem of the Hamiltonian operator H given in Eq. (2.11).

Let us now consider the Schrödinger equation

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = H|ψ(t)⟩ . (3.17)
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In order to solve this equation, we expand |ψ(t)⟩ in terms of the basis
{
|n1, n2⟩⟩

}
at t = 0 rather

than the basis
{
|n1, n2⟩

}
at t = 0. Then, using Eq. (3.15), we obtain the particular solutions∣∣∣ψ(±)
n1,n2

(t)
⟩
:= exp

(
−ih(±)

n1,n2
t/ℏ
)
|n1, n2⟩⟩t=0 , (3.18)

which specify the Hamiltonian eigenstates at the time t. The general solution of Eq. (3.17)

is given by |ψ(±)(t)⟩ =
∑

n1,n2
cn1,n2

∣∣ψ(±)
n1,n2(t)

⟩
, with cn1,n2 being complex constants. We see

that
∣∣ψ(−)

n1,n2(t)
⟩
represent decaying states while

∣∣ψ(+)
n1,n2(t)

⟩
represent growing states, regardless

of the possible values of n1 and n2. This result is due to the presence of the constant term

±iℏλ that remains in h
(±)
n1,n2 even when n1 = n2 = 0. Since H is Hermitian with respect to

the †-conjugation, the dual Schrödinger equation for ⟨ψ(t)| reads d⟨ψ(t)|/dt = (−ih)−1⟨ψ(t)|H.

Expanding ⟨ψ(t)| in terms of the dual basis
{
⟨⟨n1, n2|

}
at t = 0, and using the eigenvalue

equation ⟨⟨n1, n2|H(±) = h
(±)
n1,n2⟨⟨n1, n2| , we have the particular solutions⟨
ψ(±)
n1,n2

(t)
∣∣∣ := exp

(
ih(±)
n1,n2

t/ℏ
)
⟨⟨n1, n2| t=0 . (3.19)

It is clear, by taking into account the condition
(
h
(±)
n1,n2

)‡
= h

(±)
n1,n2 ensured by Eq. (3.7), that∣∣ψ(±)

n1,n2(t)
⟩
and

⟨
ψ
(±)
n1,n2(t)

∣∣ are related to each other by the ‡-conjugation. Equation (3.13)

leads to
⟨
ψ
(±)
m1,m2(t)

∣∣ψ(±)
n1,n2(t)

⟩
= δm1n1δm2n2 , which demonstrates that the squared-norm of∣∣ψ(±)

n1,n2(t)
⟩
does not change in time. A similar fact was also pointed out by Feshbach and

Tikochinsky [4].

4 Imaginary-scaling quantization approach

We define the operators ãi and ã
§
i by

ãi := eϕY ai e
−ϕY , ã§i := eϕY a†ie

−ϕY , (4.1)

where ϕ is a complex parameter, and Y is defined by

Y := − i
2

(
a22 − a

†2
2

)
. (4.2)

It is obvious that Y † = Y . The unitarity of eϕY and its associated property (ãi)
† = ã§i hold only

when ϕ is purely imaginary. We can express Y as Y = −i
(
ã22 − ã

§
2
2
)
/2, from which we see that

Y is Hermitian with respect to the §-conjugation, i.e., Y § = Y . Equation (2.11) leads to[
ãi , ã

§
j

]
= δij1l , all others = 0 . (4.3)

92

Soryushiron Kenkyu



From the definition of Y , we immediately see that

ã1 = a1 , ã§1 = a†1 . (4.4)

Thus it turns out that the transformation
(
ai, a

†
i

)
→
(
ãi, ã

§
i

)
is essentially a squeeze transfor-

mation of
(
a2, a

†
2

)
, provided that ϕ is purely imaginary and hence eϕY is unitary. From now on,

we rather choose ϕ to be the real value ϕ = π/2. Then, from Eq. (4.1), we have

ã2 = −ia†2 , ã§2 = −ia2 . (4.5)

The transformation
(
a2, a

†
2

)
→
(
ã2, ã

§
2

)
=
(
− ia†2,−ia2

)
is precisely the imaginary-scaling trans-

formation argued in Refs. [12, 13]. Since this transformation can be derived as a non-unitary

analog of the squeeze transformation, it can be said to be a pseudo squeeze transformation.

Next we define the operators ǎi and ǎ
§
i by

ǎi := eχZ ãi e
−χZ , ǎ§i := eχZ ã§ie

−χZ , (4.6)

where χ is assumed to be a purely imaginary parameter satisfying χ§ = −χ, and Z is defined

by

Z := ã§1ã2 + ã§2ã1 . (4.7)

Obviously, Z is Hermitian with respect to the §-conjugation. The unitarity of eχZ with respect

to the §-conjugation and the §-conjugation relation
(
ǎi
)§

= ǎ§i are ensured accordingly. Equation

(4.3) leads to [
ǎi , ǎ

§
j

]
= δij1l , all others = 0 . (4.8)

The operators ǎi can be written as linear combinations of ã1 and ã2; similarly, the operators

ǎ§i can be written as linear combinations of ã§1 and ã§2. The transformation
(
ãi, ã

§
i

)
→
(
ǎi, ǎ

§
i

)
is thus realized as a homogeneous transformation. Combining the expressions of the linear

combinations with Eqs. (4.4) and (4.5), we obtain(
ǎ1
ǎ2

)
=

(
coshχ i sinhχ

− sinhχ −i coshχ

)(
a1

a†2

)
,

(
ǎ§1
ǎ§2

)
=

(
coshχ −i sinhχ
sinhχ −i coshχ

)(
a†1
a2

)
.

(4.9)

Now, using Eqs. (4.9) and (4.8), we can express the operators H0 and H1 defined in Eq.

(2.12) as follows:

H0 = ℏω
(
ǎ§1ǎ1 + ǎ§2ǎ2 + 1l

)
, (4.10a)

H1 =
ℏγ
2m

{(
ǎ§1ǎ2 − ǎ

§
2ǎ1

)
cosh(2χ) +

(
ǎ§1ǎ1 − ǎ

§
2ǎ2

)
sinh(2χ)

}
. (4.10b)
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Our present purpose is to find the eigenvalues ofH = H0+H1 within the framework of imaginary-

scaling quantization. To this end, we choose χ to be the imaginary value χ = ±iπ/4 so that

H1 can take the form of a linear combination of ǎ§1ǎ1 and ǎ§2ǎ2. After setting χ = ±iπ/4, the
operator H1 reduces to

Ȟ
(±)
1 := ±i ℏγ

2m

(
ǎ§1ǎ1 − ǎ

§
2ǎ2

)
. (4.11)

The Hermiticity of Ȟ
(±)
1 with respect to the §-conjugation, i.e.,

(
Ȟ

(±)
1

)§
= Ȟ

(±)
1 is valid under

the conditions

i§ = −i , γ§ = −γ . (4.12)

It is obvious that H0 and Z are Hermitian with respect to the §-conjugation.
The Hamiltonian operator (2.11) now reads Ȟ(±) = H0+Ȟ

(±)
1 . Correspondingly, the Heisen-

berg equation for an implicitly time-dependent operator A(t) reads dA/dt = (iℏ)−1
[
A, Ȟ(±)

]
.

By using the commutation relations in Eq. (4.8), we can solve the Heisenberg equations for ǎi
and ǎ§i , obtaining

ǎ1(t) = ǎ1(0)e
(−iω±λ)t , ǎ§1(t) = ǎ§1(0)e

−(−iω±λ)t , (4.13a)

ǎ2(t) = ǎ2(0)e
(−iω∓λ)t , ǎ§2(t) = ǎ§2(0)e

−(−iω∓λ)t , (4.13b)

with λ := γ/2m. By virtue of the conditions in Eq. (4.12), the §-conjugation relation
(
ǎi(t)

)§
=

ǎ§i (t) holds at an arbitrary time. We see from Eq. (4.13) that just like the ‡-conjugation treated

in Sec. 3, the §-conjugation also involves time reversal. It is evident that the Hamiltonian

operator Ȟ(±) is independent of time.

Let us define the new vectors

|0)) := eϕY |0⟩ , ((0| := ⟨0|e−ϕY , (4.14)

which satisfy

ãi |0)) = 0 , ((0|ã§i = 0 (4.15)

owing to Eqs. (2.13) and (2.15). Also, using Eqs. (4.6) and (4.15), we can show that

ǎi |0)) = 0 , ((0|ǎ§i = 0 . (4.16)

Hence, |0)) and ((0 | are established as the vacuum state vectors common to both the
(
ãi, ã

§
i

)
and

(
ǎi, ǎ

§
i

)
systems. From Eqs. (4.15) and (4.16), it turns out that ãi and ǎi are annihilation
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operators, while ã§i and ǎ
§
i are creation operators. In the

(
ǎi, ǎ

§
i

)
-system, we can construct the

Fock basis vectors and their dual vectors as follows:

|n1, n2)) :=
1√

n1!n2!

(
ǎ§1

)n1
(
ǎ§2

)n2

|0)) , ((n1, n2| :=
1√

n1!n2!
((0|(ǎ1)n1(ǎ2)

n2 . (4.17)

They are related to the old basis vectors in Eqs. (2.14) and (2.16) by

|n1, n2)) = eχZeϕY |n1, n2⟩ , ((n1, n2| = ⟨n1, n2|e−ϕY e−χZ . (4.18)

It is easy to show by using Eq. (2.17) that

((m1,m2 |n1, n2)) = δm1n1δm2n2 . (4.19)

From this, it follows that the Fock basis vectors |n1, n2)) have the positive squared-norm 1, and

the Fock space spanned by the orthonormal basis
{
|n1, n2))

}
is a positive-definite Hilbert space.

The completeness condition (2.18) now leads to

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

|n1, n2))((n1, n2 | = 1l . (4.20)

We immediately see that the vectors |n1, n2)) with ϕ = π/2 and χ = ±iπ/4 are simultaneous

eigenvectors of H0 and Ȟ
(±)
1 and satisfy the Hamiltonian eigenvalue equation

Ȟ(±)|n1, n2)) = ȟ(±)
n1,n2

|n1, n2)) (4.21)

with

ȟ(±)
n1,n2

:= ℏω(n1 + n2 + 1)± iℏλ(n1 − n2) . (4.22)

This expression of the Hamiltonian eigenvalues is completely different from the one obtained

by Feshbach and Tikochinsky, namely Eq. (3.16). In fact, the eigenvalues of H0, which are

given at present by Re ȟ
(±)
n1,n2 = ℏω(n1 + n2 + 1), are bounded from below, and therefore the

dynamical stability of the system is ensured. Also, Re ȟ
(±)
n1,n2 include the vacuum state energy

ℏω. In this way, the combination of the imaginary-scaling transformation and a homogeneous

transformation makes it possible to solve the eigenvalue problem of the Hamiltonian operator

H given in Eq. (2.11), resolving the problem of dynamical instability encountered in Feshbach-

Tikochinsky’s quantization approach.

Now we recall the Schrödinger equation (3.17) and expand the state vector |ψ(t)⟩ in terms of

the basis
{
|n1, n2))

}
at t = 0, instead of the basis

{
|n1, n2⟩⟩

}
at t = 0. Then, using Eq. (4.21),

we obtain the particular solutions of the Schrödinger equation,∣∣∣ψ̌(±)
n1,n2

(t)
⟩
:= exp

(
−iȟ(±)

n1,n2
t/ℏ
)
|n1, n2))t=0 , (4.23)
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which specify the Hamiltonian eigenstates at the time t. The general solution is found to be

|ψ̌(±)(t)⟩ =
∑

n1,n2
čn1,n2

∣∣ψ̌(±)
n1,n2(t)

⟩
, with čn1,n2 being complex constants. We see that both∣∣ψ̌(+)

n1,n2(t)
⟩
and

∣∣ψ̌(−)
n1,n2(t)

⟩
can represent either of decaying or growing states depending on the

possible values of n1 and n2. If
∣∣ψ̌(+)

n1,n2(t)
⟩
is the state vector of a decaying (growing) state, then∣∣ψ̌(−)

n1,n2(t)
⟩
is the state vector of a growing (decaying) state. It is remarkable that the state vec-

tors
∣∣ψ̌(±)

n1,n2(t)
⟩
with n1 = n2 contain no γ and represent stable states, because Im ȟ

(±)
n1,n2 vanish

when n1 = n2. Therefore, unlike Feshbach-Tikochinsky’s quantization approach, the imaginary-

scaling quantization approach allows to have stable states in addition to decaying states and

growing states. Recall here the dual Schrödinger equation d⟨ψ(t)|/dt = (−ih)−1⟨ψ(t)|H. Ex-

panding ⟨ψ(t)| in terms of the dual basis
{
((n1, n2|

}
at t = 0, and using the eigenvalue equation

((n1, n2|Ȟ(±) = ȟ
(±)
n1,n2((n1, n2| , we have the particular solutions⟨

ψ̌(±)
n1,n2

(t)
∣∣∣ := exp

(
iȟ(±)
n1,n2

t/ℏ
)
((n1, n2| t=0 . (4.24)

Taking into account the condition
(
ȟ
(±)
n1,n2

)§
= ȟ

(±)
n1,n2 ensured by Eq. (4.12), we see that∣∣ψ̌(±)

n1,n2(t)
⟩
and

⟨
ψ̌
(±)
n1,n2(t)

∣∣ are related to each other by the §-conjugation. Equation (4.19) leads

to
⟨
ψ̌
(±)
m1,m2(t)

∣∣ψ̌(±)
n1,n2(t)

⟩
= δm1n1δm2n2 , which implies that the squared-norm of

∣∣ψ̌(±)
n1,n2(t)

⟩
does

not change in time. A similar result was also found in Sec 3.

5 Summary and discussion

We have investigated two quantization approaches to the Bateman model. One is Feshbach-

Tikochinsky’s quantization approach reformulated concisely without invoking the SU (1, 1) Lie

algebra, and the other is the imaginary-scaling quantization approach. The former has been

developed by applying a pseudo Bogoliubov transformation to the Bateman model, while the

latter has been developed by applying the imaginary-scaling transformation and a homogeneous

transformation to the Bateman model. The two quantization approaches can thus be realized on

an equal footing on the basis of the different transformations of ai and a
†
i . Also, we have pointed

out that the imaginary-scaling transformation can be said to be a pseudo squeeze transformation.

We have indeed solved the eigenvalue problem for the Hamiltonian operator H of the Bate-

man model. By means of the pseudo Bogoliubov transformation, we have simply derived the

Hamiltonian eigenvalues h
(±)
n1,n2 found earlier by Feshbach and Tikochinsky [4]. In addition, we

have derived the alternative Hamiltonian eigenvalues ȟ
(±)
n1,n2 by employing the imaginary-scaling

quantization scheme [12, 13]. It has been seen that the real part of h
(±)
n1,n2 is proportional to

n1 − n2 and the imaginary part is proportional to n1 + n2 + 1. In contrast, the real part of

ȟ
(±)
n1,n2 is proportional to n1 + n2 + 1 and the imaginary part is proportional to n1 − n2. As has
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been clarified above, the eigenvalues ȟ
(±)
n1,n2 are desirable than h

(±)
n1,n2 from a purely dynamical

point of view because Re ȟ
(±)
n1,n2 are bounded from below. With ȟ

(±)
n1,n2 , we have obtained the

particular solutions of the Schrödinger equation as in Eq. (4.23). Then we have pointed out

that the particular solutions with n1 = n2 represent stable states. Such states do not appear in

Feshbach-Tikochinsky’s quantization approach. Also, the stable states cannot be understood at

the classical-mechanical level, because all the solutions of Eq. (2.2) represent damped oscilla-

tions and all the solutions of Eq. (2.3) represent amplified oscillations, provided that 4mk > γ2.

The emergence of the stable states might be viewed as a stabilization of the Bateman model

occurring at the quantum-mechanical level.
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