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物理屋でもわかる指数定理プロジェクト
•物理屋フレンドリなAtiyah-Patodi-Singer (APS)指数の定
式化[F,Onogi, Yamaguchi 2017]
•物理屋フレンドリなAPS指数（Atiyah-Singer 指数も含
む）の定式化の数学的証明 [F, Furuta, Matsuo, Onogi, 
Yamaguchi, Yamashita 2019]
•格⼦ゲージ理論への応⽤[F, Kawai, Matsuki, Mori, 

Nakayama, Onogi, Yamaguchi 2019]
•奇数次元Mod-two APS 指数への応⽤ [F, Furuta, Matsuki, 

Matsuo, Onogi, Yamaguchi, Yamashita 2020]



物理屋でもわかる指数定理のご利益
もともとの指数の定義
=質量ゼロのDirac演算⼦のカイラルなゼロ固有値の個数:

境界付き多様体の場合は⾮局所的な境界条件が必要。

物理屋フレンドリな定式化では
* 質量項を加えたDirac演算⼦で定式化:

カイラル対称性が不要。
* 境界付き多様体の場合もその外側をキャップして
閉多様体上の指数として統⼀的に扱える。

境界条件が不要。

<latexit sha1_base64="36ZeGxhzsadTIdQRDxNRgJRAB+8="></latexit>
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格⼦理論への応⽤
Nielsen-Ninomiyaの定理 [1981]
フェルミオンダブリング=非物理的自由度の存在を避
けるためにはカイラル対称性を破る必要がある。

物理屋フレンドリな定式化では
* 質量項を加えたDirac演算⼦で定式化:

カイラル対称性が不要。

こっちを格⼦理論で定式化すればいいのでは？

<latexit sha1_base64="/poRGh16fd3u6wXoZ0QLKhKT8kY="></latexit>
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<latexit sha1_base64="6j6mvV99W5s1B/gNI/EnGmJ0AzY="></latexit>

�5D +D�5 6= 0



数学的動機
格子理論の指数先行研究[Hasenfraz 1998, 
Neuberger 1998]
Ginsparg-Wilson 関係式

を満たすDirac演算子で index を定義できる。

古田さん:「有限次元のベクトル空間で指数が定義で
きるなんてすごい！ぜひ数学的にきちんと理解した
い。」= 数学的動機
連続理論の よりもその格子版の

ほうが数学的に面白い。

<latexit sha1_base64="ON+S7M4EpMZIl9mU4Vs3D/MZoQA="></latexit>

�5Dov +Dov�5 = aDov�5Dov

<latexit sha1_base64="o6HbuRZSZDfMd9xYVxhdVWfMRt0="></latexit>

IndDov = n+ � n�

<latexit sha1_base64="/poRGh16fd3u6wXoZ0QLKhKT8kY="></latexit>
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[F, Furuta, Matsuo, Onogi, Yamaguchi, Yamashita 2019]



私たちの⽬標

まずは平坦な2n次元トーラスで、連続理論の指数と
一致するDirac演算子を有限格子間隔で構成できるこ
とを数学的に証明する。= this talk.
先行研究[Kubota2020, Yamashita 2020]

Outlook:
APS指数への拡張
Mod-two versionへの拡張
Domain-wall fermionを使ったCurved space への
応用
etc.
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連続理論 の固有値
For 

For 
なのでどの固有値
も符号の反転ペア
を持つ。
また、
より固有値は質量ゼロのときの固有値を⽤いて

となる。

<latexit sha1_base64="a0hVHS5L8pxoevxOC9Esb5xkOGc="></latexit>

D� = 0,

<latexit sha1_base64="g9JNupS/pcyrNlFW95iFhx8sRXM="></latexit>

H(m) = �5(D +m)
<latexit sha1_base64="Un4+JbZglY9f+FS62HtrBLuyQ5w="></latexit>

H(m)� = �5m� = ±|{z}
chirality

m�.

<latexit sha1_base64="wnF8Bp16uH3cq8CLCeIKdaUJtgY="></latexit>

D� 6= 0,
<latexit sha1_base64="xB8/Qb7fByYf8USI5X+i07FdwZ0="></latexit>

H(m)��m = �m��m
<latexit sha1_base64="RNhggAYA76ZKu1815sQixDxY1oo="></latexit>

H(m)D��m = ��mD��m

<latexit sha1_base64="ddnGv1bWhEnVvBf22XLZDoGf74M="></latexit>

{H(m), D} = 0.

<latexit sha1_base64="Mux1HeyOS5UimRGdP9jUoJC5jCg="></latexit>
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Spectrum of
<latexit sha1_base64="g9JNupS/pcyrNlFW95iFhx8sRXM="></latexit>

H(m) = �5(D +m)

<latexit sha1_base64="FjfJczDPV1qoOyNL4pKCkMEVHBc="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="ydVHfwsMll9ckACVphg1Q4KTDZw="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="Voa4UOoCE1/DxRJ3sFQ5iWx33cI="></latexit>

�M

<latexit sha1_base64="JTvtEWe6Ys5Njh0YNad5Y2CEj8E="></latexit>

�m = ±
q

�2
0 +m2

<latexit sha1_base64="Ft/QDT4YnJkmQ21YTMYboomRRJo="></latexit>

�m = +m
<latexit sha1_base64="SVbgoWU1rNBWsxZAH+z7vIlhKTQ="></latexit>

�m = �m
<latexit sha1_base64="riQeoE1y7xssVSPXmdOMsTCJtS8="></latexit>

n+ modes
<latexit sha1_base64="gl/vAqtkd9tTFJwLAdzYMRFlqK0="></latexit>

n� modes

�m
<latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit>



Spectral flow = AS 指数 = η不変量
= 負から正になった固有値の数
= 正から負になった固有値の数

= spectral flow of 

エータ不変量とも等価:

固有値が⼀つ(負から正へ/正から負へ)横切ると
は２ずつ増/減。

<latexit sha1_base64="KW02skoib1LYEIc3sAmzN3EEM4I="></latexit>n+
<latexit sha1_base64="h64aapXiru0b91Y+vGAMb4iqmiY="></latexit>

n�
<latexit sha1_base64="H0yDG4rSBytwPnpSC4ts6qrr4EM="></latexit>n+ � n�

<latexit sha1_base64="/bRAc5/mE2Y+nChukySX3Jl53RE="></latexit>

H(m) m 2 [�M,M ]

<latexit sha1_base64="oF4MioKbRAgyZApMSAQIV+ZrUko="></latexit>

⌘(H(m))
<latexit sha1_base64="KCsPYKO8BopnMb4qMIYjqiKTt/c="></latexit>
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2
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2
⌘(H(�M)) = n+ � n�.

Pauli-Villars subtraction

物理屋フレンド
リな指数
(APS版にも拡張可能)



K 理論の suspension 同型

<latexit sha1_base64="FjfJczDPV1qoOyNL4pKCkMEVHBc="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="ydVHfwsMll9ckACVphg1Q4KTDZw="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="Voa4UOoCE1/DxRJ3sFQ5iWx33cI="></latexit>
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<latexit sha1_base64="Ft/QDT4YnJkmQ21YTMYboomRRJo="></latexit>

�m = +m
<latexit sha1_base64="SVbgoWU1rNBWsxZAH+z7vIlhKTQ="></latexit>

�m = �m
<latexit sha1_base64="riQeoE1y7xssVSPXmdOMsTCJtS8="></latexit>

n+ modes
<latexit sha1_base64="gl/vAqtkd9tTFJwLAdzYMRFlqK0="></latexit>

n� modes

�m
<latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="mIGDorIUS3fG0YCUp/kmUXxPGzk="></latexit>

K0(pt) ' K1(I, @I)

With chirality operator Without chirality operator

point line

Massless=
点で数える

Massive=
線で数える

結果は⼀致する。



格⼦正則化などでカイラル対称性が破れて
しまっても、点(massless)では数えられなく
ても、線(massive)では数えられるはず。

<latexit sha1_base64="FjfJczDPV1qoOyNL4pKCkMEVHBc="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="ydVHfwsMll9ckACVphg1Q4KTDZw="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="Voa4UOoCE1/DxRJ3sFQ5iWx33cI="></latexit>

�M

�m
<latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit>

m=0 ってどこ？
ゼロモードって
何？

m= ±Mでギャッ
プがしっかり開
いていれば数え
られます。



Our mathematical goal

2n 次元トーラス上で連続理論の
massive Dirac演算⼦とゲージ場が与え
られたとき、物理屋フレンドリな指
数=spectral flowが等しくなる有限格⼦
のmassive Dirac 演算⼦の存在を⽰す。
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連続理論のDirac 演算⼦
E : 複素ベクトル束
底空間M: 2n 次元平坦なトーラス T2n

ファイバーF :rank r のHermite計量を持つベクトル空間
接続 :  ゲージ場 で定義される平⾏移動
D : Eの切断に作⽤するDirac 演算⼦

カイラリティ(Z2 grading)演算⼦: 

<latexit sha1_base64="VThYclMlqzPlIublpWNtatEghgY="></latexit>

D = �i(@i +Ai)
<latexit sha1_base64="QsrbXUbdkP7Y6tvpoTCR0JYGOrw="></latexit>

� = in
Y

i

�i

<latexit sha1_base64="Qool3+onAH0t8BWi9SVsBbYt5jc="></latexit>

{�, D} = 0, {�, �i} = 0.

<latexit sha1_base64="9aGi/kwFheX5lyzM7WGNCFQjWiE="></latexit>

Ai



格⼦理論のWilson Dirac 演算⼦
底空間 : 2n 次元平坦なトーラス T2nを格⼦間隔 の
正⽅格⼦で粗視化。ファイバーはそのまま。
全空間を と書き、区別する。
リンク変数 : 

<latexit sha1_base64="Brn9X6P8snbqv1OA4zQrtVfenrU="></latexit>

a

<latexit sha1_base64="BfvW4/3bRzzRit4VYvEgtw7c8CM="></latexit>

Ea
<latexit sha1_base64="2FuJlpcE6qoBa+rcVX+0sfb7Cko="></latexit>
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i

Z a

0
Ak(x

0)dl

�
,

Wilson term

<latexit sha1_base64="/4fkIkHbKH1xuK8VOzadfGNq6QA="></latexit>
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X
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"
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<latexit sha1_base64="ib9d5VZHa24t3AVvnG8hA0pJyYI="></latexit>

arf
i  (x) = Ui(x) (x+ ei)�  (x)

<latexit sha1_base64="KI45EOKX0fJvSz5tATYCXiIRfCY="></latexit>

arb
i (x) =  (x)� U†

i (x� ei) (x� ei)



Elliptic estimate
連続理論 For any and i,  

となる constant c が存在するはずである。
個々の共変微分が⼤きい時、Dも必ず⼤きい。

格⼦理論では⾮⾃明。

波数が⼤きいのにDW が⼩さい固有値を持つダブラー
があると成り⽴たない。
-> Wilson 項が数学的にも重要な役割

<latexit sha1_base64="4yDQpvp3xTYejB0e+ClOoP0lCS8="></latexit>

� 2 �(E)
<latexit sha1_base64="B/MyNJ8Ke5W7QKp9jT5eOW4/qoM="></latexit>

||Di�||2  c(||�||2 + ||D�||2)

<latexit sha1_base64="iEbjw9ZtHs1KPKivB1M9OebGx8s="></latexit>

||rf
i �||

2  c(||�||2 + ||DW�||2)



の定義
<latexit sha1_base64="kyhTmyOHrY2UPFBNQVvV+/rjoSg="></latexit>

K1(I, @I)

Hilbert 束を考える。
底空間 = 質量m の動く区間 [-M, M]  
その境界 は±M の２点。
ファイバー =  Dirac  演算⼦の作⽤するHilbert space

: 質量mでラベルされるmassive Dirac演算
⼦の1-parameter family. 
ただし はゼロ固有値を持たない。

群の要素を の同値類をとったものとす
る。
同値 = Spectral flow が等しい。

<latexit sha1_base64="8gPR0lq5ppKrY3oElNe5cj0DpN4="></latexit>

Dm

<latexit sha1_base64="tw3IWjtCk1/SRvX8gJM90G0IGqU="></latexit>

I
<latexit sha1_base64="82EJSMxmBnBg4gMlM/u4GGpZsws="></latexit>

@I

<latexit sha1_base64="2m20Jvu1C4DPmquQJQjEU9xwByY="></latexit>

{H,Dm}

<latexit sha1_base64="FeLwwALGNMKP6wpXDsr9SoyqqQg="></latexit>

D±M

<latexit sha1_base64="M+KefJq7TKgcIFpaEZzwRZPD2mA="></latexit>

H



の定義
<latexit sha1_base64="kyhTmyOHrY2UPFBNQVvV+/rjoSg="></latexit>

K1(I, @I)

群の演算

単位元

⽰すべきこと : 
と (有限次元)
について、差をとり、
合成&摂動を加えた

のSpectral flow がゼロになる。

<latexit sha1_base64="9/UZ3wSBfYjDnYjHykcUvfng7AQ="></latexit>

{(H1
, D

1
m)} ± {(H2

, D
2
m)} = {(H1 �H

2
,

✓
D

1
m

±D
2
m

◆
)}

<latexit sha1_base64="82yGFJW6938YXJRGCvU+73RVaLg="></latexit>

{H,Dm}|Spec.flow=0

<latexit sha1_base64="cRtNyzQHp2k+JrbEj7/v6MSq0aM="></latexit>

{(Hcont.
, �(D +m))}

<latexit sha1_base64="ksSVfMMoVVbPPwhGBrRN+Y2fHFw="></latexit>

{(H lat.
, �(DW +m))}

<latexit sha1_base64="UacItZuQX+ueikblnbDGV3BEAh4="></latexit>

D̂ =

✓
�(D +m) fa

f⇤
a ��(DW +m)

◆



の構成
<latexit sha1_base64="91yyr11v4jjhqRlnX16Ej5R3SKw="></latexit>

fa
<latexit sha1_base64="xTnh32fsLk83J2VZjlyK9tZvX+M="></latexit>

fa : H lat. ! H
cont.

有限次元の格⼦点上のベクトルから無限次元の
continuous x 上のベクトルを内挿して作る必要がある。

<latexit sha1_base64="pIxzQma+n9tcl8X7hpTeUVb4aS4="></latexit>

Cx

:           で1.  単位格⼦間隔離れると線形にゼロになる
weight func;on s.t.

<latexit sha1_base64="lzavRyTx6YiUBZjKmvEbs33vSd0="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="6dByVY7HiemZw6WIXSMYR7P3Vrc="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="jgfldpOBx4sWkpY4vXg8Wgjd63o="></latexit>

P (x� l) = P exp


i

Z x

l
dx0iAi(x

0)

�
: を含む格⼦のhyper cube.          : 格⼦点の座標

<latexit sha1_base64="PQi0+oDDZYgJImh+zVvhNooajHw="></latexit>

x = l
<latexit sha1_base64="uABc9soyyUzcizdPuGuI5LG+4Rc="></latexit> X

l2Cx

�l(x) = 1.

<latexit sha1_base64="BKE61hnBtEdbseAkz1O5TXxKO+I="></latexit>

�(x� l)

<latexit sha1_base64="J3eFDkP4Glypu9qvyfh0DUi8gLc="></latexit>

fa�
lat.(x) =

X

l2Cx

�(x� l)P (x� l)�lat.(l)

Wilson line.

1の分割。



の構成

は

とすればよい。

注)               は元に戻らず、nearest-neighbor sites の情
報が含まれるのでnon-local (Wilson line がくっついて
いるのでgauge共変性は無事。)

<latexit sha1_base64="xnZztzcQSWzwSiXqwlJ4kIe31pQ="></latexit>

f
⇤
a : Hcont. ! H

lat.

<latexit sha1_base64="xcg5hqAjNuDXi8Bmovo1g7hQy3E="></latexit>

f⇤
afa

<latexit sha1_base64="/BOcbPxSXfKZukTMEU+3znj5lOc="></latexit>

f⇤
a

<latexit sha1_base64="7jsrkhj4k2Na1bPOfy4/I3HFfxw="></latexit>

f⇤
a�

cont.(l) =

Z

y2Cl

dy�(l � y)P (l � y)�cont.(y)



の連続極限が満たす性質
1. 任意の について

はある に弱収束する。
注)  は⼀回微分まで2乗可積分な の部分空間

2. 
は

に弱収束する。
3. 
となるcが存在。
4. 任意の について
はある に弱収束する。かつ

<latexit sha1_base64="/BOcbPxSXfKZukTMEU+3znj5lOc="></latexit>

f⇤
a

<latexit sha1_base64="91yyr11v4jjhqRlnX16Ej5R3SKw="></latexit>

fa
<latexit sha1_base64="39On8yRQzb/Zc1sxt51GTeJGCgI="></latexit>

�lat.
<latexit sha1_base64="nvlU3oDD6h1Ll7eBkl5xjjLgo8Q="></latexit>

lim
a!0

fa�
lat.

<latexit sha1_base64="EXvBW0RWMuSN/yvl7+pJuBn5l8Y="></latexit>

L2
1

<latexit sha1_base64="IBbrIKg9aRort0WNoXx9fDf7vFQ="></latexit>

H
cont.

<latexit sha1_base64="z90zzGDVSNF+zdPdOJNPRjAI2vg="></latexit>

lim
a!0

fa�(DW +m)�lat.

<latexit sha1_base64="Ii6WohJcBmBKS7z6lQ+9tORe+1Y="></latexit>

�cont.
0 2 L2

1

<latexit sha1_base64="UFXrtSzPeuWQ4ZDx6vXjXZCkDZE="></latexit>

�(D +m)�cont.
0 2 L2

<latexit sha1_base64="FSrnUQHqfFZQJ1HxMvP52qJ12js="></latexit>

||f⇤
afa�

lat. � �lat.||2L2 < ca2||�lat.||2L2
1

<latexit sha1_base64="5hUJCTfHRhVdoeRTAjgs0VVRs7M="></latexit>

�cont. 2 L2
1

<latexit sha1_base64="GGB0yxyFBsAAxpFbFGqYVrdQFJ8="></latexit>

lim
a!0

faf
⇤
a�

cont.

<latexit sha1_base64="Uinmr4cId8KvB6AUfUceuqk/xcQ="></latexit>

lim
a!0

faf
⇤
a�

cont.
0 = �cont.

0

<latexit sha1_base64="TknqTxZdqhUgmv2XWQNeUIXpj20="></latexit>

�cont.
0 2 L2

1



弱収束と強収束
あるベクトル空間の点列 が に弱収束すると
は、任意の に対して

注)                                                でも成り⽴ってしまう。

強収束は

Rellichの定理
弱収束ならば 強収束である。

<latexit sha1_base64="DPZzAVs0gqhLwQLqr4q4hUYLdBI="></latexit>

vj
<latexit sha1_base64="vaB6d1r06KYKrEihENC+IVaXJb4="></latexit>v1

<latexit sha1_base64="/gXzwqjGh0afTg32qJPgMMPbtPM="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="ePfSrBceCnxv703Y2ZxZhdUcLiM="></latexit>

lim
j!1

h(vj � v1), wi = 0.

<latexit sha1_base64="p6n+xX85Z6vidK08SXSnJewyJbY="></latexit>

lim
j!1

(vj � v1)(x) ! lim
k!1

eikx

<latexit sha1_base64="kYHdS/hbEr6jb0tVRUn+ARc4TLA="></latexit>

lim
j!1

||vj � v1||2 = 0.

<latexit sha1_base64="NKT/NCwNjs2ey3gbIPd57QX+eZ4="></latexit>

L2
1

<latexit sha1_base64="9uljgjXN0H6LhoEKFAHg8jnn5Cc="></latexit>

L2
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主定理

が
の範囲のいたるところで可逆となる有限の格⼦間隔
が存在する。[Spec.flow=0の⼗分条件]

⇨ のspec.flowが⼀致。

⇨

<latexit sha1_base64="oJzWbDaBkDf7lzFGE/rR0HCsXYM="></latexit>

D̂ =

✓
�(D +m) tfa

tf⇤
a ��(DW +m)

◆

<latexit sha1_base64="XzfRk3IxMAHLzEw2r85/b52NTjc="></latexit>

�(D +m), �(DW +m)
<latexit sha1_base64="EpwO8eKCtj59htVEnj/O+j+LuzQ="></latexit>

1

2
⌘(�(D �M))PV reg. =

1

2
⌘(�(DW �M))

物理屋フレンドリな指数が有限格⼦間隔で⼀致。

<latexit sha1_base64="5aNn/pd7UcpBYXdepxP42B0xWE0="></latexit>

m 2 [�M,M ], t 2 (0, 1]



証明の⽅針=背理法

がどれだけ格⼦間隔を⼩さくしてもゼロ固有値を持
つとして⽭盾を導く。

⇨ 格⼦間隔の(単調に減少させる)列
に対し、

が存在し続ける。

<latexit sha1_base64="oJzWbDaBkDf7lzFGE/rR0HCsXYM="></latexit>

D̂ =

✓
�(D +m) tfa

tf⇤
a ��(DW +m)

◆

<latexit sha1_base64="HnGzyrF3iuWpSJm3e0Ycb0zLssc="></latexit>

{aj}
<latexit sha1_base64="EQvLuEUwbZ60CEgx+54QzI1icZI="></latexit>✓

�(D +mj) tjfaj

tjf⇤
aj

��(D
aj

W +mj)

◆✓
uj

vj

◆
= 0



弱極限
左から

をかけて連続極限をとると、fの性質1-4より

が得られる。

なので

<latexit sha1_base64="d0Z0O5omjt832fiUbzW8IwnhMmY="></latexit>✓
1

faj

◆

<latexit sha1_base64="Q8goGGKDsZoaML9otq4b0iyKNl0="></latexit>✓
�(D +m1) t1

t1 ��(D +m1)

◆✓
u1
v1

◆
= 0

は、
弱収束

=
強収束

(Rellichの定理)

<latexit sha1_base64="NKT/NCwNjs2ey3gbIPd57QX+eZ4="></latexit>

L2
1

<latexit sha1_base64="9uljgjXN0H6LhoEKFAHg8jnn5Cc="></latexit>

L2

<latexit sha1_base64="Fk636LocXHQNyUWMPCHaOUeATiE="></latexit>

u1, v1

<latexit sha1_base64="Ioxb5PzXWH0gJpNXzZFJI0Ge5Vc="></latexit>

m1 = t1 = 0.

の仮定と⽭盾。<latexit sha1_base64="5aNn/pd7UcpBYXdepxP42B0xWE0="></latexit>

m 2 [�M,M ], t 2 (0, 1]

<latexit sha1_base64="/rj7o5jKsvUd0yF4ePGoDuOCJYw="></latexit>

D̂2
1 = D2 +m2

1 + t21
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Nielsen-Ninomiyaの定理 [1981]
のときフェルミオンダブリング。

Ginsparg-Wilson 関係式 [1982]

ならばNN定理を回避可能。

オーバーラップDirac演算子 [Neuberger, 1998]

周期的格子(T4)でカイラル対称性を実現! 

格⼦ゲージ理論におけるカイラル対称性

�5D +D�5 = 0,
<latexit sha1_base64="N6pCde/yd/pz2gmS2wU0N8U+zPI="></latexit>

�5D +D�5 = aD�5D.
<latexit sha1_base64="nK1D4Hq6HUi6lAsCqOARBLlRLJU="></latexit>



オーバーラップ演算子の固有値は
半径1/a の円状に分布。

複素固有値は”カイラル”対称性
より

の±のペアで現れる(トレースに効かない)。
実固有値のうち、2/a (ダブラーの極) は効かない。

[先⾏研究]格⼦上のA-yah-Singer 指数

�5

✓
1� aDov

2

◆

<latexit sha1_base64="yzEN/0j0qgD3uSSRHYrJ2+fyl3U="></latexit>



定義に入れて整理すると、η不変量が出てくる！

つまり、overlap Dirac 演算子の指数と物理屋フレ
ンドリな指数は格子理論で等価。

しかしAS指数をよくみると、、、
Dov =

1

a

 
1 + �5

HWp
H

2
W

!

<latexit sha1_base64="1mbL/miePCet75VmwoNY0PZfkgc="></latexit>

Ind(Dov) =
1

2
Tr�5

✓
1� aDov

2

◆

<latexit sha1_base64="MofYgYznM6WR64LbN3TtWJKyvwo="></latexit>

<latexit sha1_base64="hHpv6lk8EK8u8g1ZbYkLw8kk0GE="></latexit>

HW = �5(DW �M)
<latexit sha1_base64="WCG4Fmc+V6i25ZLk+ywGu2ArfpE="></latexit>

M = 1/a

注) これで指数が数えられることは Itoh-Iwasaki-Yoshie 1982,
で(経験的に)知られていたがその数学的意義は知られてい
なかった。Cf.) Adams 2001 
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まとめ
Aayah-Singerの指数は質量を持つフェルミオン(with 
PV reg.)でも理解できる:

2n次元トーラス上の格⼦理論のWilson Dirac 演算⼦は
有限の格⼦間隔で連続理論と⼀致する指数を持つこ
とを数学的に証明。

<latexit sha1_base64="J+KazC9nbuDgpXUuV684DuVtX0s="></latexit>

�1

2
⌘(�5(D �M)) +

1

2
⌘(�5(D +M))

<latexit sha1_base64="LhNbSa0+wHTTGtbTcIqnalelb64="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW �M))



格⼦正則化でカイラル対称性が破れてし
まっても、点(massless)では数えられなくて
も、線(massive)では数えられる。

<latexit sha1_base64="FjfJczDPV1qoOyNL4pKCkMEVHBc="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="ydVHfwsMll9ckACVphg1Q4KTDZw="></latexit>

M
<latexit sha1_base64="Voa4UOoCE1/DxRJ3sFQ5iWx33cI="></latexit>

�M

�m
<latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit><latexit sha1_base64="cK0yn+LV8bKVBkGQUgGZAoWFVLQ="></latexit>

m=0 ってどこ？
ゼロモードって
何？

m= ±Mでギャッ
プがしっかり開
いていれば数え
られます。
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Out look [線で数える指数]
奇数次元のmod-2 指数(WicenのSU(2)anomaly を説
明 )も質量を持つDirac演算⼦を⽤いて定式化可能。
[F, Furuta, Matsuki, Matsuo, Onogi, Yamaguchi, Yamashita 2020]

conanuum lattice
AS

APS
mod-two AS

mod-two APS

Sf(�5(D �M))
<latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit><latexit sha1_base64="c9P+xe+G6vcrSOS0JQIRzg/3ts0="></latexit>

Sf(�5(DW �M))
<latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit><latexit sha1_base64="Ph0+bMW8D+bVyGEN8nvRamZ6Vjk="></latexit>

Sf(�5(D � "M))
<latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit><latexit sha1_base64="Bh7ONk9KmOW7aL158pm8dJxgHX4="></latexit>

Sf(�5(DW � "M))
<latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit><latexit sha1_base64="yxUDvu4bQNH511izIVwYqhYmpsY="></latexit>

Sf0
✓

D �M
�(D �M)†

◆

<latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit><latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit><latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit><latexit sha1_base64="23jsLTKnoXFe980CAwwGbaWsJNc="></latexit>

Sf0
✓

DW �M
�(DW �M)†

◆

<latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit><latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit><latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit><latexit sha1_base64="xPROlg7MvV6ja0Ooo9gdA4mj4S0="></latexit>

Sf0
✓

D � "M
�(D � "M)†

◆

<latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit><latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit><latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit><latexit sha1_base64="ynmrFfXv9Dl58H3AffYSzgnGuvo="></latexit>

Sf0
✓

DW � "M
�(DW � "M)†

◆

<latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit><latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit><latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit><latexit sha1_base64="k06H+XND4ZS+sm5OMS9kF+9Mmoo="></latexit>

Sf0 = mod-two spectral flow : counting zero-crossing pairs from PV op.
<latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit><latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit><latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit><latexit sha1_base64="DIYbZOXS2tv2oN2zyB3FDoBnUs0="></latexit>

◎

△

△

△


