
6 量子力学のための数学的準備 (II) · · · 行列の復習

[6.A] Hermite (エルミート)行列、unitary (ユニタリー)行列、unitary 変換

Hermite 行列 · · · A† = Aを満たす行列
(対称行列の複素数版)

unitary 行列 · · · U †U = UU † = 1を満たす行列
(直交行列の複素数版)

unitary 変換 · · · unitary 行列 U による、ベクトル x、行列 A の次の変換
x → x′ = U †x, A → A′ = U †AU

[6.B] Hermite 行列の性質

(1) 固有値はすべて実数であり、固有値の異なる固有ベクトルは互いに直交する。

(2) unitary 変換により対角行列に変換できる。

[6.C] unitary 変換の性質

(1) 連続した unitary 変換、逆変換も unitary 変換である。

(2) ベクトルの Norm、内積、行列の固有値、行列式、対角和、を変えない。

[6.D] Commutator (交換子)· · · [A,B] ≡ AB − BA

交換子は次のような性質を持つ。

(1) [aA + bB, cC + dD] = ac[A,C] + ad[A,D] + bc[B, C] + bd[D,D]
(双線形性、a, b, c, d は定数 (行列ではない通常の数))

(2) [A,B] = − [B, A]

(3) [AB, C] = A[B,C] + [A,C]B (積の分解)

[6.1] (Hermite 行列)

A,B を 2つの Hermite 行列とする時、

(1) AB は Hermite か？
(2) [A,B] は Hermite か？
(3) An は Hermite か？
(4) 2行 2列の Hermite 行列の一般形を求めよ。

[6.2] (Hermite 行列の固有値、固有ベクトル)

2つの N ×N 行列 A,B が Hermite であるとする。(0 でない) ベクトル xi が、Axi =
λixi を満たすとき (すなわち xi が固有値 λi の固有ベクトルであるとき)、次の問に答
えよ。

(1) λi は実数である事を示せ。

(2) 別のベクトル xj が Axj = λjxj をみたし λj 6= λi とする。(xi, xj) = 0 を示せ。
(3) ある unitary 行列 U をつかって B = U †AU となるとき、B と A は同じ固有値
をもつ事を示せ。

(4) 次の 2つの Hermite 行列の固有値と固有ベクトルを求めよ。

A =

(
0 1
1 0

)
, B =

(
0 −i
i 0

)
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[6.3] (unitary 行列)

行列 U, V が unitary、A,B が Hermite 行列、x, y が、(列)ベクトルであるとき、

(1) U2, UV , [U, V ] は unitary か？
(2) eiA は unitary である事を示せ。ただし、行列の exponential は

eiA ≡
∞∑

n=0

1
n!

(iA)n = 1 + iA +
1
2!

(iA)2 + · · ·

で定義される。

(3) Au = U †AU が Hermite である事を示せ。
(4) 前問で定義される Au にたいして、 trAu = trA(=

∑

i

Aii) , det Au = det A を示

せ。また、Bu = U †BU とすると、

U † [A,B]U = [Au, Bu]

を示せ。

(5) x′ = Ux, y′ = Uyとすると、(x′, y′) = (x, y)を示せ。ただし、内積は (x, y) =
∑

i

x∗
i yi

で定義される。

[6.4] (Commutator, Anti-Commutator)

任意の演算子 (ここでは行列と考えてよい) A,B に対して、commutator は、[A,B] =
AB −BA, anti-commutator (反交換子)は、{A,B} = AB + BA, と定義される。以下
の関係式を示せ。

(1) [A,BC] = [A,B]C + B[A,C]
(2) [AB, C] = A[B, C] + [A,C]B
(3) [A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A,B]] = 0
(4) [A,BC] = {A,B}C − B{A,C}
(5) [AB, C] = A{B, C} − {A,C}B
(6) [A, {B,C}] + [B, {C,A}] + [C, {A,B}] = 0

[6.5] (Hermite 行列の対角化)

一般に N × N 行列が A†A = AA† を満たす時、A に対して適当な unitary 変換
B = U †AU を行なって、B を対角行列に取れる。(このことから、Hermite及び unitary
行列は対角化可能である事が分かる。)

このことを Hermite 行列の場合に示してみよう。

(1) A が N 個の一次独立な固有ベクトル xi(i = 1, 2, . . . N) を持つとする。この時、
(xi, xj) = δij を満たすように固有ベクトルの組を選べることを示せ。

(2) 上の固有ベクトルの組を用いて N × N 行列 U = (x1, x2, . . .xN ) を定義すると、
U は unitary であることを示せ。

(3) 前問で定義した U により、A が対角化できることを示せ。

[6.6] (同時対角化*) ２つの Hermite 行列 A, B が交換する場合、

AB = BA

A の固有ベクトルが、同時に B の固有ベクトルとなるようにとることができる。これ
を示せ。
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量子力学レポート問題 6.

[R6.1] (パウリ行列とその交換関係)
次の 3つの行列を Pauli のスピン行列と呼ぶ。

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

(1) この Pauli 行列の積に対して成り立つ次の関係式を示せ。

σiσj = Iδij + iεijk σk

ただし、I は単位行列である。

(2) 上の関係を利用して、

exp(ix · σ) = I cos x + ix̂ · σ sinx

を示せ。ただし、x は 3次元ベクトル、x = |x| はベクトルの大きさ、 x̂ = x/x
は x 方向の単位ベクトルである。
これは、i× (Hermite行列)の expが unitary行列になることの具体的な例である。
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