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Abstract

核子 ·ハドロン・クォークからなる多体系の性質を状態方程式と核反応論の観点から議論する。核
物質の状態方程式を記述するために必要となる核多体理論 (平均場理論、有効相互作用)、ハイパー核
生成反応や重イオン反応を理解する上で必要とされる原子核反応理論 (直接反応、輸送模型等)、等の
理論の枠組について解説すると共に、これらについての最近の研究成果についても紹介する。1. 核物
質の状態方程式 (核力と位相差、有効相互作用、核物質の状態方程式、平均場理論) 2. 原子核反応理
論 (ハドロン-原子核反応、ハイパー核・中間子核生成反応、重イオン衝突)

1 核物質の状態方程式

核物質の相図 ·状態方程式を議論する上で一つの方向は前期に議論したように Nambu, Jona-Lasinio (NJL)
模型等の QCD有効模型から調べることである。一方で低密度側では物質の構成要素は核子であり、核
子と核子間相互作用 (核力)により記述することが必要である。ところが核力から出発する核子多体系を
議論することは簡単ではない。これは核力が斥力芯 (コア)を持ち、またテンソル力を含むため、多体問
題を記述する標準的方法である平均場理論—一粒子の積波動関数 (スレーター行列式)によるハミルト
ニアンの変分—が直接利用できないためである。このため核力から原子核、あるいは核物質を記述す
るには近距離相関 ·テンソル相関を処理した平均場的な波動関数により生の核力と同じ行列要素を示す
有効相互作用をまず作り、これを用いて多体問題を解く方法が広く持ちいられている。一方で密度汎関
数理論によれば、量子多体系の基底状態エネルギーは密度分布の汎関数で与えられることが示されてお
り、様々な原子核の基底状態エネルギーを再現する相互作用を現象論的に求めることによって汎関数を
定めていく方法もありうる。現在、核力から出発する第一原理的な方法による研究、およびこれらの結
果を利用して密度汎関数を求める方法などが進んでいる。
ここでは量子力学散乱理論を復習したのち、核力と位相差、有効相互作用について解説し、現象論

的な立場から状態方程式について議論する。

1.1 量子力学散乱理論の復習

1.1.1 断面積とボルン近似

核力の性質は核子散乱実験から知ることができる。散乱における観測量は断面積である。Fig. 1.1のよう
に、入射流束 (強度) F(s−1m−2)、面積 S(m2)のビームを数密度 n(m−3)の物質からできた厚さ δx(m)の
薄膜に入射し、入射粒子が小さな立体角 dΩ内の角度に単位時間あたり dN 個の割合で散乱されたとし
よう。散乱数は F,S,n,δx,dΩに比例し、面積の次元をもつ比例係数を微分散乱断面積 (dσ/dΩ)、微分散
乱断面積を全立体角で積分した量を全散乱断面積 (σ )とよぶ。

dσ
dΩ

=
dN

F SnδxdΩ
, σ =

∫
dΩ

dσ
dΩ

(1-1)

全散乱数は N = FS×σ ×nδxで与えられる。FSは単位時間あたりに入射する粒子数、nδxは単位面積
あたりの散乱体の数であるから、散乱確率 (N/FS)は単位面積あたり nδx個の面積 σ の散乱体が占める
割合に等しくなる。つまり、断面積 σ は単位入射流束あたりの 1つの散乱体による散乱確率を表す。
ポテンシャル V (rrr)(ポテンシャルは遠方でゼロになるとする)中を運動する質量 mの粒子の波動関数

Ψが従うシュレディンガー方程式を、入射波数 kkkで標的に流れ込み、ポテンシャルV (rrr)により散乱され
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Figure 1.1: 断面積

て出ていく境界条件の下で解く。[
− h̄2∇∇∇2

2m
+V (rrr)

]
Ψ(rrr) = EΨ(rrr) , Ψ(rrr) r→∞−→ eikkk·rrr + f (θ ,φ)

eikr

r
(1-2)

ここで kkkは入射波数ベクトル、kは波数の大きさである。右辺の第一項は入射平面波、第二項はポテン
シャルによる散乱波 (外向き球面波)を表す。散乱波から得られる外向きの流れの密度は散乱振幅 f (θ ,ϕ)
を用いて jr = h̄k| f (θ ,ϕ)|2/mr2と求まるので、散乱断面積は dσ/dΩ = | f (θ ,ϕ)|2 となる。グリーン関数
を用いてシュレディンガー方程式を形式的に解くと、

Ψ(r) =eikkk·rrr +
∫

dr G(rrr− rrr′)V (rrr′)Ψ(rrr′) (1-3)

r→∞−→eikkk·rrr− 1
4π

2m
h̄2

eikr

r

∫
drrr′e−ikkk f ·rrr′V (rrr′)Ψ(rrr′) = eikkk·rrr− m

2π h̄2 ⟨kkk f |V |Ψ⟩
eikr

r
(1-4)

となる。1ここでG(rrr) =− 1
4π

2m
h̄2

eikr

r は (E−H0)G(rrr−rrr′) = δ (rrr−rrr′)を満たすグリーン関数、H0 =−h̄2∇∇∇2/2m
は自由粒子のハミルトニアン、kkk f = krrr/rは終状態の波数ベクトルである。式 (1-2)と比較して散乱振幅
は f (θ ,φ) =−m/2π h̄2×⟨kkk f |V |Ψ⟩と求まる。
ポテンシャルが弱い場合には、入射波と比べて散乱波の振幅が十分小さいとして右辺の波動関数Ψ

を平面波で置き換える近似 (ボルン近似)が成立する。

fBorn(θ ,φ) =−
1

4π
2m
h̄2 ⟨kkk f |V |kkk⟩ , ⟨kkk′|V |kkk⟩=

∫
drrr e−ikkk′·rrr V (rrr)eikkk·rrr = Ṽ (kkk′− kkk) (1-5)

ボルン近似では散乱振幅はポテンシャルのフーリエ変換 Ṽ に比例するため、散乱の角分布からポテン
シャルの形が分かることとなる。例えば湯川ポテンシャル v(rrr) =C exp(−µr)/rの場合には

ṽ(qqq) =
4πC

µ2 +q2 ,
dσ
dΩ

=

(
m

2π h̄2

)2

|ṽ(qqq)|2 =
(

2mC/h̄2

µ2 +q2

)2

(1-6)

ここで qqq = kkk′− kkkは運動量移行である。

1.1.2 部分波展開

核子散乱から核力を引き出すためにはボルン近似は十分でなく、部分波展開によって正確に散乱問題を
取り扱う必要がある。平面波の部分波展開は、レイリーの公式で与えられる。

eikkk·rrr =
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1) iℓ jℓ(kr)Pℓ(cosθ) , jℓ(kr) r→∞−→ sin(kr− ℓπ/2)
kr

=
1

2ikr

(
ei(kr−ℓπ/2)− e−i(kr−ℓπ/2)

)
.

(1-7)

1シュレディンガー方程式を (E−H0)Ψ =V Ψと書きなおしておくと、一般解は両辺に G = (E−H0)
−1 をかけて得られる特

解と左辺=0の斉次項の和となる。式 (1-3)の第 2項は特解、第 1項は境界条件を満たすために加えた斉次項と理解できる。求
めるべき波動関数 Ψが右辺に含まれているので問題が解けているとはいえない (形式的にしか解けていない)ことに注意。
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内向き球面波は散乱の影響を受けないことに注意して、散乱波動関数を次のように表す。

Ψ(+)(rrr) = ∑
ℓ

Aℓ
uℓ(r)

kr
Pℓ→

1
2ikr ∑

ℓ

(2ℓ+1) iℓ
(

Sℓ(k)ei(kr−ℓπ/2)− e−i(kr−ℓπ/2)
)

Pℓ . (1-8)

ここで動径波動関数 uℓ(r)の漸近形は位相差 (phase shift) δℓ で与えられる。[
− h̄2

2m
d2

dr2 +
h̄2 ℓ(ℓ+1)

2mr2 +Vℓ(r)
]

uℓ(r) = E uℓ(r) , uℓ(r)→ sin(kr− ℓπ/2+δℓ) , (1-9)

平面波と比較することにより係数が Aℓ e−iδℓ = (2ℓ+1)iℓ と決まり、散乱振幅が位相差で表される。

Sℓ(k) = e2iδℓ(k) , f (θ) =
1
k ∑

ℓ

(2ℓ+1)eiδℓ sinδℓ Pℓ(cosθ) (1-10)

低エネルギーにおける位相差の振る舞いを調べておこう。核力は短距離力であるから、r = Rでポテ
ンシャルの影響がなくなるとする。このとき、低エネルギーが十分に低い場合 (kR≪ 1)には、遠心力ポ
テンシャルのため ℓ ̸= 0では波動関数は内側に入り込めず、位相差は s-wave (ℓ= 0)のみで有限の値をと
る。さらに r > Rでは波動関数は漸近形 u0(r) = sin(kr+δ0(k))と一致し、Ψ(+)が k→ 0で発散しないた
めには limk→0 sinδ0(k) = 0、すなわち limk→0 δ0(k) = nπ (nは整数)となる。
散乱波動関数 uℓは r = Rにおける対数微分W により完全に決まる。十分に低エネルギー (|E| ≪ |V |,

kR≪ 1)の場合には、内側の波動関数は k に大きく依存しないので、W を定数と考えよう。このとき、
位相差の k依存性は次のように求まる。

k cot(kR+δ0) =W , k cotδ0 =
k tankR

1−W tankR/k
≃− 1

a0
+

1
2

reff k2 +O(k4) . (1-11)

ここで a0 を散乱長 (scattering length)、reff を有効レンジ (effective range) と呼ぶ。s波散乱のみを考え
てよい場合には、散乱振幅は f = (k cotδ0− ik)−1 と与えられる。非常に低エネルギーにおける位相差
δ0 ≃−a0kを用いると、σ = 4πa2

0 となり、散乱長が低エネルギーの散乱断面積を与える指標であること
が分かる。また波動関数の漸近形は u0(r) = sin(kr+δ0)≃ sin(k(r−a0))となり、散乱波動関数を rの一
次関数で近似すれば、波動関数は r = a0 で節をもつことも分かる。
いくつかの簡単な場合に散乱長の値をみておこう。

• 十分に zero energyに近い束縛状態がある場合には、a0 > 0。
束縛状態の波動関数を uBS = A exp(−κr)(r > R)とすると、対数微分はW =−κ。このとき

− 1
a0

=
−κ

1+κR
, a =

1+κR
κ

≃ 1
κ
=

h̄√
2mε

(ε =束縛エネルギー) , (1-12)

となり、散乱長は正である。

• 斥力コア
V (r) = +∞,0(r < rc,r > rc)の場合、波動関数は u0 = sin(k(r− rc))となり、δ0 =−krc, a0 = rc。

• (束縛状態をもたない弱い)引力が働く場合には、波動関数は内側に引きこまれ、a0 < 0となる。

1.2 核力と位相差

Figure 1.2に核子核子散乱の位相差を示す [1]。状態は 2S+1LJ(L = S,P,D,F, . . .) (S =2核子のスピン、J =2
核子の角運動量、Lは軌道角運動量)により区別する。核子はフェルミオンであるから、2核子の入れ替
えに対して波動関数は符号を変える。このため、2核子のスピン ·アイソスピンを S, T、軌道角運動量を
Lとすると、(−1)S+T+L =−1となり、L+S+T は奇数でなくてはならない。
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Figure 1.2: np(左), pp (右)散乱位相差 [1]。

s−wave位相差の特徴は、(1)低エネルギーで δ > 0であり、引力となる。3S1 状態 (T = 0)は重陽子
を束縛させ、1S0状態 (T = 1)は原子核における対相関を生み出す。この違いは核力の状態依存性の例で
ある。(2)高エネルギーで δ0 は小さくなり、斥力芯の存在を示唆する。

p−waveでも S,Jにより大きく振るまいが違っている。1P1では強い斥力の存在を示唆する。3P2, 3P0,
3P1 ではテンソル力、LS力が (引力,引力)、(引力,斥力)、(斥力,斥力)と働くため、こうした振る舞いの
違いが現れる。
核子散乱実験と位相差解析の結果として、核力の様相が明らかにされてきた。(1)外側は 1π 交換に

よってもたらされる引力、(2)中間レンジでも引力、(3)芯領域では強い斥力。

1.3 π粒子交換力

ここで、π 粒子交換力 (one pion exchange potential; OPEP)を導出しておこう。通常の方法は一方の核子
を源とする π 粒子の場を考え、他方の核子が感じる場の強さからポテンシャルを導く。ここでは散乱振
幅から求める方法 [2]を紹介しておく。

2粒子が散乱するときの微分断面積は、

dσ =
1

4vE1E2

∫
dΩ

[
∏

i

d3 p′i
(2π)32E ′i

]
(2π)4δ (p1 + p2−∑

i
p′i) |M |2 , (1-13)

dσ
dΩ

=
|M |2

(2π)216(E1 +E2)2 , (1-14)

と表せる。2行目は 2粒子の弾性散乱の場合を示す。Born近似の表式と比較して、ポテンシャルのフー
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リエ変換が、ファインマン図形から得られる振幅M によって表されることが分かる。　

Ṽ (qqq) =
m1 +m2

m1m2

1
4(E1 +E2)

M
Non.Rel.−→ M

4m1m2
. (1-15)

よって、粒子交換によるポテンシャルを求めるにはファインマン図からM 行列要素を求めれば良い。
核子と π 粒子のラグランジアンから散乱振幅をもとめる。

L =N̄(iγµ∂µ −m)N +
1
2

∂µπππ ·∂ µπππ− 1
2

m2
ππππ ·πππ−gN̄iγ5τττ ·πππN , (1-16)

M =ig2 i
(p1− p′1)2−m2

π + iε
[
ū(ppp′1,s

′
1)γ5τiu(ppp1,s1)

][
ū(ppp′2,s

′
2)γ5τiu(ppp2,s2)

]
− (exchange term)

=−g2 (τττ1 · τττ2)
(σσσ 1 ·qqq)(σσσ 2 ·qqq)

m2
π +qqq2 − (exchange term) , (1-17)

ここで u(ppp,s) =
√

E +mN(1,σσσ · ppp/(E +mN))
T χ(s) を用いて、[ū1′γ5τiu1] = σσσ 1 · qqq (qqq = ppp1− ppp2) となる。

Ṽ (qqq) = M /4m2
N により、ポテンシャルが求まる。さて、直接項のみを考えて空間表示を求めよう。

VD(rrr) =
∫ dqqq

(2π)3 exp(iqqq · rrr)
[
− g2

4m2
N

τττ1 · τττ2
(σσσ 1 ·qqq)(σσσ 2 ·qqq)

m2
π +qqq2

]
=

g2

4m2
N
(τττ1 · τττ2)(σσσ 1 ·∇∇∇)(σσσ 2 ·∇∇∇)

∫ dqqq
(2π)3

exp(iqqq · rrr)
m2

π +qqq2

=
g2

4π(2mN)2 (τττ1 · τττ2)(σσσ 1 ·∇∇∇)(σσσ 2 ·∇∇∇)

(
e−mπ r

r

)
=

1
3

g2

4π

(
mπ

2mN

)2

(τττ1 · τττ2)
e−mπ r

r

[
σσσ 1 ·σσσ 2 +S12

(
1+

3
mπr

+
3

(mπr)2

)]
, (1-18)

S12 =
3(σσσ 1 · rrr)(σσσ 2 · rrr)

r2 −σσσ 1 ·σσσ 2 (1-19)

角括弧 [ ]内の第一項は中心力を表す。

(τττ1 · τττ2) = (4T (T +1)−6)/2 =−3,1 (I = 0,1) . (1-20)

であるから、(τττ1 ·τττ2)(σσσ 1 ·σσσ 2)は (S,T )= (1,0),(0,1)の場合に負 ((τττ1 ·τττ2)(σσσ 1 ·σσσ 2)=−3)、(S,T )= (0,0),(1,1)
の場合に正 ((τττ1 · τττ2)(σσσ 1 ·σσσ 2) = 9,1)、となる。これは核力の位相差に現れる性質— 3,1Sにおいて引力 ·
1Pにおいて強い斥力—という性質をよく表している。
角括弧 [ ]内の第 2項はテンソル力である。(S,T ) = (1,0),(0,1)には中心力では違いがないが、テン

ソル力は S = 1状態のみに働くため (S,T ) = (1,0)状態により強い引力が働き、重陽子が束縛することと
なる。
核力はテール部分 (r > 2 fm, π 交換力)、中間領域の引力 (r ∼ 1 fm)、斥力コア (r < 0.6 fm)からなる

ことが知られている。中間領域は π 以外のボソン交換や多 π 粒子交換で表されており、コア領域はベク
トル中間子やクォーク効果 (クォーク間のパウリ原理 ·one gluon exchange)により斥力芯が現れると理解
されている。
問題 1: σ 粒子交換によるポテンシャルを求めよ。Lagrangianは

L =N̄(iγµ∂µ −m)N +
1
2

∂µσ∂ µσ − 1
2

m2
σ σ 2−gN̄σN (1-21)

で与えられるとする。
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Figure 1.3: 核力の例 (fss2) [3]

1.4 有効相互作用

核力は斥力芯をもち、またテンソル力が重要な役割を果たすため、単純なスレーター行列式で原子核内
の核子の波動関数を表すことは出来ない。例えば、核力研究の初期によく用いられた hard core (ある距
離以内では+∞)のポテンシャル)では、スレーター行列式による行列要素が無限大となる。これを避け
る方法は再和 (resummation)である。核力に hard coreがあっても多重散乱を取り入れた散乱振幅は有限
であるため、散乱振幅を核力の代わりに使うことができれば発散を避けることができるのである。この
考え方に基づいて多体問題に利用できるようにする方法の一つが Brückner理論である。
準備段階として T 行列を定義しておこう。前回議論した散乱波動関数の従う方程式を、Lippmann-

Schwinger(LS)方程式の形に書き直す。

Ψkkk = eikkk·rrr +G0V Ψkkk (1-22)

ここで G0 = 1/(E−H0 + iε)である。T 行列を⟨
kkk′|T |kkk

⟩
≡
⟨
kkk′|V |Ψkkk

⟩
(1-23)

と定義する。散乱振幅は f = −m/2π h̄2×T と表せるため、T はほぼ観測量である。式 (1-22)の両辺に
⟨kkk′|V をかけて整理すると、T についての LS方程式が得られる。

T =V +V G0T (1-24)

T は一種の有効相互作用である。V の行列要素に発散があっても T は有限であり、また多重散乱効果が
取り込まれており。さらに散乱振幅は T を相互作用とみなした場合のボルン近似で厳密に表せる。
さて [4]に従って核内での 2核子散乱に進もう。ここでは、核内 2核子相対波動関数が自由波動関数

からずれるのが短距離の領域に限られることを理解するのが目標である。この場合には、2核子相対波
動関数は次の Bethe-Goldstone (BG)方程式に従う。

ΨPPP,kkk = eikkk·rrr +
Q

E−H0
V ΨPPP,kkk (1-25)

ここでQは 2核子の中間状態での Pauli blockingされた状態を取り除く演算子であり、一様物質の場合に
は 2核子の運動量がともにフェルミ運動量 (kF )以上に制限する。T 行列の場合と同様に

⟨
PPP,kkk′|g|PPP,kkk

⟩
≡⟨

PPP,kkk′|V |ΨPPP,kkk
⟩
と G行列 (g)を定義すると、gが従う BG方程式は次のように与えられる。

g =V +V
Q

E−H0
g (1-26)
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Figure 1.4: Healing distance(左)、Coester line (中)、相対論効果 (右)

BG方程式を具体的に書けば、

ΨPPP,kkk(xxx) = eikkk·rrr +
∫

Γ

dqqqdyyy
(2π)3

eiqqq·(xxx−yyy)

EPPP,kkk− ePPP/2+qqq− ePPP/2−qqq
V (yyy)ΨPPP,kkk(yyy) (1-27)

ここで Γは 2核子の運動量がフェルミ球の外にある領域 |PPP/2±qqq| > kF を表し、eは 1核子の運動エネ
ルギーである。両辺に ∇∇∇2 + k2をかけると、平面波 ·エネルギー分母は消えて、

(∇∇∇2 + k2)Ψ(xxx) =
∫

Γ

dqqqdyyy
(2π)3 eiqqq·(xxx−yyy)v(yyy)Ψ(yyy)

=v(xxx)Ψ(xxx)−
∫

Γ̄

dqqqdyyy
(2π)3 eiqqq·(xxx−yyy)v(yyy)Ψ(yyy) (1-28)

ここで Γ̄は Γの補集合、v = 2mV/h̄2である。
簡単のため PPP = 0とし、相対の s波のみを考える。このとき Γ̄ : |qqq|< kF となる。Ψ(yyy) = u(y)/yおく

と uは次の方程式に従う。

(
d2

dx2 + k2)u(x) = v(x)u(x)−
∫ ∞

0
dyχ(x,y)v(y)u(y) , (1-29)

χ(x,y) =
2
π

∫ kF

0
dqsinqx sinqy =

1
π

[
sin(kF(x− y))

x− y
− sin(kF(x+ y))

x+ y

]
(1-30)

Hard coreポテンシャルの場合に具体的に波動関数の振る舞いを見ていこう。kF を用いて無次元化を
行い (kFx→ x, kFy→ y, v =V/(h̄2k2

F/2m))、v(x) = ∞,0(x < c,x > c)なるポテンシャルを考える。このと
き、v(x)u(x)は x = cのみで値をもつので v(x)u(x) = Aδ (x− c)とおく。式 (1-29)に代入して、

u′′+ k2u = A(δ (x− c)−χ(x,c)) = F(x) , (1-31)

F(x) =
2A
π

∫ ∞

1
dq sinxq sincq , (1-32)

u(x) =
1
k

∫ x

0
sin(k(x− y))F(y) =

sinkx
k

∫ x

0
coskyF(y)dy− coskx

k

∫ x

0
sinkyF(y)dy (1-33)

密度が高い場合、式 (1-33)第 2項はゼロに近づく。第 1項は自由波であるから、高密度では、核内 2核
子相対波動関数は遠方で自由粒子に戻ることが分かる。この戻る距離のことを healing distanceとよぶ。
hard coreポテンシャルの場合には kFℓ ≃ 1.9程度であり、この距離の外側では独立粒子描像が成り立っ
ている、と考えて良い。

問題 2: χ(x,y)が上記のように求まることを示せ。また
∫ ∞

0 sinkyF(y)dy = 0であることを示せ。
(ヒント:

∫ ∞
0 dqsinqx sinqy = π[δ (x− y)−δ (x+ y)]/2である。)
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G行列を平均場理論で用いる有効相互作用として採用した枠組みを Brückner-Hartree-Fock (BHF)理
論とよぶ。BHF理論は核物質の飽和性を定性的に説明し、殻模型 (独立粒子描像)の基礎を与えた。ま
た有効核力の状態依存性を説明するなどの成功を収めている。一方で、飽和点 (飽和密度、飽和エネル
ギー)の定量的理解は得られておらず、様々な核力を用いても飽和点は empiricalな点を通らず、Coester
lineと呼ばれるずれた線上を動く。相対論補正、あるいは 3体力が必要である。ダイアグラムで見てみ
ると、BHF理論は ladder diagramを足し合わせたものとなっており、hole line展開の最初の項を与える。
展開の高次項を取り入れると、例えば Continuum choiceと呼ばれる処方箋を用いると 3体クラスター効
果は小さいことが知られている。またスピン軌道力が足りないなどの問題も知られている。

1.5 核物質の状態方程式

原子核の質量 ·半径の測定結果から、原子核の中心付近は密度 (ρ = ρ0 ≃ 0.16 fm−3)、核子あたりのエネ
ルギー (E ≃ −16 MeV)がともに一定の物質 (核物質)からできているとみなせる。この節では核物質の
状態方程式 (Equation of State; EOS)を考える。核物質の状態方程式は、原子核の基底状態における密度
分布や密度振動 (圧縮 ·膨張モード)の励起エネルギーを理解する上で役立つだけでなく、短い時間では
あるが高密度物質が生成される原子核衝突のダイナミクス、あるいは核子が一様に分布していると考え
られている中性子星の内側の構造を推測する上で重要である。

ρ
B
 

(ρ
0
, E

0
 )

K

S
0
(ρ

0
)

L

E Pure
Neutron
Matter

Sym.
Nucl.
Matter

Figure 1.5: 核物質の状態方程式と核物質パラメータ (概念図)

1.5.1 対称核物質の状態方程式

核子あたりのエネルギー E を密度 (核子数密度) ρB の関数として概念的に示したのが Fig. 1.6である。対
称核物質 (N = Z)において核子あたりのエネルギーが最小になる密度を飽和密度 (saturation density, ρ0)2、
飽和密度での核子あたりのエネルギーを飽和エネルギー (E0 = E(ρ0))と呼ぶ。また (ρ0,E(ρ0))を飽和点
とよぶ。飽和密度近辺の核物質を特徴づける量の一つが非圧縮率 (incompressibility, K)である。

K ≡ k2
F

∂ 2E(ρB)

∂k2
F

∣∣∣∣
ρB=ρ0

= 9ρ2
0

∂ 2E(ρB)

∂ρ2
B

∣∣∣∣
ρB=ρ0

(1-34)

Kが大きい (小さい)と密度が変化したときのエネルギー変化が大きい (小さい)ため、状態方程式は硬い
(柔らかい)。
量子多体系のエネルギーは密度の汎関数で与えられることが知られている [6]。ここでは例として、

相互作用エネルギーが簡単な密度の関数で与えられる場合を考えてみよう。

E(ρB) =
3
5

EF(ρB)+
α
2

(
ρB

ρ0

)
+

β
2+ γ

(
ρB

ρ0

)1+γ
(1-35)

第 2項、第 3項が核子あたりの相互作用エネルギーである。この場合、飽和点とパラメータ γ を与えると
他の 2つの相互作用パラメータ (α,β )、および Kは一意に定まる。例えば E0 =−16 MeV, ρ0 = 0.16 fm−3

2飽和密度は原子核の中心密度とほぼ等しいので、ともに ρ0 で表すこととする。
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とすれば、γ = 1,1/3,1/6 の場合に (α,β ,K) = (−123,70,377),(−217,164,236),(−357,304,201) (MeV)
と定まる。近年の研究から K ≃ 230 MeV程度と考えられており、飽和密度付近では γ ≃ 1/3程度の状態
方程式がもっともらしいと分かる。
エネルギー密度は ρBE(ρB)となるので、相互作用エネルギーは∫

drdr′
[

α
2ρ0

+
βργ

B ((r+ r′)/2)

(2+ γ)ρ1+γ
0

]
ρB(r)δ (r− r′)ρB(r′) (1-36)

と表せる。第一項は特異性の小さな短距離 2体核力の平均的効果 (畳み込み)を示すが、これだけでは飽
和性を説明することはできない。密度依存力となる第二項が必要であることは、原子核の相互作用エネル
ギーが単純な 2体力の畳み込みでは表せず、核子間の相関等の多体効果が必要であることを示唆する 3。
現実的核力から核物質の飽和点を説明することは、現在でも解かれていない大きな課題である。

1.5.2 対称エネルギー

非対称核物質 (N ̸= Z)では密度に加えて非対称度 δ = (N−Z)/Aが変数として現れる。クーロンエネル
ギー以外の強い相互作用については、陽子と中性子の入れ替えに対して不変 (アイソスピン対称性)であ
るため、非対称度の効果は δ の偶関数として現れる。例えば原子核の質量公式は、核子あたりのエネル
ギーが δ の 0次、および 2次式で表されることを示している。2次までの近似がよい場合、非対称核物
質における核子あたりのエネルギーは

E(ρB,δ ) = E(ρB,δ = 0)+S(ρB)δ 2 (1-37)

となる。ここで S(ρB) を対称エネルギーと呼ぶ。Fig. 1.6に示すように、飽和密度における対称エネル
ギーと密度微分 S0, Lで与える。

S0 ≡ S(ρ0) , L≡ 3ρ0
dS(ρB)

dρB

∣∣∣∣
ρB=ρ0

. (1-38)

対称エネルギーの役割の一つは、非対称核物質における飽和密度を変化させることである。ρ0 近辺
の非対称核物質における核子あたりのエネルギー

E(ρB,δ )≃ E0 +S0 δ 2 +
L
3

xδ 2 +
K
18

x2 (x = (ρB−ρ0)/ρ0) (1-39)

を最小とする密度は非対称度とともに小さくなる。

ρsat
B (δ ) = ρ0

(
1− 3Lδ 2

K

)
(1-40)

よって中性子過剰核 (安定核と比べて中性子が多い原子核)の半径は同じ質量の安定核よりも大きいと予
想される。実際には中性子過剰核では陽子と中性子が異なる分布をもつため、ここでの一様な非対称度
をもつとする近似は荒すぎるが、対称エネルギーは原子核の基底状態 ·励起状態に様々な影響を与える。

1.5.3 中性子物質の状態方程式

対称エネルギーは中性子星物質の性質にも大きく関わる。中性子星のマントル領域は陽子 ·中性子 ·電子
の一様な物質からなる。温度は十分低く、また電気的中性条件から電子の密度は陽子密度に等しい。ま
ず中性子のみの核物質 (中性子物質)では、ρ0近辺の圧力は対称エネルギーのみによって担われることに
注意しよう。式 (1-39)と熱力学関係式を用いると 4

P = ρ2
B

∂E(ρB,δ )
∂ρB

≃ ρ2
B

[
Lδ 2

3ρ0
+

K(ρB−ρ0)

9ρ2
0

]
(1-41)

3原子系の場合には、電子間のクーロン斥力と原子核からのクーロン引力により飽和性が現れる。
4有限温度では核子あたりのエネルギー E を核子あたりの自由エネルギー F に置き換える。

9



となり、ρB ≃ ρ0 では Lに比例する項が主要項となる。電子の質量を無視すると、核子数あたりの電子
エネルギーは次のように与えられる。

Ee =
2
ρB

∫ kFe

0

4πk2dk
(2π)3

√
h̄2k2 +m2

e ≃
h̄k4

Fe
4ρBπ2 =

3
8

h̄kF(1−δ )4/3 (1-42)

電子と陽子のフェルミ波数は等しいため、非対称度により表されることに注意せよ。電子エネルギー、
および中性子と陽子の質量差を考慮すると、核子あたりの中性子星物質エネルギーは

ENSM(ρB,δ ) =E(ρB,0)+S(ρB)δ 2 +
1
2
(Mn−Mp)δ +Ee(ρB,δ ) (1-43)

と与えられる。

問題 3: 中性子星物質 EOS Eq. (1-43)から β 平衡における非対称度 δ を求める方程式を導け。(3次方程
式に帰着できる。) (電子質量は無視する。)

1.6 核物質状態方程式の第一原理計算

状態方程式を核力から理解することは核物理における大きな課題である。生の核力から出発して、多体問
題を解く手法を (核子多体系物理学における)第一原理計算とよぶ。代表的な方法として、積波動関数に 2
粒子相関演算子をかけて変分を行う変分法 [8]、G行列を有効相互作用とするHartree-Fock法 (Brückner-
Hartree-Fock(BHF)法) [9]、変分法と再和を組み合わせた方法 (variational chain summation; VCS) [10]、グ
リーン関数を用いて虚時間方向への発展をモンテカルロ法により評価するGreen’s Function Monte Carlo
(GFMC)法 [7]、補助場を導入してHamiltonianを一体演算子として書き換えて虚時間方向への発展をモ
ンテカルロ法により評価する Auxiliary Field Diffusion Monte Carlo (AFDMC)法 [7]、等がある。変分法
では以下の波動関数を試行関数として、変分を行う。

|Ψ⟩=

[
S ∏

i< j
fi j

]
|Φ⟩ (1-44)

ここで Ψは試行波動関数、 fi jは 2粒子相関関数、Φは積波動関数である。 fi jは 2粒子間の距離が近い
ときに波動関数を抑えるとともに、テンソル相関を取り入れる。GFMCは試行関数ΨT から出発し、波
動関数の虚時間時間発展を考える。

|Ψ0⟩= lim
τ→∞

e−(H−E0)τ |ΨT ⟩ (1-45)

短い虚時間発展は Trotter公式を用いて評価できるので、これを繰り返すことにより虚時間発展を行う。

Ψ0(RRRN) = ∏
i=0,··· ,N−1

[∫
dRRRi G(RRRi+1,RRRi)

]
ΨT (RRR0) , G(RRR,RRR′) =

⟨
RRR | e−Hδτ | RRR′

⟩
. (1-46)

RRRiの積分は多次元積分であるため、Monte Carlo法を用いる。Hubbard-Stratonovich変換を用いてHamil-
tonianを簡素化する代わりに補助場についても積分を行うのが AFDMCである。

2体核力のみでの計算では、これらの第一原理計算は核物質の飽和点を再現せず、3体力 (UIX or
Illinois potential, chiral EFT 3N potential [11])を導入することによって初めて少数系 (12Cまでの原子核)
や核物質の性質を説明できる。例外は DBHF (相対論的 BHF)であり、Bonn-Aポテンシャルを用いて 2
体力のみで飽和点をほぼ再現する。ただし Bonn-Aポテンシャルは十分に精度の高い核力とは考えられ
ていない。3体力は多くの場合、飽和点、あるいは 3核子系の束縛エネルギーを再現するように現象論
的に導入される。例外は Chiral EFTであり、主に寄与する項は 2体力と同じ vertexから現れるため、余
分な不定性は小さい (兵藤さんのゼミ参照)。ただし Chiral EFTの適用範囲は限られており、EOS計算で
は 2ρ0を超える領域への適用には問題がある。QCDに基づく高密度まで利用可能な 3体力の評価は現代
的課題といえる。
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Figure 1.6:核物質EOSの第一原理計算。現象論的に3体力を導入した結果 (FP [8], DBHF [9, 12], APR [10])
(左、中)、および chiral EFT [11]に基づく 3体力を取り入れた結果 [12](右)を示す。

2 原子核反応論

2.1 直接反応におけるインパルス近似

核子 (あるいはハドロン)と原子核の反応 (NA反応、またはより一般に hA反応)を考えよう [13]。核子・
核子 (NN)散乱からは核子間の相互作用を知ることができた。hA反応ではいくつかの条件の下で原子核の
応答関数が分かるのである。ここでは短時間の反応で入射粒子と原子核の反応が原子核内のそれぞれの
核子との反応の重ねあわせで記述される場合を考える。この場合には後述のインパルス近似が成立する。
ハドロンと原子核の反応 (例えば AZ(π+,K+)A

ΛZ)におけるハミルトニアンは、

H =∑
i

Ki +
1
2 ∑

i ̸= j
vi j = Krrr +HA(ξ )+

A

∑
i=1

v(rrr− rrri) = Krrr +HA(ξ )+
A

∑
i=1

v(rrr− rrri) = H0 +V (2-1)

と表せる。ここで HA は原子核のハミルトニアン、ξ は原子核の (スピン・アイソスピンを含む)内部座
標、Krrr はハドロンと原子核の相対運動エネルギー、vi j は粒子 iと j間のポテンシャルである。(入射 (・
放出)粒子と原子核の重心の相対距離を rrrとする。)重心運動エネルギーは除かれているとする。このと
き全体の T 行列に対する Lippmann-Schwinger方程式は

T =V +V G0T , G0 = (E−H0 + iε)−1 = (E−HA−K + iε)−1 (2-2)

と形式的に解ける。
さて、T を核内核子との散乱振幅 τi で表すことを試みる。最後に核子 iと相互作用した散乱振幅を

Ti とすると、

τi = vi + viG0τi , Ti = vi + viG0Ti , T = ∑
i

Ti = ∑
i

τi +∑
i

τiG0 ∑
j ̸=i

Tj (2-3)

となる。τiは核内 2体散乱 T 行列である。第 1式においてグリーン関数が異なるため、素過程での T 行
列とは必ずしも同じでない。ここで質量数が大きいとして O(1/A)を無視する近似をすれば、

T ≃ T̃ + T̃ G0T (T̃ = ∑
i

τi) (2-4)

となり、入射粒子と原子核の T 行列はそれぞれの核子との散乱振幅の和 T̃ を「ポテンシャル」として扱
う 1体問題に帰着できる。少し進んだ近似として、核内の核子波動関数は半対称化されていることを用
いてどの Ti も同じであると仮定する Kerman-McManus-Thalerの多重散乱理論 [14]、

∑
j ̸=i

Tj ≃
A−1

A
T → T ′ = T̃ ′+ T̃ ′G0 T ′ , (T̃ ′ =

A−1
A ∑

i
τi , T ′ =

A−1
A

T ) (2-5)
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がある。
インパルス近似ではさらに、1段階反応であること、および核内 2体散乱振幅が自由空間の散乱振幅

と同じであることを仮定する。素過程での T 行列を tiとすれば、

T ≃∑
i

τi = ∑
i

ti (2-6)

と近似するのである。
さて hA 反応の断面積を求めてみよう。例として、ハイパー核生成反応 A(π+,K+)ΛA′ を考える。

π+,A,K+,ΛA′の運動量を p1, p2, p3, p4、A,ΛA′の内部状態を i, f としよう。このときフェルミの黄金率か
ら微分断面積は

W =
2π
h̄
|⟨p3 p4 f | T | p1 p2i⟩|2 ρE (2-7)

と与えられる。ここで ρE は終状態の状態密度である。微分断面積は流束あたりの遷移確率であり、始状
態における相対速度を viとして、

dσ =
dW
vi

=
1
vi
(2π)4δ 4(p1 + p2− p3− p4) |T |2

d ppp3

(2π)3
d ppp4

(2π)3 (2-8)

d2σ f i

dE3dΩ3
=

p3E3

(2π)2vi
|T |2 δ (ω−E1 +E3) (ω = E4−E2) (2-9)

ここで d2σ/dE3dΩ3 は放出粒子の散乱角に加えてエネルギーにも依存しており、2重微分断面積と呼ば
れる。インパルス近似の下では T ≃ ∑i ti であり、t ≃ t̄(E, p1, p3)δ (rrr− rrr′)と tが短距離力で表せるとすれ
ば、有効核子数近似が成り立つ。

d2σ f i

dE3dΩ3
=

p3E3

(2π)2vi
|t̄|2 Neff δ (ω−E1 +E3)

≃β
(

dσ
dΩ

)elem.

Lab.
Neff δ (ω−E1 +E3) (2-10)

Neff =
1

2Ji +1 ∑
Mi,M f

∣∣∣∣∣
∫

drrrχ(−)∗
3 (rrr)

⟨
f |∑

j
O j δ (rrr− rrr j) | i

⟩
χ(+)

1 (rrr)

∣∣∣∣∣
2

(2-11)

ここで β は実験室系での素過程断面積を t行列で表す際に現れる運動学因子、O jは j番目の核子の種類
を変える演算子である。Neffは素過程により遷移した状態と始状態波動関数がどの程度重なりを持つか
を示す度合いを表す。
終状態が離散状態である場合には有効核子数の方法が有用であるが、連続状態ではもう少し工夫が

必要である。ここではグリーン関数法 [15]を紹介しよう。原子核の終状態がハイペロンの 1粒子状態と
して表されるとすれば、終状態について和を取れば、

∑
f
| ⟨χ3 f | t | χ1i⟩ |2δ (E1 +E2−E3−E4) = |t̄|2S(E1 +E2−E3) , (2-12)

S(E) =− 1
π

Im
[
∑
α

⟨
Fα |

1
E−HY + iε

| Fα

⟩]
, (2-13)

Fα = χ(−)∗
3 (rrr)χ1(rrr)φα(rrr) , (2-14)

d2σ
dE3dΩ3

=
p3E3

(2π)2vi
|t̄|2 S(E) , (2-15)

と与えられることが分かる。
応用例についてはスライドにて。
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2.2 連続状態遷移 (グリーン関数法)

前節の最後で述べたように、連続状態への遷移ではグリーン関数法が有効である。問題を特定しておく
ため、ここでは (π,K)反応において (π,K)反応により一粒子状態 α にあった核子がハイペロン (一粒子
波動関数が φY )に変化する場合を考えよう。この場合、T 行列要素は

Tf i =⟨χK(PPPK)φY |t|χπ(PPPπ)φα⟩= t̄(E, pπ , pK)⟨φY |Fα⟩ , (2-16)

Fα(rrr) =χ∗K(rrr;PPPK)χπ(rrr;PPPπ)φα(rrr) , (2-17)

となる。終状態について和を取れば、この遷移の強度関数は、

S(E) =∑
α,Y
⟨Fα |φY ⟩⟨φY |Fα⟩δ (E +Eα −EY ) =−

1
π

Im

[
∑
α,Y

⟨
Fα

∣∣∣∣ 1
E−Eα −HY + iε

∣∣∣∣φY

⟩
⟨φY |Fα⟩

]

=− 1
π

Im
[
∑
α
⟨Fα |GY (E−Eα)|Fα⟩

]
=− 1

π
Im

[
∑
α

∫
drrrdrrr′Fα(rrr)GY (rrr,rrr′;E−Eα)Fα(rrr′)

]
, (2-18)

G(E) =
1

E−HY + iε
, (2-19)

とグリーン関数を用いて表せる。
ハイペロンの 1粒子状態が、一粒子ポテンシャルUY (rrr)の固有状態として与えられる場合には、グ

リーン関数は

GY (rrr,rrr′;E) = ∑
β=ℓ, j,µ

Y ∗
ℓ jµ(Ω)

2µ
h̄2

uβ (r<;E)wβ (r>;E)
rr′W (uβ ,wβ )

Yℓ jµ(Ω′) (2-20)

となる。ここで uは regilar solution、w→ eikr(E < 0),exp(−λ r)(E < 0)は outgoing solution、W (u,w) =
u′w−uw′ はロンスキアン、Yℓ jµ は spin-spherical harmonicsである。

問題 4: Eq. (2-20)が Hyperonのグリーン関数であること、(G = (E−HY + iε)−1が成り立つこと)を示せ。
u,wは動径波動関数である。spin-spherical harmonicsが完全性を満たすこと、∑β Y ∗

β Yβ ′ = δ (Ω−Ω′)δσσ ′

(σ ,σ ′ はスピン状態)、は用いてよい。

2.3 原子核−原子核反応

前節で議論したように、hAの短時間の接反応では標的核の密度変化は小さく、与えられたポテンシャル
中での 2体反応が主要な反応機構であり、Impulse近似が有効である。hA反応でも励起エネルギーの大
きな領域では、多段階の反応が無視できなくなり、複合核反応 (励起エネルギーが多くの核子に分散され
た状態)に至る。
原子核−原子核反応では密度が大きく変化するとともに多く素過程反応を経て温度が上昇し、高温・

高密度物質が生成される。低エネルギーでは複合核が生成される。中間エネルギー・高エネルギーでは
反応に関わる核子 (関与者)とかかわらない核子 (傍観者)が分離した participant-spectator reactionが主要
となる。関与者部分は複雑な反応を経由するため量子効果は抑制され、その運動は輸送模型により記述
される。
密度が低い場合には核子の 2体衝突により反応が進み、Boltzmann方程式により系の発展が記述さ

れる。

∂ f
∂ t

+ vvv ·∇∇∇ f =−
∫

d ppp2d ppp3d ppp4w(pp2→ p3 p4)

× [ f (x, p) f (x, p2)(1− f (x, p3))(1− f (x, p4))− f (x, p3) f (x, p4)(1− f (x, p))(1− f (x, p2))]
(2-21)
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直接反応
(Impulse 近似)

2段階反応 多段階反応
→ 複合核反応

hA反応

AA反応

初期反応

複合核形成

Participant-Spectator Reaction
(関与者-傍観者反応)

関与者(流体?)

Figure 2.1: hA反応と AA反応 (原子核−原子核反応)

f は位相空間分布関数を表す。右辺第 1項は pp2→ p3 p4なる 2体衝突により粒子の運動量が変化する過
程を示し、第 2項はその逆反応を表す。1− f はパウリ排他率により反応が抑制される効果を表す。
平衡状態におけるボルツマン方程式の解は

f (x, p) =[exp(β (x)(u(x) · p−µ(x)))+1]−1 (2-22)

と与えられる。u(x)は時空点 xにおける速度場を表す。一様な系で全体の静止系では上記の分布関数は
Fermi-Dirac分布となる。

f (x, p) =
1

exp((E−µ)/T )+1
. (2-23)

低エネルギー領域ではパウリ原理のため 2核子の衝突は抑制され、分布関数は近似的に無衝突の輸
送方程式 (Vlasov方程式)に従う。

∂ f
∂ t

+ vvv ·∇∇∇ f +∇∇∇U ·∇∇∇p f = 0 . (2-24)

ここでU は一体ポテンシャルである。
Vlasov方程式は Time-dependent Hartree-Fock (TDHF)方程式の古典近似である。TDHFでは核子の 1

粒子波動関数が従う方程式が

ih̄
∂φα

∂ t
= hφα , h =− h̄2∇∇∇2

2m
+U , (2-25)

と表される。hは 1粒子 Hamiltonian、U は 1粒子 (平均場)ポテンシャルである。密度行列

ρ(xxx,xxx′, t) = ∑
α

wαφα(xxx, t)φ∗α(xxx′, t) (2-26)
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(wα は状態 α の存在確率)を用いて TDHF方程式を表せば、

ih̄
∂ρ
∂ t

= [h,ρ ] (2-27)

である。
古典近似をWinger変換により導入しよう。

AW (xxx, ppp) =
∫

dssse−ippp·sss/h̄ ⟨xxx+ sss/2|A|xxx− sss/2⟩ (2-28)

密度行列のWigner変換はWigner関数と呼ばれ、位相空間分布関数の意味をもつ。積のWigner変換は

(AB)W = AW exp(ih̄Λ/2)BW , Λ =
←−
∇∇∇ p ·
−→
∇∇∇ −
←−
∇∇∇ ·
−→
∇∇∇ p (2-29)

となることを利用して TDHF方程式を書き変えよう。両辺をWigner変換し、積のWigner変換公式を用
いると、Vlasov方程式が得られることが分かる。

∂ f
∂ t

= {hW ,ρW}PB =
ppp
m
·∇∇∇ f −∇∇∇UW ·∇∇∇p f (2-30)

1体ポテンシャルが非局所的である場合には、Wigner変換は運動量にも依存するので、右辺第 1項にも
ポテンシャルが現れる。

Boltzmann方程式とVlasov方程式を組み合わせたハドロン輸送方程式 [16]はRHIC以下のエネルギー
における重イオン衝突をよく説明できる。ところがRHICエネルギーではハドロン輸送方程式は実験デー
タ、特に楕円フロー v2 の大きさを説明することが出来ない。v2 は熱平衡に達した場合に大きくなるの
で、ハドロン輸送模型では相互作用の強さが足りないことが示唆される。

RHICエネルギーにおいて有効な理論は流体力学である。流体力学はエネルギー・運動量・保存カレ
ントの保存則で表される。

∂µT µν = 0 , ∂µ jµ = 0 . (2-31)

エネルギー運動量テンソルは、静止系で T µν = diag(ε,P,P,P)であり、局所的な流れがある場合には

T µν = (ε +P)uµuν −gµνP (2-32)

と 4元速度 uµ = γ(1,vvv(x))を用いて表される。これを代入して得られる方程式が完全流体の基本方程式
である。

uµ∂µε +(ε +P)∂µuµ = 0 (2-33)

以下、ホワイトボードにて。
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