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8 有限密度格子QCDと符号問題

QCDを非摂動論的に解く第一原理計算手法であり、ハドロン質量、ハドロン間相互作用、QCD熱力学、
標準模型の行列要素等、ゼロ密度での様々な物理量の計算が行われてきた。ところが有限密度ではフェ
ルミオン行列式が複素数となるためモンテカルロ計算の基礎となる確率解釈ができなくなる。フェルミ
オン行列式の位相を別に取り扱うことにより、物理量の計算は原理的に可能であるが、分母・分子とも
にゼロに近づいて精度の高い計算が困難となる。この問題を「符号問題」と呼ぶ。
符号問題を乗り越えるため、ゼロ密度での微分を用いた方法、虚数化学ポテンシャルからの解析接続

など、符号問題のない領域から有限密度領域の情報を得る様々な方法がこれまでに提案されている。ま
た有限密度領域を直接取り扱う方法として、強結合領域でグルーオン積分を先に行う強結合格子 QCD、
積分変数を複素数に拡張して積分経路をうまく選ぶことにより符号問題を抑える Lefschetz thimble上で
の積分、複素変数での確率的方程式を解くことによって配位を採択する複素ランジュバン方程式の方法
等がある。
この節では有限密度格子 QCDのいくつかの側面について紹介する。

8.1 格子QCD

カラー SU(Nc)における格子 QCD作用を考えよう。

SLQCD =q̄Dq+SG . (8-1)

d(= 3)+1次元のユークリッド時空において、時空は aを格子間隔として (τ ,x,y,z) = (aiτ ,aix,aiy,aiz)(iµ ∈
Z)と離散化する (ここでは lattice unit (a = 1)を用いる)。グルーオンは格子点 (x,x+ µ̂)を結ぶNc×Nc行

列のリンク変数Uµ(x) = Pexp
[
ig
∫ x+µ̂

x dxAµ(x)
]
で表す。リンク変数のゲージ変換はUµ(x)→VxUµ(x)Vx+µ̂

で与えられる。プラケット

Uµν(x)≡Uµ(x)Uν(x+ µ̂)U†
µ(x+ µ̂ + ν̂)U†

ν (x+ ν̂) = Pexp
[

ig
∮
□

dxA(x)
]

(8-2)

のトレースはゲージ不変であり、作用としての候補となる。実際、U(1)ゲージの場合には周積分
∮

dxAは
ストークスの定理から回転 Fµν となる。SU(3)の場合でも、係数を調整すればグルーオンの作用 (Plaquette
action)が得られる。

SG =
2Nc

g2 ∑
plaq.

[
1− 1

Nc
RetrUµν(x)

]
. (8-3)

クォークのゲージ変換は qx →Vxqx, q̄x → q̄xVx,で与えられ、q̄xUµ(x)qx+µ̂ はゲージ不変である。クォーク
を含む作用は

q̄Dq =
1
2 ∑

x,ν

[
q̄xUν(x)Γν eµδν ,0qx+ν̂ − q̄x+ν̂U†

ν (x)Γν e−µδν ,0qx

]
+m0 ∑

x
q̄xqx (8-4)

となる。ここで Γµ はユークリッド化した γ 行列であり、エルミートとする。
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格子 QCDでは、クォークは格子点での反可換なグラスマン数で表現する。グラスマン数の自乗は
ゼロなので全ての関数はそれぞれのグラスマン数の 1次関数となり、

∫
dχ = 0 (全てと反可換な定数)と∫

χdχ = 1 (全てと可換な定数と規格化の定義)を与えれば汎関数積分は定まる。これらの定義から∫
exp(q̄Aq)dq̄dq = detA = exp(− logdetA) (8-5)

である。QCDの分配関数は

ZLQCD =
∫

D [q, q̄,U ]e−q̄Dq−SG =
∫

D [U ] detDe−SG . (8-6)

フェルミオン行列 Dは γ5エルミート性

[γ5D(µ)γ5]
† = D(−µ∗) , [detD(µ)]∗ = det [D(−µ∗)] . (8-7)

を持つので、行列式は µ = 0において実数であり、N f が偶数の場合には detDは正の実数となる。この
とき分配関数の被積分関数 detD exp(−SG)はリンク変数U の配位についての統計重率とみなせるため、
モンテカルロ積分が可能となる。

⟨O⟩= 1
Z

∫
D [q, q̄,U ]Oe−S =

∫
D [U ]detDO(U)e−SG∫

D [U ]detDe−SG
=

1
Nsample

∑
i

O(Ui) . (8-8)

ここで Nsample はモンテカルロ計算のサンプル数、Ui は detDe−SG の確率で発生させるグルーオンの配
位、O(U)はリンク変数U で表現した観測量である。
有限密度 (有限クォーク化学ポテンシャル µ ̸= 0)においては detDは一般には複素数となり、通常の

モンテカルロ積分はできなくなる。detD = |detD|exp(iθ)と絶対値と位相を分けて考えると、位相を無
視して生成した配位を用いて計算した平均位相因子 (average phase factor)

⟨
eiθ⟩を用いて

⟨O⟩=

⟨
Oeiθ⟩

pq

⟨eiθ ⟩pq
, ⟨X⟩pq =

∫
D [U ] |detD|X(U)e−SG∫

D [U ] |detD|e−SG
, (8-9)

と観測量が求められる。ただし符号問題が厳しい場合には大きな体積で平均位相因子が 0となり、観測
量が正確に求められなくなる。これが「符号問題」と呼ばれる問題である。
符号問題を避ける方法の一つは、符号問題のない µ = 0において µ 微分を計算し、テイラー展開で

物理量を推定する方法である。また符号問題のない虚数化学ポテンシャル µ = iµI(µI ∈R)においてモン
テカルロ計算を行い、解析接続を行う、あるいは粒子数の定まった状態での期待値を求める方法 (カノニ
カル分布)等が提案されている。低密度領域 |µ/T |< 1においては様々な手法の結果が一致しているが、
テイラー展開が破綻すべき臨界点、あるいは 1次相転移が期待される領域での結果は得られていない。

8.2 Strong-coupling lattice QCD

大きな化学ポテンシャルの領域で有用な方法の一つが強結合格子QCDである。強結合格子QCDは分配
関数の 1/g2展開に基づく手法であり、長い歴史をもつ。式 (8-1)においてプラケット項は 1/g2に比例し
ており、(強結合領域では 1/g2について)摂動論的に扱えるとしよう。特に強結合極限ではグルーオン作
用を無視することができ、リンク変数をそれぞれのリンクで独立に積分可能である。それぞれのリンク
における積分公式 (One link integral)は、∫

dUUab = 0 ,
∫

dUUabU†
cd =

1
Nc

δad δbc ,

∫
dUUabUcdUe f =

1
Nc!

εace εbd f , . . . (8-10)

と与えられる。1974年にWilsonは格子QCDを提案し、強結合極限においてWilson loopが面積則に従
うことを示した [1]。

⟨W (C = L×Nτ)⟩=
1
Z

∫
D [U ]W (C)e−SG → Nc

(
1

g2Nc

)LNτ

(g2 → ∞) . (8-11)
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ここで LNτ はWilson loopの面積である (Fig. 1左)。1つのリンク変数の期待値はゼロであるから、Wilson
loopの期待値に有限な寄与を持つには少なくとも LNτ の plaquettesが必要である。それぞれの plaquette
が 1/Ncg2 の因子を与えて「面積則」が現れることが分かる。Wilson loop W (C) = trPexp(i

∮
C Aµdxµ)は

重いクォーク間のポテンシャル ⟨W (C)⟩ = exp(−V (L)Nτ). を与えるので、面積則は距離に比例した閉じ
込めポテンシャルV (L) = L log(g2Nc)が強結合極限で現れることを示す。この閉じ込めの性質は、Creutz
による最初の格子QCDモンテカルロ・シミュレーションによって確かめられた [2]。モンテカルロ・シ
ミュレーションの結果は、強結合領域から摂動論的領域までがスムースにつながっていることを示して
おり、カラーの閉じ込めが数値的に証明された。高次項を含む強結合展開はMünster [3]によって行わ
れ、モンテカルロ計算の結果がうまく再現できている。

Figure 1: (左)ウィルソンループ、(中) QCD相図の結合定数 (βg = 2Nc/g2)依存性 (平均場近似) [13]、(右)
モンテカルロ計算による強結合極限の QCD相図 [7]。

クォークを含む強結合格子 QCDは河本・Smitらにより提案された [5]。クォークとしてスピノール
構造のない一種類のスタッガードフェルミオン (one species of unrooted staggered fermion)を採用すると、
クォークを含む作用は

χ̄Dχ =S(t)F +
1
2 ∑

x, j
η j(x)

[
χ̄xU j(x)eµ χx+ ĵ − χ̄x+ ĵU

†
j (x)e−µ χx

]
+m0 ∑

x
χ̄xχx , (8-12)

S(t)F =
1
2 ∑

x

[
χ̄xU0(x)eµ χx+0̂ − χ̄x+0̂U†

0 (x)e−µ χx

]
(8-13)

と表される。ここでスタッガード因子 η j(x) = (−1)x0+···+x j−1 は γ を表す。空間方向のリンク変数につい
て One link integralを用いると、クォークと時間方向のリンク変数についての有効作用が得られる。

S(SCL)
eff =S(t)F − 1

4Nc
∑
x, j

MxMx+ ĵ +m0 ∑
x

Mx (Mx = χ̄xχx) , (8-14)

第 2項は最近接 siteクォーク間の 4-Fermi相互作用を表す。1

強結合展開では 1/g2の次数を決めてリンク変数を先に積分することにより、符号問題が抑制される。
有効作用 Eq. (8-14)において相互作用項をボソン化して得られるフェルミ行列の行列式は解析的に得る
ことができ [5, 6]、平均場近似のもとでは符号問題は現れない。ボソン化で導入した補助場を積分する場
合には符号問題は現れるが、小さな格子の場合にはモンテカルロ計算が可能である [7, 8]。
強結合極限においてカイラル対称性が自発的に破れることがゼロ温度 [5, 10]、有限温度・有限密

度 [6, 11, 12, 13, 8, 9, 7, 15, 14]において示されている。強結合極限ではQCD相図も平均場近似 [11, 12]、
モンテカルロ計算 [9, 7]において議論されている。相図への強結合展開の高次項の影響は [13, 15, 14]で
調べられた。

1空間リンク変数の積分を完全に行うと 1/d 展開 (d は空間次元) の高次項である 6-Fermi (baryon hopping term)、8-Fermi
(meson-meson interaction)などの相互作用も現れる [4]。次元数が大きい場合に 4-Fermi相互作用項が有限に残るとすると、クォー
ク場は χ ∝ d−1/4 とスケールする。このとき、6-Fermi, 8-Fermi項は Nc = 3において O(d−1/2), O(d−1)と振る舞う。
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8.3 Complex Langevin method

符号問題はフェルミオンを含む理論において広く見られる問題である。近年、Lefschetz thimble method
(LTM) [16]、Complex Langevin method (CLM) [17, 18]、generalized Lefschetz thimble method (GLTM) [19]、
などの変数を複素化する手法が注目されている。ここでは主としてRef. [17]に基づいて、Complex Langevin
法について解説する。

まず準備段階として、揺動散逸を含む確率分布の方程式である Fokker-Planck方程式

∂P(x, t)
∂ t

= ∂x [{N∂x −K(x)}P(x, t)] , (8-15)

と、ゆらぎ (white noise)を含む運動方程式である Langevin方程式

dx
dt

= K(x)+
√

N ξ (t) , ⟨ξ (t)⟩= 0 ,
⟨
ξ (t)ξ (t ′)

⟩
= 2δ (t − t ′) , (8-16)

(K(x)は xの関数、N は定数)が同等であることを示そう。2階微分可能な xの関数 f (x)について、まず
Langevin方程式を用いて

⟨ f (x(t +∆t))− f (x(t))⟩=
⟨

K
∂ f
∂x

+N
∂ 2 f
∂x2

⟩
∆t +O((∆t)2) , (8-17)

となる。ここで ⟨· · ·⟩は white noise ξ についての平均である。次に Fokker-Planck方程式に従う xの分布
関数 P(x, t)を用いると f (x)の期待値の時間発展が

d ⟨ f ⟩
dt

=
d
dt

∫
dx f (x)P(x, t) =

∫
dx

[
K

∂ f
∂x

+N
∂ 2 f
∂x2

]
P(x, t) , (8-18)

と求まる。ただし大きな |x|において P(x, t)は十分速くゼロになるとする。2つの式の比較から、 f (x)期
待値の時間発展が等しいことが分かり、Langevin方程式と Fokker-Planck方程式の等価性が示せたこと
となる。また K =−N∂xSとおけば、平衡分布は P ∝ exp(−S)となる。
さて Complex Langevin方程式 (CLE)に議論を進めよう。CLEは実変数 xを複素数に拡張した z= x+ iy

を基本変数とした Langevin方程式、

dz
dt

=− ∂S
dz

+
√

NR ξR(t)+ i
√

NI ξI(t) (8-19)

である。ここで ⟨ξR(t)ξR(t ′)⟩= 2δ (t − t ′), ⟨ξI(t)ξI(t ′)⟩= 2δ (t − t ′)であり、NI = NR −1 ≥ 0とする。この
とき、物理量 f (x,y)の期待値は次の方程式に従う。

d ⟨ f (x(t),y(t))⟩
dt

=⟨L f (x(t),y(t))⟩ , L = (NR∇x +Kx)∇x +(NI∇y +Ky)∇y . (8-20)

(Kx =−Re∇xS,Ky =−Im∇xS) (x,y)の確率分布が P(x,y; t)で与えられるとすると、Pは Fokker-Planck方
程式に從う。

∂P(x,y; t)
∂ t

= LT P(x,y; t) , (8-21)

f (x,y; t), P(x,y; t)は形式的に次のように求まる。

f (x,y; t) = exp(tL) f (x,y;0) , P(x,y; t) = exp(tLT )P(x,y;0) . (8-22)
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このとき、次の関数 F(t,τ)は τ に依存しないことが分かる。

F(t,τ) =
∫

P(x,y; t − τ) f (x,y;τ)dxdy , (8-23)

∂F(t,τ)
∂τ

=−
∫

dxdy(LT P(x,y; t − τ)) f (x+ iy;τ)+
∫

dxdyP(x,y; t − τ)(L f (x+ iy;τ)) = 0 . (8-24)

解析関数に作用する場合には ∇y = i∇xが成り立つので、Lを

L̃ = [∇z − (∇zS(z))]∇z , L0 = [∇x − (∇xS(x))]∇x , (8-25)

に置き換えて良い (y0は任意の実数)。時刻 t = 0において Pが y = 0のみにおいて値を持つ [P(x,y;0) =
ρ(x;0)δ (y)]としよう。このとき F(t, t)は

F(t, t) =
∫

dxdyP(x,y;0) exp(tL) f (x,y;0) =
∫

dxρ(x;0) exp(tL0) f (x,0;0)

=
∫

dx f (x,0;0) exp(tLT
0 )ρ(x;0) =

∫
dx f (x,0;0)ρ(x; t) = ⟨ f ⟩ρ . (8-26)

最後の行で ρ(x; t)は Fokker-Planck方程式 ∂ρ/∂ t = LT
0 rhoに従う複素密度分布関数であることを用いた。

F(t, t) = ⟨ f ⟩Pであることを合わせて考えると、

⟨ f ⟩P = ⟨ f ⟩ρ , (8-27)

が示されたこととなる。ρ(x; t)は

∂ρ(x; t)
∂ t

= LT
0 ρ(x; t) (8-28)

に従い、平衡状態では ρ(x;∞) ∝ exp(−S)に従う。よって複素分布関数 exp(−S)での期待値と、２変数分
布関数 P(x,y; t)による期待値が等しいことが示された。
ただし、部分積分が無限回可能であることを用いているため、成立には多少厳しい条件、ドリフト

項 (Kx,Ky)の分布が |K|の大きな領域で指数関数またはそれ以上に速くゼロとなる、が必要となる [18]。
また部分積分では表面項 (境界項)が消えることも暗に要請するが、厳密に解ける場合で境界項が残る例
があることも最近指摘されている。
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レポート (4)(原子核物理学基礎論 B, 2018年度後期・大西担当分)

全部で 5-7問程度出します。 3問程度以上レポートを出してください。

[Rep.5 ] Langevin方程式

dx
dt

= K(x)+
√

N ξ (t) , ⟨ξ (t)⟩= 0 ,
⟨
ξ (t)ξ (t ′)

⟩
= 2δ (t − t ′) ,

(K(x)は xの関数、N は定数)に従う xの分布関数 P(x, t)は、Fokker-Planck方程式

∂P(x, t)
∂ t

= ∂x [N∂x −K(x)]P(x, t) ,

に従うことを示せ。

余裕があれば、次のランジュバン方程式

ṗ =−γ p+gξ (t) , ⟨ξ (t)⟩= 0 , ⟨ξ (t)ξ (t ′)⟩= 2δ (t − t ′) ,

を解いて、

⟨p2⟩t =
g2

γ
(1− e−2γt)+ e−2γt⟨p2⟩t=0

となることを示せ。
(これから t → ∞での運動エネルギー期待値と等分配則から、揺動散逸定理 (Einstein関係式, g2 =
mγT )が得られる。)
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