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背景

量子色力学（QCD）は，強い相互作用を記述する基本理論であり，陽子や中性子の内部に存在
するクォークやグルーオンのダイナミクスを記述する重要な理論である．しかし，QCDは低エネ
ルギー領域で結合定数が大きくなり摂動論的手法が適用できないため，通常は格子QCDと呼ばれ
る数値的な手法が理論解析に用いられる．格子 QCDでは物理量を統計的な手法であるモンテカ
ルロ法に基づいて計算するが，有限密度での計算においては符号問題という深刻な困難が生じる
ことが知られている．符号問題は，モンテカルロ法で取り扱う確率が複素数となるため，確率解
釈が不可能になる現象であり，量子多体系に頻繁に現れる問題である．
モンテカルロ法に変わる新たなアルゴリズムとして，テンソル繰り込み群法 (TRG: Tensor Renor-

malization Group) [1]が近年注目を集めている．TRG法では，分配関数などの物理量をテンソル
の縮約 (テンソルネットワーク)という形式で表現し，特異値分解による情報の圧縮を繰り返すこ
とで近似的に物理量を評価する手法である．TRG法は，モンテカルロ法と異なり確率的操作を必
要としないため，符号問題が存在せず，また熱力学極限を容易に取る事ができるなどのメリット
もあり，有限密度 QCDの第一原理計算への応用が期待されている．しかしながら，高次元での
テンソル繰り込み群アルゴリズム (HOTRG) [2]は計算コストが大きく，特に 4次元系において
はその計算コストがO(D15) (Dはボンド次元と呼ばれる計算時間と精度をコントロールするパラ
メーターで，通常O(10)程である．)に及ぶため，QCDなどの内部自由度の大きい系を取り扱う
には現実的ではない．そのため，HOTRG法を近似したアルゴリズムであるATRG法 [3]が 4次
元系の計算において用いられている [4]．ATRG法は計算コストをO(D9)まで削減できたものの，
HOTRG法同様に計算コストの増大によりボンド次元を十分に大きく取れない問題がある．一方，
HOTRG法の近似としてATRG法と異なるアプローチを取ったものが，近年提案されたMDTRG

法 [5]である．同手法では，精度の低下を抑えつつ計算コストを削減する手法として，改良された
Triad表現 [6]と呼ばれるテンソルネットワークの表現を用いている．実際に 3次元の Isingモデ
ルにおいて，HOTRG法と同程度の系統誤差を達成しながらも，計算コストを大幅に削減するこ
とに成功しているが，4次元系において適用された例はない．上記のような背景を踏まえ，本研究
では将来の QCDなどの複雑な 4次元理論の計算の実現に向けて更に高速なアルゴリズムや計算
手法の開発を行う事を主題とする．

本研究の概要

本研究では，4次元のテンソル繰り込み群の高速化手法として，ATRG法に Triad表現を導入
した Triad-ATRG法を提案した．Triad-ATRG法は，ATRG法の精度を保ちつつ計算コストを
O(D9) → O(D7)に大幅に削減したアルゴリズムであり，より大きなボンド次元Dに対して計算
を実行する事が可能である．また，本研究では，ATRGやTriad-ATRGをテンソルの縮約計算に
適したハードウェアであるGPU(画像処理用の演算装置)上で実装するアルゴリズムの開発も同時
に行った．
まず，Triad-ATRG法のCPU上での計算時間のスケーリングを調査し，理論通りの計算時間の

削減が達成できることを確認した．同時に，GPU上での計算時間のスケーリングも調査し，ATRG
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図 1: Triad-ATRG法，ATRG法，ILO Triad-

ATRG法の自由エネルギーの比較．
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図 2: ATRG法，Triad-ATRG法での相転移点
の比較．誤差は温度の解像度である．

法とTriad-ATRG法ともにCPUと比較してよりスケーリングの改善が確認された．特に，Triad-
ATRG法はO(D6)以下のスケーリングを示しており，ボンド次元を大きくするに従い大幅な計算
時間の短縮が可能となった．
次に，Triad-ATRG法が ATRG法と同等の精度を与えていることを，4次元の Isingモデルの
自由エネルギーを計算することで確認した (図 1)．特に，D = 54では，ATRG法とTriad-ATRG

法 (r = 20)との差異は，わずか 0.00015%であった．
次に，相転移点や内部エネルギーなどの物理量についても，Triad-ATRG法がATRG法と同等
の精度を持つことを実際の数値計算で確認した．特に，相転移点の計算では，先行研究より大き
いD = 70までの計算が可能となり，相転移点の収束性がDを大きくすることで向上することを
示した (図 2)．以上の結果は，Triad-ATRG法がATRG法と同等の精度を持ちながら，大幅に計
算コストを削減した画期的なアルゴリズムであり，4次元系の計算において強力な手法になること
を示唆している．
次に，Triad-ATRG法やATRG法で一番近似が激しい部分であるボンド入れ替えと呼ばれる操作

について， [5]で提案された内線オーバーサンプリングの手法をTriad-ATRG法に適用したアルゴ
リズム (ILO Triad-ATRG)を提案し，さらなる精度の向上を図った．この結果，ILOS Triad-ATRG

法はATRG法よりも，同じボンド次元でより低い自由エネルギーを達成する事が示された (図 1)．
論文では，以上に加えて，Triad-ATRG法を用いた 4次元イジングモデルの相構造の解析も行なっ
ている．本研究で得られた結果は，Triad-ATRG及び ILO Triad-ATRGが 4次元において効率的
な手法であることを強く示しており，将来の有限密度QCDなどの複雑な 4次元理論の計算の実現
に向けた重要な基盤手法となることが期待される．
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Notation

0.1 記法

本研究では，特にことわりのない限り以下の記法や定義を用いる．

・ uや vなどの太文字の小文字は列ベクトルを表す．

・ A，B，U，Σ，V †などの大文字は行列またはテンソルを表す．

・ aij，Tijklなどの添字付きのアルファベットはテンソルや行列の成分を表す．

・テンソルや行列はすべて複素数として扱う．

・第 2章以降では，基本的にテンソルや行列の各添字は特にことわりのない限り 1からDま
で走る．このDをボンド次元と呼ぶ．たとえばM = (mij) ∈ CD×D．

・ Einsteinの総和記法を用いない．

0.2 テンソル演算のダイアグラム表記

一般に多数のテンソルの縮約や分解は複雑であり，その際にダイアグラム表記を使用すること
が有用である．本研究では以下のようなダイアグラム表記を用いる．

・ベクトル: vi =
iv

・行列: Mij =
i j
M

・テンソル: Tijkl = i
l

j

k

T

色付きの円はテンソル自体を表し，線はテンソルの添字を表す．このように定義した行列に対し，
行列積やテンソルの演算を視覚的に表現することができる．縮約を取る際は二つの足を結び，内
線はすべて縮約を取るものとし，外線は新しくできるテンソルの足を表す．逆にテンソルを分解
する場合は，新たな内線を引く．例えば，

・行列積および行列の分解:

Kij =

D∑
k

MikNkj

⇔ i j
K

= i k
M

j
N
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0.3. テンソルネットワーク 目 次

・テンソルの縮約及び分解:

Tijkl =
D∑
α

LjkαRαli

⇔
i

l

j

k

T
=

j

k iα
l

L R

のように表す．

0.3 テンソルネットワーク

テンソル繰り込み群では，多数のテンソルがつながった縮約を考えることが多い．そのような
テンソルが多数繋がったグラフをテンソルネットワークと呼ぶ．例えば，下のようなものがテン
ソルネットワークである．

本研究ではテンソルの分解，縮約を頻繁に行うため，積極的にダイアグラム表記を用いる．

0.4 縮約順序

テンソルネットワークの計算を行う上で，縮約の順序は重要である．どの内線を順番に縮約す
るかによって，計算の効率が大きく変わる．例えば以下のようなテンソルネットワークの縮約を
考えた場合，素朴にすべての足を for文で足し上げるとO(D8)のコストがかる．しかし，縮約の
順番を図のように適切に分け，複数回に分け行うことで，計算コストはO(D6)になる．赤い線は
そのステップで縮約を取る内線を表す．

このような縮約の順序の最適化は NP困難であることが知られているが，効率的に縮約順を決定
するアルゴリズムが提案されている [1]．本研究では，最適な計算順序を括弧で示す．例えば上図

4
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0.4. 縮約順序 目 次

の縮約の計算は，
Tijkl =

∑
α,β,γ,δ

(SiαβSjβγ) (SkγδSlδα)

のように表す．計算順序が理論の次元や内線の大きさによって変わる場合，また複雑な場合は別
途説明を加える．
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第1章 序論

1.1 格子QCDと符号問題

QCDは，強い相互作用を記述する基礎的な理論である．陽子や中性子といったハドロンはその
内部にクォークやグルーオンといった粒子がQCDに基づく複雑な多体系を形成している．また，
近年注目されている中性子星は，内部で高密度な状態が形成されていると考えられており，その
ような状態では核子の波動関数がオーバーラップし，クォーク，グルーオンといった自由度が無
視できないため，QCDからの根源的理解が必要である．しかしながらQCDは低エネルギー領域
では結合定数が大きくなり，摂動的計算が困難となる．そのため，時空を格子点に区切り，第一
原理計算を行う格子QCDと呼ばれる手法が広く用いられている．格子QCDでは，膨大な多重積
分で表される物理量を統計的な手法であるモンテカルロ法によって計算を行う．具体的には，ボ
ルツマン因子を確率として扱い，その確率に従ってサンプルを多数作成し，その統計的平均を取
ることで物理量を計算する．この方法により，ハドロンの質量などを高精度で予言することに成
功してきた．一方，有限密度では，ボルツマン因子が複素数となるため，上記のような確率解釈
が困難となる．この問題は符号問題と呼ばれ，格子QCDのみならず量子多体系で頻繁に現れる問
題である．符号問題はモンテカルロ法が原理的に持つ困難であり，新たなアプローチが必要とさ
れる．複素ランジュバン法 [2,3]や，Lefschetz thimble法 [4]などは符号問題を回避する手法の一
例であり，有限密度QCDへの応用が期待されている．また，LevinとNaveによって提唱された
テンソル繰り込み群 [5]も，符号問題を回避する手法として近年注目されている．

1.2 繰り込み群

テンソル繰り込み群の概念を理解する上で，重要なことは自由度の粗視化という考え方である．
一般に，自然界が持つ自由度はあまりに膨大で，複雑であり，全ての現象を厳密に解析することは
困難である．そのため，物理学では系の持つ詳細な情報は一旦破棄し，重要な特徴を残しモデル
を立てたり，低エネルギーでのみ有効な理論を扱うことをがある．このように系の重要な特性を
残し，物理現象を粗く見ることは，物理学において最も基本的なアプローチである．これは，低
エネルギーやマクロなスケールでの物理現象は系の詳細なメカニズムに依存しないという，自然
界の階層性の構造を利用したものである．
上記のような考え方は，Wilsonによる繰り込み群 [6]の考え方を基礎に，有効理論の定式化に
見ることが出来る．繰り込み群は，系の詳細な情報を粗視化して行き，有効な自由度を取り出す
ような手法である．ブロックスピン変換 [7]などは離散的な繰り込み変換の例である．例えば，ス
ピンが格子状に配置されている系を考えた場合，隣接する 4個の組を平均して，新たなスピンと
して取り扱うようなブロックスピン変換 (図 1.1)を考えてみる．
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1.3. テンソル繰り込み群研究のこれまで 第 1 章 序論

図 1.1: N = 4のブロックスピン変換．4つのスピンを 1つのスピンに粗視化する．

この操作により，系のスピンの数は 1/4になる．これは，系を 2倍に粗視化したということで
あり，新しく定義された粗い格子よりもミクロな物理 (元のスピンの情報)は，新たなスピンに “

繰り込まれて”見えなくなっている．このような変換を何度も行っていけことで，その格子間隔は
巨視的なスケールへと移っていく事がわかる．最後に得られた “粗視化された”スピン系は，最終
的には高々数個のスピンのみからなる，巨視的な格子間隔を持つ有効理論であり，容易に計算が
可能となる．このように有効な自由度を取り出して，系を粗くみるという手法は，物理学の根本
的な “繰り込み”の思想に基づいた重要な概念である．

1.3 テンソル繰り込み群研究のこれまで

テンソル繰り込み群は，Whiteの考案した密度行列繰り込み群 (DMRG) [8,9]に基づいている．
DMRGは，多体系の波動関数を行列積状態 (MPS) [10]と仮定して，特異値分解と呼ばれる行列
の圧縮法に基づく変分法で波動関数を最適化し，1次元量子系の基底状態を効率よく計算するアル
ゴリズムである1．DMRGは，ボンド次元と呼ばれる重要な寄与を持つD個の基底のみを有効な
自由度として取り扱うことで，波動関数を圧縮する．このように基底状態の重要な情報を残しつ
つ，ミクロな自由度を制限する (粗く見る)という点はまさに繰り込み群の思想に基づいている．
DMRGは一次元系の基底状態を高精度で求める事ができる．これは，特異値分解による情報選択
が非常に効率的であるためである．
このようなDMRGの圧縮法を用いてブロックスピン変換を近似的に実行するアルゴリズムが，

LevinとNaveによるテンソル繰り込み群 (TRG:Tensor Renormalization Group) [5]である．TRG

では，2次元古典統計系や 1次元量子系の密度行列をテンソルの縮約で表現する．このネットワー
クに対し，特異値分解による局所的な近似を行なっていく事で，分配関数などを近似する．TRG

では，ブロックスピン変換のように，複数のテンソルを一つにくりこむことで，系を表現するテ
ンソルの数を減らしていく．同手法は，2次元系では高精度で系の自由エネルギーを求める事がで
きる上，以下のようなメリットがある．

(1) 局所的なテンソルの近似のみを行うため，系の体積を V としたとき計算コストが log V に
比例する．これはモンテカルロ法 (∝ V α)よりも大幅に小さく，熱力学極限 (V →∞)を取
る事が容易である．

1詳しくは [11]を参照．

7

Soryushiron Kenkyu



1.4. 本研究の目的 第 1 章 序論

(2) 確率的操作を挟まないため，符号問題が発生しない．

(3) フェルミオンを直接扱える．

このように，従来のモンテカルロ法にない利点を持つ手法であり，有限密度格子QCDなどへの応用
が期待されている．しかしながら，TRGの高次元への拡張は，非自明であった．Xieらは，各時空
軸を順番に繰り込んでいく事で，高次元でもTRG計算が行える手法を提案した [12]．この手法は，
HOTRG (Higher-Order Tensor Renormalization Group)と呼ばれる．しかしながら，HOTRGは
高次元になるほど，計算コストが大幅に増大するという問題があり，ボソンの自由度を含むような
内部自由度に富んだ系に対しての適用は難しく，特にQCDが定義される時空次元と同じ 4次元で
は，自由度の少ない Ising模型への適用にとどまっている [13]．そのため，HOTRGの計算コスト
を削減する様々な手法が発展してきた．その一つがATRG (Anisotolopic Tensor Renormalization

Group) [14]である．ATRGは，HOTRGの手法に対して追加の近似を行う事で，計算コストを削
減する手法であり，この手法により，符号問題を含むような 4次元のボソン系やフェルミオン系，
離散ゲージ系への応用が多数なされた [15–20]．しかしながら，計算コストは削減されたものの依
然として高く，4次元非可換ゲージ理論などの複雑な系への応用には至っていない．

1.4 本研究の目的

本研究は，4次元におけるテンソル繰り込み群法の計算コストを大幅に削減することにより，将
来の有限密度QCDなどへの応用の基礎となるようなアルゴリズムを提案する事を目的とする．
本研究では，4次元のATRGの計算コストの削減を，アルゴリズムとハードの二つの側面から
行った．アルゴリズム面では，近年提唱されたMDTRG(minimally-decomposed TRG) [21]の手
法を取り入れる事で，ATRGの計算時間スケーリングを改善する新手法，Triad-ATRGを提唱した．
ハード面では，近年その並列計算性能の高さから科学技術計算への応用が進められているGPU(画
像処理装置)を用いた並列アルゴリズム及び計算コードの開発を行った．さらに本研究では，新手
法を用いた 4次元 Isingモデルの相転移解析を行い，Triad-ATRGの有効性を示した．
本論文は，以下のように構成されている．2章では，テンソルネットワークの数学的基礎及び詳
細なアルゴリズムについて説明する．3章では，臨界現象と 4次元 Isingモデルの相転移について
説明する．4章では，Triad-ATRGのアルゴリズムを概説し，5章ではその数値計算結果について
述べる．6章では，本研究の結論と考察，及びこれからの展望について述べる．
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第2章 テンソル繰りこみ群の基礎

テンソル繰り込み群は，分配関数や物理量をテンソルの縮約の形式で表し，特異値分解 (SVD)

を利用した近似的な実空間繰り込み群手法を構成することにより，経路積分やボルツマン和など
を近似的に評価する手法である．テンソルネットワーク形式の場の理論では，物理量の期待値や
分配関数は多数のテンソルの縮約という形式で表される．そのテンソルに対して，分解及び低ラ
ンク近似を行うことで，縮約を近似的に実行し，系の重要な情報のみを取り出すというのがテンソ
ル繰りこみ群の主旨である．すなわち，場の理論の数値計算は，いかに効率的にテンソルを近似す
るかという問題に置き換えることが可能である．行列及びテンソルの近似は，SVDを用いて数学
的に計算される．本章では基礎となる SVD，さらにその一般化である高次特異値分解 (HOSVD)，
これらを用いた行列やテンソルの低ランク近似とそのアルゴリズムについて説明をし，テンソル
繰り込み群の具体的なアルゴリズムについて簡潔にレビューを行う．

2.1 数学的基礎

2.1.1 特異値分解

一般に正方行列には，ジョルダン標準形と呼ばれる固有値分解の一般化された標準形が一意に定
まることが知られている．しかし，一般の行列に対しても固有値分解のような，特異値分解 (SVD:

Singular Value Decomposition)という操作を行うことが可能である．

Theorem 1. m,n ∈ Nとする．任意の階数 r の複素行列 A ∈ Cm×n に対し，正定値の特異値
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0が一意に定まり，

A = UΣV † (2.1)

なる分解が存在する．ここで U ∈ Cm×m, V ∈ Cn×nはそれぞれユニタリ行列であり，

Σ =

(
diag(σ1, . . . , σr) Or,n−r

Om−r,r Om−r,n−r

)
(2.2)

なる行列である．

ここで与えた SVDはuと vを全て求めることから，Full SVDと呼ばれている．対照的に，U ,V

を階数 rで打ち切った非正方行列とし，Σを対角行列とする表現をReduced SVDと呼ぶ [22]．本
研究ではReduced SVDを用いる．両者の表現の違いは以下のようになる．

A
Full
=
(
u1 · · · un

)


σ1
. . . Or,n−r

σr

Om−r,r Om−r,n−r


v†

1
...

v†
m

 (2.3)

Reduced
=

(
u1 · · · ur

)σ1
. . .

σr


v†

1
...

v†
r

 (2.4)
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Reduced SVDでは U = (u1 · · · ur) ∈ Cn×r であり，U †U = Ir, UU † = Puとなることに注意
する．ただし Puは {u1, . . . ,ur}で張られる r次元空間への射影行列である．これは，V について
も同様である. SVDをダイアグラムで表すと以下のようになる．

A
= (2.5)

2.1.2 低ランク近似

テンソルネットワークの計算を行う上で，行列を近似することが重要である．近似をするため
に，行列のノルムの素朴な定義としてフロベニウスノルムを導入する.1

Definition 1. A ∈ Rm×nとしたとき，Aのフロベニウスノルムを

||A||F :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 (2.6)

とする．

このノルムは以下の性質を満たす．

Proposition 1. 式 (2.1),(2.2)を満たすA = (aij)において

||A||2F =
m∑
i=1

n∑
j=1

a∗ijaij = tr[A†A] (2.7)

が成り立ち，式 (2.1)を用いると，

tr[A†A] = tr[V Σ†U †UΣV †] = tr[Σ†Σ] =
r∑

i=1

σ2
i (2.8)

が成り立つ．ただし，トレースの巡回性を用いた．

この性質を用いて，以下の定理が証明できる [23]．

Theorem 2. 式 (2.1)を満たす行列Aに対し ||A−X||F = min
rankX′=k

||A−X ′||F を満たす階数 k < r

の複素行列X ∈ Cm×nは，

X =
k∑

m=1

σiuiv
†
i (2.9)

=
(
u1 · · · un

)


σ1
. . . Ok,n−k

σk

Om−k,k Om−k,n−k


v†

1
...

v†
m

 (2.10)

=
(
u1 · · · uk

)σ1
. . .

σk


v†

1
...

v†
k

 (2.11)

で与えられる．2

1別の定義として，L2ノルムを導入してもよい．
2L2ノルムを用いても最良の近似であることが証明できる．
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この定理から，特異値分解は行列の最良な近似になっていることがわかる．この性質は画像処
理や機械学習における主成分分析など幅広く応用されている．特異値分解の応用例を画像圧縮の
例を用いて示す．図 2.1は 3000× 3000ピクセルの画像を，グレースケールで行列として表し，特
異値分解を用いて低ランク近似した結果である．オリジナルの画像は 3000個の特異値を持つが，
低ランク近似を行い 100個，30個にまで圧縮している．圧縮後の画像は少ない特異値で表現され
るにも関わらず，オリジナルの画像の特徴をよく捉えていることがわかる．

図 2.1: 特異値分解による画像圧縮の例．画像は筆者撮影．

2.1.3 高次特異値分解

高次特異値分解 (HOSVD: Higher Order Singular Value Decomposition)はテンソルに対する
SVDの一般化として提唱された [24]． 一般にテンソル Aをコアテンソルと射影行列の積に分解
する操作をTucker分解という．その一つとしてHOSVDが存在する．HOSVDの性質を見るため
に，以下のような定義を行う．
以下，テンソルA ∈ CI1×I2×···×IN を成分が ai1i2...iN , (1 ≤ ik ≤ Ik)であるテンソルとする．

Definition 2. Scaler Product

BをAと同じサイズのテンソルとする．このとき，内積は,

⟨A,B⟩ :=
∑
i1

∑
i2

· · ·
∑
iN

a∗i1i2...iN bi1i2...ıN (2.12)

で与えられる．このときフロベニウスノルムは，

||A||F =
√
⟨A,A⟩ (2.13)

で与えられる．

Definition 3. n-mode product

テンソルAと行列 (ujn,in) = U ∈ CJn×In の n-mode product ×nは，

(A×n U)i1...in−1jnin+1...iN
=
∑
in

ai1...in−1inin+1...iNujnin (2.14)

で与えられる．n-mode productは以下の性質を満たす．

(1) (A×n F )×m G = (A×m G)×n F, (F ∈ CJn×In , G ∈ CJm×Im)

(2) (A×n F )×n G = A×n (GF ), (F ∈ CJn×In , G ∈ CKn×Jn)
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n-mode productはテンソルの各添え字方向に転置行列を書ける操作に対応する．
次に行列の n-mode展開を導入する．

Definition 4. n-mode展開行列
テンソルAを各モードについて行列表現したものを，A(n) ∈ CIn×(In+1In+2···IN I1···In−1)を n-mode

展開行列と呼ぶ．この行列の成分は，

[
A(n)

]
jk

= Ai1...in...iN , ただし j = in, k = 1 +
N∑

m ̸=n

(im − 1)
m−1∏
l=1
l ̸=n

Il

で表される [25]．この時，n-mode rankを ranknA := rankA(n)で定義する．

これらの定義を用いて，次の高次特異値分解の定理が成り立つ．

Theorem 3. A ∈ CI1×I2×···×IN に対し，

A = S ×1 U
(1) ×2 U

(2) · · · ×N U (N) (2.15)

なる分解が存在する．ただし，

(1) U (n) ∈ CIn×In のユニタリ行列

(2) S ∈ CI1×I2×···×IN かつ，

(a) ⟨Sin=α, Sin=β⟩ = 0, when α ̸= β

(b) ||Sin=1||F ≥ ||Sin=2||F ≥ . . . ||Sin=In ||F ≥ 0

が成り立つ．この分解をHOSVDと呼ぶ．

この定義は，SVDの持つ，特異値が非負であるという性質を多次元に拡張したものになってい
る．また，HOSVDの別の表現として以下のようなものがある．

Theorem 4. n-mode展開行列A(n)が

A(n) = U (n)Σ(n)V (n)†

と SVDされるとき
S = A×1 U

(1)† ×2 · · · ×N U (N)†

とすれば，

A = S ×1 U
(1) ×2 · · · ×N U (N) (2.16)

が成り立つ．U の列の直交性と，式 (2.4)の形から ||Sin=k||F = ||Ain=k
(n) ||F = σ

(k)
n となるので，性

質 (2a)，(2b)が従う．ただし，σ
(n)
k はA(n)の k番目の特異値である．

例として，T ∈ CD×D×D×DのテンソルのHOSVDをダイアグラムで表すと以下のようになる．

=

(2.17)
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SVDの時と異なり，HOSVDはテンソルの最良の近似ではないことが知られている．すなわち，
rank(R1, R2, . . . , RN )のテンソルAに対し，U (k)の rk列目までを取った isometry Û (k) ∈ CIk×rk

を考えたとき，近似されたテンソル Â

Â = S ×1 Û
(1) ×2 · · · ×N Û (N)

は，rank(r1, r2, . . . , rN )のテンソルであり，

||A− Â||2F ≤
R1∑

i1=r1+1

(σ
(1)
i1

)2 +

R2∑
i2=r2+1

(σ
(2)
i2

)2 + · · ·+
RN∑

iN=rN+1

(σ
(N)
iN

)2 (2.18)

を満たす．すなわち上限は与えるが最良の近似とは限らない．そこで iterationにより局所的な近
似解を求める方法がHOOI(Higher Order Orthogonal Iteration)である [26, 27].

Theorem 5. 与えられた rank(R1, . . . , RN )のテンソル A ∈ CI1×···×IN に対し，Aを近似する
rank(r1, . . . rN )のテンソル Âを考える．Âのランクの条件より，

Â = B ×1 U
(1) ×2 U

(2) · · · ×N U (N), B ∈ Cr1×···×rN , U (1) ∈ CI1×r1 , . . . , U (N) ∈ CIN×rN

という分解が存在する．ただし U はすべての列が直交する isometryである．この時，目的関数
||A− Â||2F を最小化するBは，与えられた U に対して最小二乗問題を解くことで，

B = A×1 U
(1)† ×2 · · · ×N U (N)† (2.19)

であることが従う．この時

f(Â) = ||A− Â||2F (2.20)

(2.21)

より，この最小化問題は

min
U(1),U(2),...,U(N)

B

f(Â) = min
U(1),U(2),...,U(N)

||A−A×1 (U
(1)U (1)†)×2 · · · ×N (U (N)U (N)†)||2F (2.22)

と置き換えることができ，これは各 U (n)を固定し，一方向の添え字のみにTheorem 2を適用し，
U を更新しながらノルムを最小化することで極小値が得られると期待される．

Algorithm 1 HOOI

input: A ∈ CI1×I2×···×IN

output: rank(r1, . . . , rN )の最良近似の Â ∈ CI1×I2×···×IN

initialize : U (n), n = 1, . . . , N をHOSVDにより求める．
repeat

for n = 1, . . . , N do

Y ← A×1 U
(1)† ×2 · · · ×n−1 U

(n−1)† ×n+1 U
(n+1)† · · · ×N U (N)†

Un ← Y(n)をランク rの truncated SVDした際の U (n)

end for

until Convergence of f

return Â = A×1 (U
(1)U (1)†)×2 · · · ×N (U (N)U (N)†)

注意すべき点として，HOOIはグローバルな最小値を与えるとは限らないということがある．

13

Soryushiron Kenkyu



2.1. 数学的基礎 第 2 章 テンソル繰りこみ群の基礎

HOSVDとHOOIをカラー画像に適用したのが図 2.2である．カラー画像はRGBの情報を持っ
ているので，3× 3000× 3000のテンソルである．この画像に rank(50, 50, 50)のHOSVDとHOOI

を適用した．HOSVDもHOOIもテンソルの特徴をうまく捉えている．

図 2.2: 高次特異値分解による画像圧縮の例．画像は筆者撮影．
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2.2. テンソルネットワーク表現 第 2 章 テンソル繰りこみ群の基礎

2.2 テンソルネットワーク表現

2.2.1 分配関数のテンソルネットワーク表現

経路積分やボルツマン和で表された分配関数をテンソルネットワーク表示に変換する方法を考
える．まず，次のような形の分配関数を考える．

Z =

∫
Dϕ e−S[ϕ]. (2.23)

この
∫
Dϕは物理変数による和を取ると言う記号で，経路積分やボルツマン和を表す．例えばイジ

ングモデルの場合は
∏
n

∑
σi

を表すし，スカラーの場理論では，
∏
n

∫ ∞

−∞
dϕnを表す．以後，物理

変数，量子場の理論，統計力学は区別せず，抽象的な場を ϕと表す．変数はボソン的であるとし，
フェルミオンやゲージ場は考えない．各時空点に ϕnという場があると考え，典型的な分配関数を

Z =

∫
Dϕ
∏
n

[
exp

(∑
µ

W [ϕn, ϕn+µ̂] +K[ϕn]

)]
(2.24)

としてあらわす．ここで，W は近接相互作用を表す関数であり，Kは外場の項である．これらの
作用は並進対称性を有していると仮定する．ここで近接相互作用のボルツマン因子について次の
ような行列を定義する．

Xϕnϕn+µ̂
= exp (W [ϕn, ϕn+µ̂]) (2.25)

ただし行列の添え字 ϕは離散的になっているので，この時点で物理変数に対して何らかの正則化
を入れる必要がある．例えば，Gauss-Hermite求積法を用いる方法 [28]や，ゲージ場に対しては
キャラクター展開などを用いることができる [29]．ただし，ゲージ場は格子上ではリンク上に存
在するため，異なる構成の仕方となる．イジング模型の場合では，X は,

Xσnσn+µ̂
=

(
eβ e−β

e−β eβ

)
(2.26)

のような値をとる．
上記のようにして構成したX に対し，SVDを行う (図 2.3)．

Xϕnϕn+µ̂
= exp (W [ϕn, ϕn+µ̂]) =

∑
iµ(n)

Uϕniµ(n)Siµ(n)iµ(n)V
∗
ϕn+µ̂iµ(n)

. (2.27)

図 2.3: X の SVD.

ここで iµ(n)は格子点をつなぐリンク上に定義した，ボンドと呼ばれる新たな自由度である．こ
のようにして得た新しい自由度を残し，古い場の変数について和をとることで双対なテンソルネッ
トワーク表現を得ることができる．基本となるテンソルを，

Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂) =
∑
ϕn

eK[ϕn]
d∏
µ

Uϕniµ(n)V
∗
ϕniµ(n−µ̂)

√
Siµ(n)iµ(n)

√
Siµ(n−µ̂)iµ(n−µ̂),

(2.28)
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2.2. テンソルネットワーク表現 第 2 章 テンソル繰りこみ群の基礎

i1(n)i1(n− 1̂)

i2(n)        

i2(n− 2̂)             

T

図 2.4: 二次元での基本テンソル Ti1(n)i2(n)i1(n−1̂)i2(n−2̂)の図示．

図 2.5: 分配関数のテンソルネットワーク表現．点線はテンソルの繰り返しを表し，境界同士のテ
ンソルの添字は結ぶ．

のように定義する (図 2.5)．この T は各時空点に配置され，隣接する時空点とを結ぶ添字を持つ．
例えば，i1(n)は，時空点 nから n+ 1̂をつなぐ添字，id(n− d̂)は時空点 n− d̂から nをつなぐ添
字である．ここで，足の向きは時空の正方向に向かうように定義している．二次元での基本テン
ソル T を図示すると，図 2.4のようになる．すると，分配関数は,

Z = tTr

∑
{i}

V∏
n

Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂)

 (2.29)

というテンソルの縮約形式で表すことができる．ただし，
∑

{i}はすべての添字について和を取る

こと，tTrは i1(n) = i1(n+ L̂)のように境界でテンソルの足をつなぐ操作を表す．このようなテ
ンソルの縮約形式で表された図をテンソルネットワークと呼ぶ．この基本テンソル T は，並進対
称性及び回転対称性がある場合にはすべてのサイトで同一のものになることに注意する．実際に
は iµ(n)は非常に大きな値をとるので，式 (2.27)においてボンド次元Dと呼ばれる有限のカット
オフを入れ，有効な自由度を制限する．

Xϕnϕn+µ̂
= exp (W [ϕn, ϕn+µ̂]) =

D∑
iµ(n)

Uϕniµ(n)Siµ(n)iµ(n)V
∗
ϕn+µ̂iµ(n)

. (2.30)

16

Soryushiron Kenkyu



2.2. テンソルネットワーク表現 第 2 章 テンソル繰りこみ群の基礎

次節以降で導入するテンソル繰りこみ群と呼ばれる手法は，1サイトの自由度体積の成分を持つ
テンソルネットワークで表された分配関数を，足の大きさを有限のボンド次元Dで制限されたたっ
た一つのテンソルで近似するというアルゴリズムである．ボンド次元Dの上限を設定しなければ，
テンソルネットワーク表現は元の経路積分などで表された理論と全く等価である．
d次元イジングモデルの場合，行列

W =

(
coshβ sinhβ

coshβ − sinhβ,

)
(2.31)

を用いて，

Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂) =
2∑
σn

Wσni1(n) · · ·Wσnid(n)Wσni1(n−1̂) · · ·Wσnid(n−d̂) (2.32)

と表せる．

2.2.2 相関関数のテンソルネットワーク表現

前節で導入した分配関数のテンソルネットワーク表現は容易に相関関数の計算に応用すること
ができる．式 (2.24)と同様にして時空点 kに関する一点関数を考えると，

⟨ϕk⟩ =
1

Z

∫
Dϕϕk

∏
n

[
exp

(∑
µ

W [ϕn, ϕn+µ̂] +K[ϕn]

)]
(2.33)

となる．これをテンソルネットワーク表現に変換すると，式 (2.28)の基本テンソルは，時空点 k

のみ以下のような異なる impurity(不純物)テンソルとなる，

Si1(k)...id(k)i1(k−1̂)...id(k−d̂) =
∑
ϕk

ϕke
K[ϕk]

d∏
µ

Uϕkiµ(k)V
∗
ϕkiµ(k−µ̂)

√
Siµ(k)iµ(k)

√
Siµ(k−µ̂)iµ(k−µ̂).

(2.34)

従って一点関数は，

⟨ϕk⟩ =
1

Z
tTr

∑
{i}

Si1(k)...id(k)i1(k−1̂)...id(k−d̂)

∏
n ̸=k

Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂)

 (2.35)

のように表される．図 2.6に ⟨ϕk⟩のテンソルネットワークを示した．分子のネットワークは時空
点 kを除いて分母の分配関数のテンソルネットワークと同じである．二点関数なども同様に，複
数の impurityテンソルを含んだテンソルネットワークで表すことができる．たとえば，イジング
モデルの 1サイトあたりの内部エネルギー U は，impurityテンソルを

Si1(k)...id(k)i1(k−1̂)...id(k−d̂) =
∑
σn

σnWσni1(k) · · ·Wσnid(k)Wσni1(k−1̂) · · ·Wσnid(k−d̂) (2.36)

と定義して，

U =
−d
Z

tTr

∑
{i}

Si1(k)...id(k)i1(k−1̂)...id(k−d̂)Si1(k+1̂)...id(k+1̂)i1(k)...id(k−d̂+1̂)

∏
n ̸=k,k+1̂

Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂)


(2.37)
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図 2.6: 一点関数のテンソルネットワーク表現．点線はテンソルの繰り返しを表し，境界同士のテ
ンソルの添字は結ぶ．

と表せる．ここで−dの因子は回転対称性によるものである．
ここまでの変形は，元の理論をボンドと呼ばれる新しい自由度に置き換えることで等価なテン

ソルネットワーク表現に置き換えるものであった．しかしながら，現実的には体積の数だけテン
ソルがつながっているようなネットワークを直接評価することは困難である．例えば，図 2.5の
ようなテンソルネットワークを直接評価する場合，D2V の計算量がかかる．これは分配関数を直
接評価する場合とほぼ同じ計算量であり，現実的ではない．しかし，この膨大なネットワークを，
重要な情報のみを残したまま，たった一つのテンソルで近似できるとしたら，計算は容易になる．
このような近似を行うための枠組みがテンソル繰り込み群である．

2.3 テンソル繰り込み群のアルゴリズム

分配関数のテンソルネットワーク表現は形式的な置き換えであり，その計算の困難さは変わら
ない．しかしそれぞれのテンソルに適切な近似を導入して，分配関数の実効的なランクを下げ，低
次のテンソルで近似することができれば計算が可能になる．テンソル繰り込み群では SVDによる
高精度な分配関数の近似法を提案している．この節では，テンソル繰り込み群の基本的なアルゴ
リズム，及びその高次元への拡張について説明する．

2.3.1 Levin-Nave TRG

式 (2.28)のテンソル縮約を直接実行するのは困難であるので，近似的な縮約法を利用して，分
配関数を一つのテンソルで表すことを考える．LevinとNaveは基本テンソル T に対して局所的な
特異値分解を実行することで，実空間繰り込み群の操作を行ない，高精度で 2次元イジングモデ
ルの自由エネルギーを得ることに成功した [5]．そのアルゴリズムを以下に示す．
まず，基本テンソル T を次のように偶数サイトと奇数サイトでそれぞれTruncated SVDする．

Ti1(n)i2(n)i1(n−1̂)i2(n−2̂) ≃



min(D,size(α))∑
α

U even
i1(n)i2(n)α

Seven
αα V ∗even

i1(n−1̂)i2(n−2̂)α
, (偶数サイト)

min(D,size(β))∑
β

Uodd
i1(n−1̂)i2(n)β

Sodd
ββ V ∗odd

i1(n)i2(n−2̂)β
, (奇数サイト)

(2.38)
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そして新たに S[1], S[2], S[3], S[4]を次のように定義する．

S
[1]
i1(n)i2(n)α

= U even
i1(n)i2(n)α

√
Seven
αα (2.39)

S
[2]

i1(n−1̂)i2(n−2̂)α
=
√
Seven
αα V ∗even

i1(n−1̂)i2(n−2̂)α
(2.40)

S
[3]

i1(n−1̂)i2(n)β
= Uodd

i1(n−1̂)i2(n)β

√
Sodd
ββ (2.41)

S
[4]

i1(n)i2(n−2̂)β
=
√

Sodd
ββ V ∗odd

i1(n)i2(n−2̂)β
(2.42)

このとき，もともと添字 kiはD2まで走るところ，ボンド次元Dに圧縮している点が重要である．
これらのテンソル S ∈ CD×D×Dは，以下のフロベニウスノルム

||T − S[1]S[2]||F (2.43)

||T − S[3]S[4]||F (2.44)

を最小化していることに注意する．すなわちこのような分解は，局所的なテンソル T に着目した
場合，最適な近似となっている．
この分解を 2× 2のサブネットワークについて図示したものが図 2.7である．上記の分解は T の

図 2.7: T の分解．

並進対称性を仮定しているため，局所的ではあるが，すべての時空点において同じ近似を行うこ
とができることが大きな特徴である．
次に，繰り込まれたテンソルを得るために，

T
(1)
k1k2k3k4

=
∑

i1(n),i2(n),i1(n+2̂),i2(n+1̂)

S
[1]
i1(n)i2(n)k1

S
[3]

i1(n),i2(n+1̂)k2
S
[2]

i1(n+2̂),i2(n+1̂)k3
S
[4]

i1(n+2̂),i2(n)k4

(2.45)

のように 4つのテンソルを一つのテンソルにまとめる縮約操作を行う (図 2.8)．すべてのサイトで
同じ操作を行うと，ネットワークは T (1)で構成された格子状のテンソルネットワークとなる．k

の添字を新たな時空点の添字として再定義すると，分配関数は

Z = tTr

∑
{k}

V
2∏
n

T
(1)

k1(n)k2(n)k1(n−1̂)k2(n−2̂)

 (2.46)

と表される．このとき，テンソルの足のサイズはDのまま一定に保たれながら，全体のテンソルの
数は V 個から V

2 個に削減されていることが大きな特徴である．図 2.9に粗視化のフローを示した．
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図 2.8: テンソルの縮約操作．4つのテンソルから新たに繰り込まれたテンソルを作る．このとき
足の大きさは変わらずDである．

図 2.9: テンソル繰り込み群のフロー．一度の粗視化ごとにテンソルの数は半分になる．

実際にすべてのサイトで同じ操作を行うわけではなく，並進対称性により一度縮約を取れば，”す
べてのサイトで同じ縮約を行なったことになる”ことに注意する．この操作を何度も繰り返すと，
次のようにフローし，

T (1) → T (2) → · · · → T (log V ) (2.47)

20

Soryushiron Kenkyu



2.3. テンソル繰り込み群のアルゴリズム 第 2 章 テンソル繰りこみ群の基礎

最終的に分配関数は一つのテンソル T (log V )で表される．

Z =
D∑

i1,i2

T
(log V )
i1i2i1i2

(2.48)

ただし，T (n)は n回目の反復後の繰り込まれたテンソルである．このようにして，V 個からなる
テンソルネットワークを一つのテンソルで近似することができる．全体にかかる計算コストとし
ては，式 (2.38)，式 (2.45)の SVDと縮約操作がそれぞれ O(D6)を要する．また，各ステップで
テンソルの数は半分になるから，log V 回の反復を行えば，V 個のテンソルを一つに”繰り込んだ
ことになる”3．すなわち全体の計算コストは O(D6) log V となる．実際には縮約を露わに取らず
に RSVDや変分法を用いて，O(D5) log V にまで計算コストを減らすことが可能である [30, 31]．
テンソル繰り込み群法の最も大きな利点は，計算コストが log V に比例するため，モンテカルロ法
の V β (β > 0)のコストに比べ，熱力学極限を取ることが容易であるという特徴である．これによ
り有限体積効果の影響を受けず，相転移現象の解析に非常に有利である．次の利点として，すべ
ての操作に確率論的操作が入っておらず，特異値分解は直接複素数を扱えるので，符号問題が存
在しないという点が挙げられる．
注意すべき点として，TRGによる近似はあくまでも局所的なテンソルに対し行うものであるの

で，全系のフロベニウスノルム∥∥∥∥∥
V∏
n

T −

( ∏
n:even

S[1]S[2]

)( ∏
n:odd

S[3]S[4]

)∥∥∥∥∥
2

F

(2.49)

を最小化するわけではないことに注意する．このような系全体を考慮した近似を行うには，テン
ソル T と周りの環境テンソルを最適化しなければならない．このような手法は第二テンソル繰り
込み群 (SRG: Second Renormalization Group)と呼ばれる [32]．

2.3.2 HOTRG

TRGは二次元古典系の分配関数などを求めるアルゴリズムであった．したがって二次元量子
系や３次元系などへの拡張は非自明であった．Xieらは高次元に対し TRG法を適用するための
アルゴリズムである，高次テンソル繰り込み群 (HOTRG: Higher Order Tensor Renormalization

Group)を提案した [12]．HOTRGの大きな特徴は，TRGとは対照的に，一つの空間軸に着目し，
非等方的にHOSVDによる繰り込みを行うところにある．そのアルゴリズムを以下に示す．まず，
1̂方向に着目し，縦に T を２つ並べた以下のサブネットワークを考える (図 2.10)．

Γ =
∑
i1(n)

Ti1(n+1̂)...id(n+1̂)i1(n)...id(n+1̂−d̂)Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂) (2.50)

HOTRGでは，isometryと呼ばれる打ち切られたユニタリ行列を用いて，1̂方向以外の足を一
本に繰り込む．isometryは，次のような二つのフロベニウスノルムのうち，最も下限を達成する
U ∈ CD×D×D または V ∈ CD×D×D として定義される．ただし簡単のため，2次元の図を用いて
説明する．

3無論，得られた T (log V ) を使い新たに 2回反復を行い T (log V +2) を作成すれば，4V の体積を繰り込んだことにな
る．
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図 2.10: HOTRGで考えるサブネットワーク (3次元)

それぞれのフロベニウスノルムの下限は，Γに対し，それぞれのモードで SVDを行うことで，
容易に達成できる．ただし，実際には顕に Γ を作ることはせず，Γのグラム行列を用いて計算す
る．例えば ϵRの場合，

(ΓΓ†)i2(n+1̂)i2(n)i2(n+1̂)i2(n)

=
∑

/i2(n+1̂),i2(n),i2(n+1̂),i2(n)

(
Ti1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)i1(n)...id(n+1̂−d̂)T

∗
i1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)i1(n)...id(n+1̂−d̂)

)
×
(
Ti1(n)i2(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂)T

∗
i1(n)i2(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂)

)
(2.51)

≃
D∑
δ

UR
i2(n+1̂)i2(n)δ

(
SR
δδ

)2
U∗R
i2(n+1̂)i2(n)δ

(2.52)

のように SVDを行い，U = UR を得る．同様の手順で −2̂方向の足に対しても SVDを行い，V

を得る．これにより大きなメモリの Γを作らずに SVDを行うことができる．このとき，打ち切り
誤差は

ϵR =

√√√√ D2∑
δ=D+1

(
SR
δδ

)2
(2.53)

ϵL =

√√√√ D2∑
δ=D+1

(
SL
δδ

)2
(2.54)
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図 2.11: isometryを挿入したHOTRGのネットワーク．パッチは縮約を取る領域を表す．

図 2.12: 2次元のHOTRGでの縮約操作．

のように表される．これらの大小を比べ，ϵR > ϵLなら isometryとして V を選び，ϵR < ϵLなら
U を選ぶ．このようにして得た 2̂方向の isometryを U (2)と置く．同様にして U (3), . . . , U (d)を求
める．このようにしてすべての時空点において

Γ ≃ Γ×v1 (U
(2)U (2)†)×v2 · · · ×vd (U

(d)U (d))† (2.55)

によって近似する．これは Γの HOSVDになっていることに注意する．ただし vm は m̂方向で
ϵR < ϵLなら {im(n + 1̂), im(n)}のモード，それ以外なら {im(n + 1̂ − m̂), im(n − m̂)}のモード
を指す．このようにして，Γの v1, . . . , vdのモードについてHOSVDによる近似を行なったネット
ワークは図 2.11のようになる．このようにすべてのサイトに isometryを挿入すると，黄色のパッ
チで囲われた領域を縮約することができ，

T new
i1(n+1̂)k2...kdi1(n)k

′
2...k

′
d
=

∑
ı1(n+1̂),i1(n),k

Ti1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)i1(n)...id(n+1̂−d̂)Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂)

× U
∗(2)
i2(n+1̂)i2(n)k2

U
(2)

i2(n+1̂−2̂)i2(n−2̂)k′2
· · ·U∗(d)

id(n+1̂)id(n)kd
U

(d)

id(n+1̂−d̂)id(n−d̂)k′d
(2.56)

と新たな繰り込まれたテンソル T newを得る．ここで，簡単のため vの方向は正方向になっている
とした．この縮約を図 2.12に示した．図の通り，D2あったテンソルの足をプロジェクターを用い
ることにより，Dに圧縮することができる．すなわち，2つのテンソルを 1つに繰り込んだことに
なる．この縮約操作で全系のテンソルの数は 1̂方向に半分になる．この操作を 2̂, . . . , d̂に対して順
番に行えば，テンソルの数が 1/2dになった超立方体が得られる．この繰り込み操作は，高次元に
も容易に拡張でき，例えば，3次元では図 2.13のようになる．このとき，計算コストのボトルネッ
クとなるのは縮約ステップであり，O(D4d−1)の計算量と基本テンソル T の保持コストO(D2d+1)

がかかる．4ただし dは次元である．HOTRGでは TRGと比べ大きな範囲のサブネットワーク Γ

4縮約の際に現れる中間テンソルは，T よりも多い足を持つが，添字を分割して和を実行することでメモリ使用量は
抑えられる [33]．
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図 2.13: 3次元のHOTRGでの縮約操作．

を近似している．これは分配関数自体により近いネットワークの近似になっているため，TRGよ
りも同じボンド次元では高い精度を持つ．図 2.14は温度に対するTRGとHOTRGの 2次元 Ising

模型の自由エネルギーの厳密解との相対誤差を比較したものである ( [12]より引用)．HOTRGは
TRGよりも厳密解との誤差が小さいことがわかる．
また，TRG，HOTRG共に，臨界点付近 (T ∼ 2.27)で精度が低下していることがわかる．この

主な原因として，HOTRGや TRGでは適切に近距離相関を除去できていない，という事が挙げ
られる．このような近距離相関を正しく考慮した繰り込みを行うルゴリズムについてはAppendix

で解説する．
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図 2.14: TRGと HOTRGの比較． [12]より引用．HOTRGは TRGよりも同一のボンド次元に
おける近似精度が高い．

2.3.3 impurityテンソルの入ったネットワークの粗視化

2.2.2節で導入した impurityテンソルを含むネットワークのHOTRGによる粗視化法を考える．
このような粗視化を行う場合，impurityテンソルを基本テンソルと同時に繰り込むことで最終的
に 1つの impurityテンソルの状態に粗視化する．例えば 1点関数のような 1つの impurityテン
ソルが入ったネットワークを考える場合，図 2.15のように HOTRGの縮約ステップで使用した
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isometryを用いて，impurityテンソルと基本テンソルを一つずつ含んだようなサブネットワーク
を繰り込むことで，各ステップごとに新たな impurityテンソルを得ることが可能である．

図 2.15: impurityテンソルを含むネットワークの粗視化．赤丸は impurityテンソル．

この時，図のような単純なアップデートを行う場合には，基本テンソルで構成されたサブネッ
トワークの縮約に加えて impurityテンソルを含んだサブネットワークの縮約も行うため，計算量
は 2倍になる．さらに高次のモーメントを求める場合には，すべての縮約パターンを足し合わせ
るような操作が必要である [33]．また，impurityテンソルを用いず，自動微分をにより物理量を
求める方法も用いられている [34]．

2.3.4 ATRG

HOTRGは高次元に TRGを拡張したアルゴリズムであったが，その計算コストの高さから 4

次元などでボンド次元を大きくする事が難しい．高次元において計算コストが比較的小さく有用
なアルゴリズムが ATRG(Anisotolopic Tensor Renormalization Group) [14]である．この方法
では，HOTRGに加え，基本のテンソルの分解とボンド入れ替えという操作で成り立っている．
HOTRGに比べ，計算コストが O(D2d+1)，メモリコストが O(Dd+1)となり，4次元系での計算
も可能である．オリジナルの方法ではメモリコスト及び計算コストが大きかったが， [35]などに
よりコストの削減が図られた．ここでは [36]の方法に従う．ATRGではまず，基本のテンソル
Ti1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)i1(n)i2(n+1̂−2̂)...id(n+1̂−d̂)を HOTRG同様に繰り込む方向を 1̂方向に固定し，

次のように分解する．ただし簡略化のために ik(n− k̂) = jk(n)とする．

Ti1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)j1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂) ≃
min(D,size(α))∑

α

Ui1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)αSααV
∗
j1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)α

(2.57)

となる．そしてサブネットワーク Γ = TT を基本となるテンソルA,B,C,Dを以下のように定義し
書き換える (図 2.18 (a))．

Ai1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)α = Ui1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)α (2.58)

Bj1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)α = SααV
∗
j1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)α

(2.59)

Ci1(n)i2(n)...id(n)β
= Ui1(n)i2(n)...id(n)β

Sββ (2.60)

Dj1(n)j2(n)...jd(n)β
= V ∗

j1(n)j2(n)...jd(n)β
(2.61)

とおく．A,Dはユニタリになっていることに注意する．この基本ネットワークの形式では，初期
テンソルのサイズが小さい場合，メモリ O(D2d)が必要にならず大幅なメモリ削減が可能となっ
ている．d = 4でD = 50と取った場合，Aは約 2.3GBのメモリを必要とする．この事実はのち
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図 2.16: ボンド入れ替え．斜線はアイソメトリーを表す．

にGPU演算を行う際に重要である．次にボンド入れ替えと呼ばれる操作を行う．そのために，B

と C に対し次のようにQR分解を行う．

Bj1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)α =

min(D2,Dd−1)∑
p

QB
j2(n+1̂)...jd(n+1̂)p

RB
j1(n+1̂)αp

(2.62)

Ci1(n)i2(n)...id(n)β
=

min(D2,Dd−1)∑
q

QC
i2(n)...id(n)q

RC
i1(n)βq

(2.63)

ここでRB とRC の縮約をとり，

Mαpβq =
D∑

j1(n+1̂)=i1(n)

RB
j1(n+1̂)αp

RC
i1(n)βq

(2.64)

に対し SVD,

Mαpβq ≃
D∑
γ

UBond
αqγ σγγV

∗Bond
βpγ (2.65)

を行い，(αp)(βq)→ (αq)(βp)という足の入れ替えを行う．しかしこのM はO(min(D6, D2d))の
メモリコストを必要とするので，2 ≤ d ≤ 4では基本テンソルのメモリコストO(Dd+1)を超えて
しまうため許容できない．そこでRSVDを用いてメモリコストを減らしつつ，スワッピングを行
う．まず，

Yαqm =

D,D,D2∑
j1(n+1̂)=i1(n),β,p

RC
i1(n)βq

(
RB

j1(n+1̂)αp
Ωβpm

)
(2.66)

と縮約する．ここで Ω ∈ RD×D2×(D+l)のランダムテンソルであり，lはオーバーサンプリングパ
ラメーターである．ここでは [16]に従い，l = O(D), rD = D + lと取る．さらに Y を QR分解
し，Qαqm′ を得る．Range finderの操作を

Y ′
βpm′ =

D,D,D2∑
j1(n+1̂)=i1(n),α,q

R∗B
j1(n+1̂)αp

(
R∗C

i1(n)βq
Qαqm′

)
(2.67)
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とし、Y ′をQR分解し，Q′
βpm
を作成する．これを式 (2.66)のΩに置き換える．この操作を q回

繰り返し,

D∑
j1(n+1̂)=i1(n)

RB
j1(n+1̂)αp

RC
i1(n)βq

≃
∑

j1(n+1̂)=i1(n),α′,q′,m′

Qαqm′

{(
Q∗

α′q′m′R
C
i1(n)βq′

)
RB

j1(n+1̂)α′p

}
(2.68)

≃
rD,D∑
m′γ

Qαqm′Ũm′γσγγV
∗Bond
βpγ (2.69)

=

D∑
γ

UBond
αqγ σγγV

∗Bond
βpγ (2.70)

とRSVDを行う．これらの操作は式 (2.65)においてM をRSVDすることと等価である. その後
基本テンソルBC を

Xαi2(n)...id(n)γ
=

min(D2,Dd−1)∑
q

UBond
αqγ QC

i2(n)...id(n)q
(2.71)

Yβj2(n+1̂)...jd(n+1̂)γ =

min(D2,Dd−1)∑
p

V ∗Bond
βpγ QB

j2(n+1̂)...jd(n+1̂)p
(2.72)

として，XσY と置き換える．これにより正の方向と負の方向の足が隣り合うようになる．ボン
ド入れ替えの様子を図 2.16に示した．ボンド入れ替えの操作は，計算量は O(qrmin(D6, Dd+3))

であり，メモリコストはO(rD4)である．このサブネットワーク Γ = AXσYDは，σ以外のテン
ソルが isometryになっており，Canonical form [37]になっていることに注意する．
次に 1̂方向に繰り込むために，これらを用いて，コスト関数

||ΓΓ− ΓE(2)F (2)Γ||F (2.73)

A

X

Y

D

σ

A

X

Y

σ

D

A

X

σ

A

X

σ

図 2.17: Canonical Form. Y,Dは isometryなので，グラム行列は単位行列になる．これにより
AXσY Dのグラム行列はAXσのグラム行列に相当する．
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を最小化する Squeezer，E(2), F (2) ∈ CD×D×Dを導入する．簡単のため 2̂方向の Squeezerの求め
方を考える．まず，次のように AXσと σYDの Reduced density matrix(グラム行列)を求める．
Canonical formの導入により, これは Γ自体のグラム行列に相当する．(図 2.17) これによりAX

のアイソメトリーは Γ自体の最適なアイソメトリーになる．HOTRGとは異なり，まず次のよう
に打ち切っていない isometry, UAX と特異値 SAX を EVD(SVD)を用いて求める5．

(AXσA∗X∗σ∗)i2(n+1̂)i2(n)i2(n+1̂)i2(n)

=
∑

/i2(n+1̂),i2(n),i2(n+1̂),i2(n)

(
Ai1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)αA

∗
i1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)α

)
×
(
Xαi2(n)...id(n)γ

σγγσγ γX
∗
αi2(n)...id(n)γ

)
(2.74)

=
D2∑
δ

UAXσ
i2(n+1̂)i2(n)δ

(
SAXσ
δδ

)2
U∗AXσ
i2(n+1̂)i2(n)δ

(2.75)

ただし，/は except for を表す．σYDに対しても同様に UYD を求める．式 (2.73)のフロベニウ
スノルムの下限を達成する Squeezerは、AXσσYDの間接的 SVDから,

(AXσσYD)i1(n+1̂)...id(n+1̂)...id(n)γj1(n+2̂)...jd(n+2̂)...jd(n+1̂+2̂)γ′

=
∑

(AXσ)i1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)i2(n)...id(n)γ
U∗AXσ
i2(n+1̂)i2(n)δ

S−1AXσ
δδ

(
SAXσ
δδ

UAXσ
i2(n+1̂)i2(n)δ

UσYD
i2(n+1̂)i2(n)δ′S

σYD
δ′δ′

)
S−1σYD
δ′δ′

U∗σYD
j2(n+2̂)j2(n+1̂+2̂)δ′

(σYD)j1(n+2̂)j2(n+2̂)...jd(n+2̂)j2(n+1̂+2̂)...jd(n+1̂+2̂)γ′

(2.76)

とし，

∑
i2(n+1̂),i2(n)

SAXσ
δδ

UAXσ
i2(n+1̂)i2(n)δ

UσYD
i2(n+1̂)i2(n)δ′

SσYD
δ′δ′

≃
D∑
k2

Pδk2S
PQ
k2k2

Qδ′k2 (2.77)

と SVDによる近似を行い，

E
(2)

i2(n+1̂)i2(n)k2
=
∑
δ

U∗AXσ
i2(n+1̂)i2(n)δ

S−1AXσ
δδ

Pδk2

√
SPQ
k2k2

(2.78)

F
(2)

j2(n+2̂)j2(n+1̂+2̂)k2
=
∑
δ′

√
SPQ
k2k2

Qδ′k2S
−1σYD
δ′δ′

U∗σYD
j2(n+2̂)j2(n+1̂+2̂)δ′

(2.79)

とすることで定義できる6．同様の手順でE(3), F (3), . . . , E(d), F (d)を全て求める．この手順での計
算コストは，式 (2.91)の縮約がO(Dd+3)，SVDがO(D6)である．SVDのコストは，RSVDによ
りO(D5)に減らすことができるので，d = 2でも計算コストはボトルネックにならない．高次元
でのRSVDは大きな系統誤差を生むので，d ≥ 3では通常の SVDを使用する．そして繰りこみ群
の手順として，

5ΓΓ† はグラム行列であるので EVDと SVDは等価であるが，SVDの方が数値的に安定である．特異値はライブラ
リに依存しない結果を与えるカットオフを導入している．グラム行列を経由して特異値を求めた場合，精度は単精度ま
で落ちることがある．しかし 4次元ではそれ以上の精度で計算することがそもそも難しいため，問題にはならない．

6この E,Fがフロベニウスノルムの下限を達成していることは，AXσ = UAXσSAXσV †AXσ と SVDされ，式 (2.76)
において，U†AXσS−1AXσ を掛けることで，V †AXσ が残り，式 (2.77)が間接的な Truncated SVDを行っているとい
うことにより理解できる．このような隣接するサブネットワークのフロベニウスノルムを最小化するような射影テンソ
ルは，Oblique projectorと呼ばれ，MPSにおいて内線のボンド次元を圧縮するために [38]で，また TRGにおいて
はスピングラス系を適切に取り扱うため [39]，また境界条件のある系を適切に取り扱うため [40]において導入された．
Oblique projectorは初期テンソルが対称的でなくても精度を保つことが示されている [41]．対称的なプロジェクター
の作り方は， [42]において考案されている．

28

Soryushiron Kenkyu



2.3. テンソル繰り込み群のアルゴリズム 第 2 章 テンソル繰りこみ群の基礎

Gi1k2···kdγ =
∑

/γ,i1,k

Ai1i2(n+1̂)...id(n+1̂)αXαi2(n)...id(n)γ
σγγE

(2)
i2(n+1̂)i2(n)k2 . . . E

(d)
id(n+1̂)id(n)kd

(2.80)

Hj1k′2···k′dγ
=

∑
/γ,j1,k′

Dj1j2(n)...jd(n)β
Yβj2(n+1̂)...jd(n+1̂)γF

(2)
j2(n)j2(n+1̂)k′2

. . . F (d)
jd(n)jd(n+1̂)k′d

(2.81)

という縮約をとる．この縮約コストは O(D2d+1)であり，d ≥ 3ではボトルネックとなる7．また
メモリコストは中間テンソルに対して添え字を分割して縮約をとるループブロッキング [30]を用
いることでO(Dd+1)に抑えることが可能である．

T new
i1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)j1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)

=

D∑
γ

Gi1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)γHj1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)γ

(2.82)

とすることで，1̂方向の繰りこみが完了する．実際にはあらわに T newを作ることはせずに，

Gi1k2···kdγ =

D∑
τ

QG
i1k2···kd,τ

RG
τγ

(2.83)

Hj1k′2···k′dγ
=

D∑
τ ′

QH
j1k′2···k′dτ ′

RH
τ ′γ

(2.84)

とし，

Kττ ′ =
D∑
γ

RG
τγ
RH

τ ′γ
=

D∑
α

UK
τα
SK
αα

V ∗K
τ ′α

(2.85)

のように分解し，新たにA,B,C,Dを

Ai1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂)α =
D∑
τ

QG
i1(n+1̂)i2(n+1̂)...id(n+1̂),τ

UK
τα

(2.86)

Bj1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)α =
D∑
τ ′

QH
j1(n+1̂)j2(n+1̂)...jd(n+1̂)τ ′

SK
αα

V ∗K
τ ′α

(2.87)

Ci1(n)i2(n)...id(n)β
=

D∑
τ

QG
i1(n)i2(n)...id(n)τ

UK
τβ
SK
ββ

(2.88)

Dj1(n)j2(n)...jd(n)β
=

D∑
τ ′

QH
j1(n)j2(n)...jd(n)τ ′

V ∗K
τ ′β

(2.89)

と定義することで基本テンソルに戻ることができる．以上がATRGの繰りこみ手順である．ATRG

は常に隣り合ったテンソル同士で分解，縮約が行われるため計算コストが小さい．しかしこれは
局所的な分解を行っていることを意味しているわけではなく，すべての分解が Γに対する SVD

となっていることに注意する8．ATRG法はボンド入れ替えの操作がDd → D個の特異値の切り
捨てを行っているため，HOTRG法に比べ同じ D での近似精度は下がるが，同一計算時間では
HOTRGに比べ低い自由エネルギーを達成する [14]．

7式 (2.78,2.79)の最適な縮約順は次元により異なるのであらわに書かない．例えば 4次元では,
i2(n+ 1̂), i3(n), α, i2(n), i3(n+ 1̂), i4(n+ 1̂), i4(n)の順に縮約をとり,i4(n+ 1̂), αを分割するとよい．

8一見ボンド入れ替えの操作は局所的な分解のように見えるが，A,D が isometryなために，Γ自体の間接的 SVD
になっている．
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2.3. テンソル繰り込み群のアルゴリズム 第 2 章 テンソル繰りこみ群の基礎

図 2.18: ATRG の一連の操作を表した図．(a) 基本テンソルの分解．(b) ボンド入れ替え．
(c)squeeaerの導入．(d)縮約．(e)次のステップの基本テンソルを作成．

2.3.5 Triad-TRG及びMDTRG

ATRGはHOTRGのサブネットワークに対して追加の近似を行い，計算コストを削減した手法で
あった．このような計算の軽量化は様々なものが存在する．その一つがTriadの手法である [43]．
Triad TRG(TTRG)では，サブネットワークを構成するすべてのテンソルを SVDを用いて次のよ
うに 3本足のテンソルに分解する (図 2.19 (a))．

Ti1(n)i2(n)...id(n)j1(n)j2(n)...jd(n) = A
(d−1)
αd−2id(n)αd−1

· · ·A(2)
i2(n)i3(n)α2

A
(1)
α1i1(n)αd−1

×B
(d−1)
βd−2jd(n)βd−1

· · ·B(2)
j2(n)j3(n)β2

B
(1)
α1j1(n)βd−1

(2.90)

このようにして近似したサブネットワーク Γを使用して，HOTRG同様に isometryを求め，縮約
を行う．このとき，縮約の過程で局所的なテンソルに対してRSVDを行いながら縮約することで，
計算コストはO(Dd+3)にまで抑えられる．TTRGは 3次元において，HOTRGやATRGと比べ
最も早く自由エネルギーが収束するという結果が得られている [43]．しかしながら，TTRGは局
所的な分解を繰り返し，計算コストを減らすという性質上，HOTRGより系統誤差を多く含む．
このような問題に対し，Triad表現のオーバーサンプルとサブネットワークの SVDという手法を
用いて系統誤差を減らしたアルゴリズムが，MDTRG及びTriad-MDTRG(Minimally Decomposed
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図 2.19: 3次元での Triad TRGのアルゴリズム．(a)基本テンソルの分解．(b)isometryの導入．
(c)縮約．(d)次のステップの基本テンソルを作成．

図 2.20: 3次元でのTriad-MDTRGのアルゴリズム．点線は rDにオーバーサンプルされている．
(a)基本テンソルの分解．(b)Triad表現の作成．(c)isometryの導入．(d)RSVDを用いた縮約．(e)

次のステップの基本テンソルを作成．

TRG)である [21,44]．Triad-MDTRGでは，Triad表現を作るステップ，isometryを求めるステッ
プ，縮約ステップで行う SVDを，すべてサブネットワーク Γ(これをUnit-Cellと呼ぶ)の分解と
して考えることで，系統誤差を減らす．以下に三次元でのTriad-MDTRGアルゴリズムの概略を
示す．MDTRGでは，ATRGと同様に，基本テンソルを d+ 1本足のテンソルA,B,C,Dに分解
する (図 2.20(a))．この時，AとB，CとDの間を結ぶボンドは rDにオーバーサンプルする．す
なわち，内線のみ r倍の特異値を使用している．ここで rはオーバーサンプリングパラメータと
呼ばれる．次に，Γのグラム行列から，Triad表現を作成する (図 2.20(b))．具体的には，Γのグラ
ム行列 (図 2.21)の SVDから作られる打ち切られた isometry，UA, UB, UC , UDを作成する．

(ABCDA∗B∗C∗D∗)i2(n+1̂)i3(n+1̂)i2(n+1̂)i3(n+1̂)

≃
rD∑
δ

UA
i2(n+1̂)i2(n)δ

(
SA
δδ

)2
U∗AXσ
i2(n+1̂)i2(n)δ

(2.91)
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図 2.21: Γのグラム行列から isometryを作る．

この時，isometryの内線は rDにオーバーサンプルする．この isometryのペアをA,B,C,Dに
演算する (図 2.22)．

図 2.22: Triad表現の作成．

この操作によって，Γを 3脚のテンソルE,F,G,H, I, J,K,Lの積に分解できた．この分解は Γ

のHOSVDになっているので，T の局所的な分解を行なっていたTTRGよりも広い範囲の近似で
ある．また，内線のオーバーサンプルによっても，Triad表現を作成する際の系統誤差を減らすこ
とに成功している．このように作成したTriad表現を用いて，Γの SVDによる isometryを求める
(図 2.20(c))．縮約ステップでは，直接縮約を取るのではなく，RSVDのRange finderの方法を用
いて ∥∥∥U (2)U (3)ΓU (2)†U (3)† −QQ†

(
U (2)U (3)ΓU (2)†U (3)†

)∥∥∥
F

(2.92)

を最小にするような isometryQ ∈ CD×D×rDを求める．この射影行列QQ†を用いて Γのランクを
落としながら縮約を取ることで，縮約のコストはO(qr3Dd+3)になる．ただし，qはQR分解の反
復回数である．Triad表現を用いない通常のMDTRGはO(qr2D2d+1)のコストとなる．また，メ
モリコストはO(rDd+1)である．
MDTRGはオーバーサンプル，Γの分解を行うことで自由エネルギーの系統誤差をHOTRG同
等にまで改善している (図 2.23, [21]より引用．)．MDTRGは，Γの RSVDを行い縮約のコスト
を抑えるという点でATRGと共通しているが，MDTRGでは内線をオーバーサンプリングしてい
る点，ATRGでは縮約ステップの前に RSVDを用いている点が異なる．ATRG同様，RSVDの
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図 2.23: HOTRG,MDTRG及び Triad-MDTRGの自由エネルギーの比較．図は [21]より引用．

パラメーター qをO(D)に取ると，MDTRGの計算コストはO(r2D2d+2)となることに注意する．
同様に考えると，Triad-MDTRGはO(r3Dd+4)となる．このため，4次元では Triad表現を用い
た場合でも，rの値によってはATRGよりも高いコストが必要となることが予想される．
各手法の計算コストを表 2.1にまとめる．

表 2.1: 各手法の計算コスト

Method HOTRG ATRG MDTRG Triad-MDTRG

計算コスト O(D4d−2) O(D2d+1) O(qr2D2d+1) O(qr3Dd+3)

メモリコスト O(D2d) O(Dd+1) O(rDd+1) O(rDd+1)

2.3.6 TRGの応用の現状と課題

HOTRGやATRGは様々な高次元系に対しての応用例がある．例えば，HOTRGでは 2,3次元
でのスピン模型 [45–48]などへの応用が多数存在する．また，連続変数を持つボソンやゲージ系に
対しては，変数の離散化や求積法による正則化，サンプリングなどを用いた計算を行う事で，符
号問題を持つ系などにも拡張が可能である [49–56]．また，TRGアルゴリズムは，基本のテンソ
ルを grassman数を含む grassmanテンソル [57]として扱う事でフェルミオン系に対しても計算コ
ストを変えずに応用が可能であり，ゲージ場などを含めた応用例も多数存在する [28,58–71]9．以
上のように，TRGアルゴリズムは有限密度QCDの第一原理計算に向け，様々なモデルへの適用
やアルゴリズムが開発されており，4次元においても，ATRGを用いた様々な系への応用が行わ
れている [15–20]が，連続ゲージ場などを含めた応用例は存在しない．QCDなどの内部自由度の
大きい 4次元系に対してTRG法を応用するには，計算コストの削減や新たな並列アルゴリズムの
開発が必要である．ATRGに変わる手法として，Triad-MDTRGなどのアルゴリズムは存在する
ものの，4次元系に対しての応用例はなく，RSVDの反復パラメータやオーバーサンプリングパラ
メーターを大きく取る場合には，計算コストが高くなる事が予想される．本研究の目的は，4次元

9フェルミオン系に関する詳しいレビューは [72]を参照．
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系において一定の成功を収めているATRGを基に，MDTRGの手法を用いて，計算コストを削減
すると同時に，大規模な計算に向けた並列アルゴリズムの開発を行うことである．
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第3章 本研究で使用する模型

3.1 臨界現象とスケーリング則

臨界現象は，二次相転移付近において物理量が特異な振る舞いを起こす現象である．このよう
な現象は，例えば，流体の気液相転移や磁性体の相転移などで見られる．臨界現象の振る舞いは
臨界指数とスケーリング則によって特徴付けられる．系の温度を T，臨界温度を Tc，磁場を hと
する．臨界指数 α, β, γ, δ, ν, ηは熱力学極限においてそれぞれ次のような物理量の振る舞いによっ
て定義される．

臨界指数 スケーリング関係 条件

α c ∼ |T − Tc|−α T − Tc → 0±, h = 0

β m ∼ (Tc − T )β T − Tc → 0−, h = 0

γ χ ∼ |T − Tc|−γ T − Tc → 0±, h = 0

δ m ∼ |h|
1
δ T = Tc, h→ 0

ν ξ ∼ |T − Tc|−ν T − Tc → 0±, h = 0

η G(r) ∼ r−d+2−η T = Tc, h = 0

表 3.1: 物理量とそのスケーリング関係

ただし，c,m, χ, ξ,G(r)はそれぞれ比熱，磁化，磁化率，相関長，相関関数である．臨界指数は
次のようなスケーリング則を満たすことが知られている．

α+ 2β + γ = 2, (3.1)

β(1 + δ) = 2− α, (3.2)

ν(2− η) = γ, (3.3)

νd = 2− α (3.4)

このうち，式 (3.4)のような次元を含むようなスケーリング則を，ハイパースケーリングと呼ぶ．
臨界指数は，ある次元 duより上では平均場のものに厳密に従う．このとき，ハイパースケーリン
グ則は d = duと代入することにより満たされる．このような duを上部臨界次元と呼ぶ．逆に，du
より低い次元では，熱揺らぎの効果が大きく，臨界指数は異なる値を取る．スケーリング則は繰
り込み群の考え方を用いて導出することができる．

3.2 Isingモデル

Isingモデルは，強磁性体の相転移を記述する最もシンプルな古典統計模型である．すべてのス
ピンは upか downの 2つの状態を取り，最近接のスピン間の相互作用を記述する．d次元 Isingモ
デルのハミルトニアンは，格子点 nのスピン σn = ±1と結合定数 J，外部磁場 hを用いて，以下
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3.2. ISINGモデル 第 3 章 本研究で使用する模型

図 3.1: Isingモデルの相図．赤い線は一次相転移線，青丸は臨界点を示す．

のように記述される．

H = −J
∑
n

d∏
µ

σnσn+µ̂ − h
∑
n

σn (3.5)

このハミルトニアンはスピンのフリップに起因する Z2対称性を有している．Isingモデルの分配
関数は，逆温度 β = 1/T (Tは温度)を用いて，

Z =
∑
{σ}

e−βH (3.6)

と書ける．系のエネルギーEは温度 T によって定まり，低温だとスピンの揃ったハミルトニアン
の基底状態が支配的である．逆に，高温になるにつれ熱励起によってスピンはバラバラの値を取
る．Isingモデルは，最も基本的な相転移を起こすモデルである．図 3.1に典型的な Isingモデルの
相図を示す．Isingモデルでは，以下のように相が分類できる．

・ h = 0, T < Tcでは，系は秩序相にあり，スピンは揃う傾向にある．

・ h = 0, T > Tcでは，系は無秩序相にあり，スピンはランダムな配置を取る．

・ hを変化させた場合，h = 0で磁化が不連続に変化する一次相転移が起こる．

・臨界点 T = Tcでは，系は臨界現象を示す．

d = 2, 3では，Isingモデルは臨界温度 Tcで二次相転移を起こす．すなわち，磁化は連続的に変化
し，臨界点で 0になる．2次元ではh = 0の場合の厳密解が知られており，臨界温度はTc =

2
ln(1+

√
2)

である [73]．臨界指数は熱揺らぎの影響により平均場と異なる値を取る．Isingモデルの上部臨界
次元は du = 4であり，d > 4では，二次相転移を示し，臨界指数も厳密に平均場の値を取る．以
下に各次元の Isingモデルの臨界指数を示す．

次元 d α β γ δ ν η

21 0 1
8

7
4 15 1 1

4

32 ∼ 0.110 ∼ 0.326 ∼ 1.237 ∼ 4.790 ∼ 0.630 ∼ 0.0363

43 0 1
2 1 3 0 1

2

表 3.2: Isingモデルの臨界指数
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3.2. ISINGモデル 第 3 章 本研究で使用する模型

上部臨界次元 d = 4では，厳密な結果 [75]によれば，このモデル二次相転移を示し，臨界指数
は，平均場のものと一致する [75–77]が，以下のような対数補正が付く場合がある [78].

c(T ) ∼ |T − Tc|−α| ln |T − Tc||α̃ (3.7)

m(T ) ∼ (Tc − T )β | ln (Tc − T )|β̃ (3.8)

m(h) ∼ |h|
1
δ | ln |h||δ̃ (3.9)

χ(T ) ∼ |T − Tc|−γ | ln |T − Tc||γ̃ (3.10)

ξ(T ) ∼ |T − Tc|−ν | ln |T − Tc||ν̃ (3.11)

ϕ4理論ではこのような対数補正は厳密に正しいことが知られている [79–82]．しかしながら，ϕ4

理論の強結合極限である Isingモデルにおいては厳密な結果が得られていない．
数値計算では，モンテカルロ法による 4次元 Isingモデルの計算は複数行われており，有限サイ

ズスケーリングによる対数補正の発散は見つかっていないものの，臨界指数は平均場のものと一
致している [83–87]．
一方，テンソル繰り込み群を用いた計算では，V = 10244の大体積において，4次元イジングモ

デルは弱い一次相転移を示すという結果が得られている [13,15]．これは厳密な結果と矛盾するも
のであり，さらに精度を上げた計算，および臨界指数等の計算が必要であると考えられる．

1厳密な結果によるもの [7]．
2共形ブーストラップ法によるもの [74]．
3厳密な結果によるもの [75–77]．
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第4章 研究(アルゴリズム)

本章では，4次元の ATRG法の高速化手法をアルゴリズムの改善及びGPU上での実装法を述
べる．一部の内容は， [88]に基づいている．

4.1 Triad-ATRG

ATRGの計算コストはO(D2d+1)であった．これは基本のテンソル式 (2.58-2.61)がDd+1の大
きさであったこと，およびボンド入れ替えにより最終の縮約ステップでの isometryの数がHOTRG

に比べ半分になっていることに起因している．しかしながら現在世界で行われている計算の中で
最大のボンド次元はDはD = 55 [18]であり，2次元などの場合の TRGアルゴリズムと比べる
と大幅に小さく，初期テンソルのサイズの観点でも，精度という観点でも十分ではない状況であ
る．さらなる高次元への応用として，HOTRGの基本テンソルを，すべて足が 3本のテンソルに
分解し，RSVDなどによる局所分解を繰り返しコストをO(Dd+3)まで削減したアルゴリズムであ
る Triad TRG [43]がある．同手法は 3次元での Ising模型において，他手法と比べ最も早く自由
エネルギーが収束するという結果が得られているが，局所分解による系統誤差の増大が 4次元で
は大きくなってしまい，ATRGに比べ収束性が悪いという弱点がある．この弱点を克服したのが
MDTRG [21]であり，Triad TRGで行った局所分解をすべてサブネットワーク Γの分解として置
き換え，内線をD → rDとオーバーサンプリングすることで，精度をHOTRG同様に収束させる
ことに成功している．同手法の計算コストは最終の縮約ステップで近似的な縮約であるRSVDを
利用しており，そのコストは，QR分解の回数を qとしてO(qr3Dd+3)である．同手法は高速であ
り精度も収束の範囲内でHOTRGと同等であるが，ボンド入れ替えを行わないHOTRGをベース
としたアルゴリズムであるため，ATRGと比べ最終の縮約ステップでの isometryの数が倍となっ
ているために，縮約ステップでRSVDを用いなければ計算コストをO(D7)にまで削減する事がで
きない．このとき，ATRGのボンド入れ替えと同様に q = O(D)と取った場合，4次元では rとD

をどの程度大きく取れるかは不明瞭である．
そこで本研究では 4次元のATRGの手法において，Triad TRGおよびMDTRGの手法を取り
入れた新たなアルゴリズムである，Triad-ATRGを提案する．その計算コストはO(r2D7)であり，
自由エネルギーや他物理量は数値的安定である．
本手法では，4次元のATRGにおいてボンド入れ替えを行った後の基本テンソルである，

Ai1(n+1̂)i2(n+1̂)...i4(n+1̂)α = Ui1(n+1̂)i2(n+1̂)i3(n+1̂)i4(n+1̂)α (4.1)

Xαi2(n)...i4(n)γ
=

D2∑
q

UBond
αqγ QC

i2(n)i3(n)i4(n)q
(4.2)

Yβj2(n+1̂)...j4(n+1̂)γ =

D2∑
p

V ∗Bond
βpγ QB

j2(n+1̂)j3(n+1̂)j4(n+1̂)p
(4.3)

Dj1(n)j2(n)...j4(n)β
= V ∗

j1(n)j2(n)j3(n)j4(n)β
(4.4)
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を Triad表現に置き換えることからスタートする．本研究での Triad表現とは，

Ai1(n+1̂)i2(n+1̂)...i4(n+1̂)α =
rD∑
kA

Ei1(n+1̂)kAi4(n+1̂)αIi2(n+1̂)i3(n+1̂)kA
(4.5)

のように 3本足のテンソルと 4本足のテンソルに近似することを言う．オリジナルのTriad TRG

はすべてのテンソルを三つ足にしていたが，4次元では上記の形にしても計算コストが変わらな
い．すべてを 3本足にするためには追加の近似が必要となり，新たな系統誤差を生むため，本研
究ではこの形を採用する．また，どの方向の組をTriadにするかにも任意性があり，上記では 2̂, 3̂

をTriad方向に設定しているが，ほかの方向を選んでもよい．どの形が最適なジオメトリかは，モ
デルの対称性などによって大きく変わることが予想される．しかしながら本研究ではベンチマー
クとして等方的な 4次元 Ising模型を採用するため，このような形状の最適化は行わない．
MDTRGの手法にしたがい，Triad表現を求める．ATRG同様サブネットワーク Γを考え，Γに
対する SVDとしてTriad表現を求めることで，局所分解による系統誤差を削減する．テンソルの
分解は以下のようにReduced density matrixから求めた isometryを演算することにより実行され
る．Γ = AXσYDのネットワークは Canonical formになっているため，AXσ,σYDの Reduced

density matrixを求めることで Γ自体を最適化できることに注意して，Aに対して，

(AXσA∗X∗σ∗)i2(n+1̂)i3(n+1̂)i2(n+1̂)i3(n+1̂) ≃
rD∑
kA

UA
i2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

(
SA
kAkA

)2
U∗A
i2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

(4.6)

のように isometryを求める．X,Y,Dに対しても同様にこの操作を行う．この過程では，特異値
をD2 → rD個に近似している．計算コストは直接 SVDする場合 O(D7)であり，RSVDを用い
る場合はO(qrD6)である．そして，新たな基本テンソルとして，

Ei1(n+1̂)kAi4(n+1̂)α =
∑

i2(n+1̂),i3(n+1̂)

Ai1(n+1̂)i2(n+1̂)i3(n+1̂)i4(n+1̂)αU
∗A
i2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

(4.7)

FαkX i4(n)γ
=

∑
i2(n),i3(n)

Xαi2(n)i3(n)i4(n)γ
U∗X
i2(n)i3(n)kX

σγγ (4.8)

GβkY j4(n+1̂)γ =
∑

j2(n+1̂),j3(n+1̂)

Yβj2(n+1̂)j3(n+1̂)j4(n+1̂)γU
∗Y
j2(n+1̂)j3(n+1̂)kY

(4.9)

Hj1(n)kDj4(n)β
=

∑
j2(n),j3(n)

Dj1(n)j2(n)j3(n)j4(n)β
U∗D
j2(n)j3(n)kD

(4.10)

Ii2(n+1̂)i3(n+1̂)kA
= UA

i2(n+1̂)i3(n+1̂)kA
(4.11)

Ji2(n)i3(n)kX = UX
i2(n)i3(n)kX

(4.12)

Kj2(n+1̂)j3(n+1̂)kY
= UY

j2(n+1̂)j3(n+1̂)kY
(4.13)

Lj2(n)j3(n)kD
= UD

j2(n)j3(n)kD
(4.14)

のように分解する (図 4.1)．これは，Γ自体を 4回 SVDしていることに相当する．1

次に，Squeezerを導出する．この際，Γは Triad表現になっている為，もはや Canonical form

ではない．従って，E,F,G,HとG,H,K,Lを独立に扱うことはできない．そこで，次のように，

Oγγ =
∑
/γ,γ

(EFIJ)(EFIJ†)γγ (4.15)

=
∑
/γ,γ

{
Ei1(n+1̂)kAi4(n+1̂)αE

∗
i1(n+1̂)kAi4(n+1̂)α

(
Ii2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

I∗i2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

)}
1正確には 4つの方向について HOSVDによる低ランク近似を行っている．
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× FαkX i4(n)γ
F ∗
αkX i4(n)γ

(
Ji2(n)i3(n)kXJ

∗
i2(n)i3(n)kX

)
(4.16)

のようにしてEFIJ のグラム行列Oを求める．同様にGHKLのグラム行列 P を求める．これら
を Squeezerの導出に含めることにより，Γ自体の SVDを行うことができる．
このようにして導出した O,N を用いて，2̂方向の Squeezerを考える．式 (2.91)に相当するグラ
ム行列を，

(EFIJNE∗F ∗I∗J∗)i2(n+1̂)i2(n)i2(n+1̂)i2(n)

=
∑

i2(n+1̂),i2(n),i2(n+1̂),i2(n)

(
Ei1(n+1̂)kAi4(n+1̂)αE

∗
i1(n+1̂)kAi4(n+1̂)αIi2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

I∗i2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

)
×
(
FαkX i4(n)γ

PγγF
∗
αkX i4(n)γJi2(n)i3(n)kXJ

∗
i2(n)i3(n)kX

)
(4.17)

=
D2∑
δ

UEFIJ
i2(n+1̂)i2(n)δ

(
SEFIJ
δδ

)2
U∗EFIJ
i2(n+1̂)i2(n)δ

(4.18)

A

X

Y

D

σ

A

X

Y

D

σ

UA UA

UX UX

UYUY

UDUD

E

F

G

H

I

J

K

L

図 4.1: Triad表現．isometryを演算することで足の本数を減らす．点線の足の大きさは rDにオー
バーサンプルされている．

SVD

I

E

F

J

I

E

F

J

P
UEFIJ (SEFIJ)2 U EFIJ

図 4.2: 式 (4.17)のReduced density matrixの作り方．P を含めることで Γ自体の分解になる．
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O(r2D 7) O(r2D 7)
M (4)

F

M (3)

J

E I

M (2)
Φ

図 4.3: 式 (4.19,4.20)の縮約の様子．

のように求める.(図 4.2)GHKLについても同様に求め，ATRGと同様の手法で，Squeezerである
M (2), N (2)を求める．このコストはO(min(D7, r2D6))である．3̂, 4̂方向に関しても，適切な縮約
順で Squeezerを求める．式 (2.80,2.81)に相当する縮約は，以下のように行う (図 4.3)．

Φi1k2k3k4γ =
∑

/γ,i1,k

(
Ei1(n+1̂)kAi4(n+1̂)αFαkX i4(n)γ

M (4)
id(n+1̂)id(n)kd

)
×
(
Ii2(n+1̂)i3(n+1̂)kA

Ji2(n)i3(n)kXM
(2)
i2(n+1̂)i2(n)k2M

(3)
i3(n+1̂)i3(n)k3

)
(4.19)

Ψj1k′2k
′
3k

′
4γ

=
∑

/γ,j1,k′

(
GβkY j4(n+1̂)γHj1(n)kDj4(n)β

N (4)
j4(n)j4(n+1̂)k′4

)
×
(
Kj2(n+1̂)j3(n+1̂)kY

Lj2(n)j3(n)kD
N (2)

j2(n)j2(n+1̂)k′2
N (3)

j3(n)j3(n+1̂)k′3

)
(4.20)

この縮約でかかる計算コストは，O(r2D7)である．ここで Triad表現では，2̂, 3̂方向と 1̂方向は
独立に縮約をとることができるため，ATRGより計算コストが軽くなる．d = 4の Triad表現の
ATRGでは，Γに対するとして，Triad表現を作る isometryを求めるステップでD2 → rD個の
特異値の切り捨てが 4回，ボンド入れ替えでD3 → D個の特異値の切り捨てが 1回ある．そして
Squeezerステップで ΓΓのD2 → D個の SVDが 3回行われる．合計の計算コストはO(r2D7)で
あり，メモリコストはO(D5)である．以上の計算コストを表 4.1に，Triad-ATRGの一連の操作
を表したものを図 4.4にまとめる．

表 4.1: 各手法の計算コスト

Step ATRG Triad ATRG

ボンド入れ替え O(qrD6) O(qrD6)

Triad表現の構成 None O(D7)

Squeezerの導出 O(D7) O(min(D7, r2D6))

最終の縮約 O(D9) O(r2D7)

41

Soryushiron Kenkyu



4.1. TRIAD-ATRG 第 4 章 研究 (アルゴリズム)

図 4.4: Triad-ATRGの一連の操作を表した図．(a)基本テンソルの分解．(b)ボンド入れ替え．
(c)Triad表現の構成．(d)squeezerの導出．(e)縮約．(f)次のステップの基本テンソルを作成．
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4.2 GPUによる実装

テンソル繰りこみ群の計算は，テンソルの分解及び縮約（行列積）からなるアルゴリズムであ
り，並列化の恩恵を受けやすい．従って大規模なMPI並列計算が行われることが多く，並列用の
アルゴリズムも存在する [89]．例えば，式 (2.80)の縮約は，Aの i1のインデックスをD個に分割
し，D個のノードに縮約処理を分配することで，計算コストを O(D9)から O(D8)に削減するこ
とができる [16]．このようなCPUを用いた並列計算は，メモリコストを分散しながら，計算資源
を増やすことで大規模な系への応用も可能である．しかしながら現実には計算資源と性能の制限
があるため，4次元においてさらに大きなボンド次元を達成することは難しい．このような事情に
より，近年注目されているのがGPU(画像処理装置)を用いたテンソル演算である．GPUによる
科学技術計算は，機械学習や AIなどの開発において広く用いられている．GPUは CPUに比べ
多数のコアを持ち，単純な処理を並列して行うことに適している．特に，行列積は並列化が容易
であり，CPUよりも圧倒的な計算速度を有している．したがって，GPUはテンソル繰りこみ群
において有用なハードウェアであると考えられる．実際に 2次元において，O(D2)ほどの削減を
達成がされている [90]．しかしながら，GPUが持つビデオメモリは CPUのものと比べて少ない
ため，大規模なデータを一度に保有することは難しい．したがって基本テンソルのサイズが大き
い高次元では，メモリの不足により十分な高速化がされず，実用には至っていない．しかしなが
ら近年では大きなメモリを有する科学計算用のGPUも存在し，それらを用いれば 4次元でも十分
に実用化することが可能であると考えられる．以下にATRGとTriad-ATRGのGPU上での実装
の簡潔なアルゴリズムを示す．
通常GPUに搭載されるメモリは 10GBから 80GBであり，本研究で用いた京都大学のスーパー

コンピューター yukawa21には，16GBのメモリを有するTesla V 100が 2台搭載されている．ま
た，大阪大学のスーパーコンピューター SQUIDには 40GBのメモリを有する NVIDIA A100が
1ノードにつき 8台搭載されている．これに対し，ATRGで基本となるテンソル A,B,C,Dのサ
イズはD5であり，倍精度では 1つのテンソルにつき 8D5

10243
GBのメモリを必要とする．表 (4.2)よ

り，例えば，D = 50では 1つにつき 2.33GB必要なので，4つのテンソルを収めるには 9.31GB

のメモリを必要とする．D = 70では 50GBのメモリが必要となる．したがって，単体のGPUで
は大きなボンド次元を扱うのは難しい．しかしながら，ATRGはその特性上，常に隣り合った 2

つのテンソル同士で分解，縮約を行うため，実際には同時に 4つの基本テンソルを GPU上に保
持する必要はない．さらに，Triad表現を作るステップや isometryを求めるステップでは 2台の
GPUにそれぞれ 2つずつのテンソルを分配し，縮約及び SVDを行えば，メモリコストを削減し
つつ半分の計算時間に抑えることが可能である．また，Triad-ATRGではサブネットワーク Γが
Canonical formではないため，E,F, I, J 及びG,H,K,L単体では計算が行えないが，各GPU上
で先に式 (4.15)を計算し，プロセス通信を行うことで実装が可能である．最終の縮約ステップで
は，E,F, I, J, {M}とG,H,K,L, {N}を n台のGPUに分配する．この際，縮約に関わらないE

表 4.2: 各ボンド次元での基本テンソルのメモリコスト

D サイズ (GB)

45 1.37

50 2.33

55 3.75

60 5.79

65 8.64

70 12.5
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とH の 1つ目の添え字は各GPUに均等に分配することで，1台での計算よりおおよそ n倍の効
率化を図ることができる．表 4.3に各ステップでのテンソルの分配の様子を示した．

表 4.3: n台のGPUでの各ステップでのテンソルの分配の様子．E(1 : D/n, :, :, :)は，Eの最初の
添字を 1からD/nだけを用いることを意味する．

GPU ボンド入れ替え Triad表現の構成 Squeezerの導出 Φの縮約 Ψの縮約

GPU 1 RB, RC A,X, σ E, F, I, J, P E(1 : D/n, :, :, :), F, I, J, {M} H(1 : D/n, :, :, :), G,K,L, {N}
GPU 2 None σ, Y,D G,H,K,L,O E(D/n : 2D/n, :, :, :), F, I, J, {M} H(D/n : 2D/n, :, :, :), G,K,L, {N}
GPU 3 None None None E(2D/n : 3D/n, :, :, :), F, I, J, {M} H(2D/n : 3D/n, :, :, :), G,K,L, {N}

...
...

...
...

...
...

GPU n None None None E((n− 1)D/n : D, :, :, :), F, I, J, {M} H((n− 1)D/n : D, :, :, :), G,K,L, {N}

4.3 ボンド入れ替えのオーバーサンプリング

MDTRG [21,44]では，Triad表現の内線に加えて，基本テンソルAとB，CとDを繋ぐ内線も
オーバーサンプルすることで，系統誤差を削減していた．このオーバーサンプルは，縮約ステップ
(図 2.20(e))において，RSVDの第一段階として演算するQQ†のランクを rDにすることで実現され
ていた．ATRGにおいてもボンド入れ替えのオーバーサンプルを考えることが可能である．ATRG

の場合，ボンド入れ替えでオーバーサンプリングした内線は次のステップでの基本テンソルAとB，
C とDを繋ぐ内線と同じ大きさになる．このオーバンサンプリングパラメーターを rbondとおく
と，ボンド入れ替えでは式 (2.66)において，β, α, p, qがそれぞれ rbondD, rbondD, rbondD

2, rbondD
2

の大きさを持つようになる．したがってボンド入れ替えでは，

(4.21)

のような縮約を行う．ここで青色の点線は rbondDの大きさを持つ．したがって，ボンド入れ替え
のコストは，O(qr4bondD

6)となる．q = O(D)と取った場合，計算コストは O(r4bondD
7)となる．

ボンド入れ替え後のサブネットワークは，図 4.5のようになる．
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図 4.5: ボンド入れ替え後のサブネットワーク．青色の点線は rbondDの大きさを持つ．

この時，O(r2bondD
5)のメモリコストを持つ基本テンソルが 2つ生まれてしまう．例えばD =

40, rbond = 5と取った場合，20GB近くのメモリが必要になる2．従ってボンド次元を大きくする
ことが困難になる．また，ボンド入れ替えをオーバーサンプリングした場合，最終の縮約のコス
トはO(r2bondD

9)となり，元のATRGの数十倍の計算コストになってしまい困難である．
上記の問題は，Triad-ATRGの内線オーバーサンプリングを考えることで解決できる．このア

ルゴリズムを以下，ILO Triad-ATRG (Internal Line Oversamoling Triad-ATRG)と呼ぶ．Triad-

ATRGの場合，ボンド入れ替えの後，式 (2.71,2.72)の縮約を行わず，QB, QC , Ubond, σ, V bond†

を用いて Γのグラム行列を作り Triad表現に移行することが可能である．例えば，次のようなグ
ラム行列を縮約し，UAを求めることができる．

(4.22)

このようにして UA, UX , UY , UD, を求めた後，通常の Triad-ATRG同様に Triad表現に移行で

2原理的には X, Y を作らずに，squeezerの導出と縮約ステップで QB , QC の添字を分割すればメモリコストは増
えない．ただしこの場合でも ATRGの r2cond 倍の特異値を使用しているコストがかかる問題は変わらない．

45

Soryushiron Kenkyu



4.3. ボンド入れ替えのオーバーサンプリング 第 4 章 研究 (アルゴリズム)

きる．例えば，F, J を求める際は以下のように縮約する．

(4.23)

このようにして得た Triad表現に対し，squeezerを求め，縮約を行う．縮約ステップでは以下の
ようなネットワークを縮約する．

(4.24)

この計算コストは，O(r2r2bondD
7)である．従って oversampled Triad-ATRGの計算コストのボト

ルネックとなるのは，ボンド入れ替えのO(r4bondD
7)と縮約ステップのO(r2r2bondD

7)となる．こ
のコストは Triad-ATRGよりも大きいが，ATRGの O(D9)よりは小さいため，実現可能である
と考えられる．
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第5章 数値計算結果

本章では，Triad-ATRGを用いた具体的な数値計算結果を 4次元の Isingモデルを用いて示す．
なお，本研究ではCPUでのスケーリング計測以外の計算はすべて yukawa21及び SQUIDのGPU

ノードにて行っている．

5.1 CPUでの計算コストのスケーリング

ATRGの計算コストがO(D9)であるのに対し，Triad-ATRGの計算コストはO(D7)にとなる
事が前章で示された．この計算コストが実際に成り立っていることを確かめるために，1コアの
CPUを用いて計算時間を計測したものが以下である (図 5.1)．計算条件は q = 20，N = 10244と
おいた．また，Triad-ATRGでは r = 7としている．実線がそれぞれ理論予想のスケーリングを
表す．図 5.1より確かに ATRGと Triad ATRGの計算コストはDが大きい領域で理論通りにス
ケールしていることがわかる．またD = 31において Triad-ATRGは ATRGに対して 10倍ほど
の速度向上が見られているのは特筆すべき点であり，実際の計算で用いるD = 50などではおよ
そ 20倍程度の速度向上が見込まれることになる．これらの結果より，Triad-ATRGは ATRGよ
りも効率的に計算が行えることが確認された．
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Triad-ATRG,r = 7

D9

D7

図 5.1: 実行時間の計測．Dが大きい領域でATRGはD9，Triad ATRGはD7のスケーリングに
従っていることが確認できる．
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5.2 GPUでの計算時間のスケーリング

次に，yukawa21において 2台のGPUを用いて自由エネルギーを計算した計算時間のスケーリ
ングを図 5.2に示す．ATRGでは理論値のO(D9)のスケーリングに比べ，O(D8)のスケーリング
を示している．この結果は， [90]において示されていた計算時間のスケーリングの向上を，高次
元においても達成したことを意味する．これは [15]において 2D個のCPUプロセスで計算された
スケーリングと同じであり，2台のGPUでの計算のみでスケーリング向上が達成されているのは
特筆すべき点である．
次にTriad-ATRGでの結果に関して述べる．ATRGがO(D)のスケーリング改善であったのに

対し，Triad-ATRGでは理論値のO(D7)に比べO(D6)よりも低いスケーリングに従っている．こ
れは，ボトルネックとなる縮約計算時のメモリ空き容量が関係していると考えられる．なぜなら
Triad-ATRGにおいては縮約時にD5 の基本テンソルを有する必要がないため，大きなブロック
サイズをとることが可能であり，GPU上でのインデックスの入れ替えやアロケーションにかかる
一定のコストを減らすことができるためである．以上の結果より，大きなボンド次元計算をGPU

クラスタ上で実行する際には，より低いスケーリングを示す Triad-ATRGが有利であると考えら
れる．
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図 5.2: 2台のGPUを用いた実行時間の計測．Dが大きい領域で ATRGはD8，Triad-ATRGは
D6以下のスケーリングに従っていることが確認できる．
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5.3 自由エネルギーの精度

次にTriad-ATRGの精度について考察する．ATRGで最も特異値を切り捨てるのはボンド入れ
替えのステップであり，その切り捨て誤差よりも Triad表現の切り捨て誤差が小さければ，定性
的にはATRGと同じ精度を与えるであろうことが予想できる．実際に自由エネルギーの収束を比
較したものが図 5.3である． Triad-ATRGの結果は r = 7，r = 20ともに ATRGでの結果に収
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図 5.3: 自由エネルギーの計算．両手法は高い精度で一致している

D ATRG r = 7 r = 20

38 -4.9359676 -4.9359235 -4.9359646

40 -4.9362060 -4.9361825 -4.9362026

42 -4.9362695 -4.9362360 -4.9362648

44 -4.9363974 -4.9363340 -4.9363918

46 -4.9364809 -4.9364227 -4.9364746

48 -4.9365426 -4.9364745 -4.9365357

50 -4.9366373 -4.9365787 -4.9366312

52 -4.9366769 -4.9366039 -4.9366695

54 -4.9367035 -4.9366392 -4.9366959

表 5.1: r = 7, 20での Triad-ATRGとATRGの自由エネルギーの数値．
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束条件精度の範囲内で一致していることがわかる．具体的な数値を表 5.1に示した．D = 54では
ATRGとの差異は 0.0013%(r = 7), 0.00015%(r = 20)となっている．これに対し，ATRGの結
果はボンド次元に対し収束しておらず，例えばATRGのD = 48とD = 54の差異 0.0032%程度
であり，これはD = 54での Triad-ATRGとの差異よりも大きい．したがって，Triad-ATRGは
ATRGと収束条件精度内で同等な結果を与えていると解釈できる．従って [21]において指摘され
ていた，Γ自体の分解が大きな系統誤差を生まないという結果はATRGでも有効であることがわ
かる．以上から，自由エネルギーの計算ではTriad-ATRGはATRGと同等の精度を持つことが確
認された．

5.4 相転移点の精度

次に，4次元 Isingモデルの相転移点の精度の検証を行う．相転移点は，D = 13のHOTRG [15]

において Tc = 6.650365(5)と求められており，ATRGにおいてはD = 38において，HOTRGか
ら 0.12%の差異があった．また，近年のモンテカルロ法による計算 [87]では，Tc = 6.6803040(5)

と求められており，テンソル繰り込み群によるものと大きな差異がある．
本研究では先行研究と同様の方法で，ATRG，r = 7，10，15，20の Triad-ATRGでその収束精

度を調査する．テンソル繰りこみ群において Isingモデルなどの Zn対称性を持つ理論の相転移を
検出するうえで有用な量が [91]で導入された

X(m) =
(TrA(m))2

Tr(A(m))2
, with A

(m)
kl =

∑
T
(m)
i1i2i3ki1i2i3l

(5.1)

である．T (m)はm回目の粗視化を行った基本テンソルである．この量はA(m)の一番大きな固有
値の縮退度を数えており，基底状態の縮退度に相当する．Z2対称性が破れた秩序相ではX = 2，
非秩序相ではX = 1に収束する．X(m)のATRGとTriad-ATRGでの相転移点付近での典型的な
ふるまいが図 5.4a,5.4bである．図より，どちらの手法もある温度を境にX(m)の値が 2と 1に収
束することがわかる．
以上の背景をもとに，複数のD, rでの相転移点を比較したものを図 5.5に示す．誤差棒は本研究

の数値計算で用いた温度の解像度を表す．この結果よりD = 54において，ATRGとTriad-ATRG

の差異は，r = 7で約 0.1%, r = 10で約 0.05%であることがわかる．また，r = 20と取るとATRG

との差異は 0.01%程度に収まる．以上より，Triad-ATRGは十分な精度で相転移点が求められて
いることがわかる．さらに，Triad-ATRGの計算ではD = 70までの計算が可能になり，D > 54

での相転移点のDに対する収束性は，D < 54までの収束性に比べて向上していることが図より
わかる．ただし，Triad-ATRGの結果もボンド次元Dの大きさに対して収束していないため，さ
らなる大きなDでの比較をしなければ収束値の精度については不明であることに注意が要する．
特筆すべき点として，相転移点はどのDにおいてもモンテカルロ法の Tc = 6.6803040(5)よりも
低い値を示す傾向にある点が挙げられる．
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図 5.4: (a) ATRGでのX(m)の振る舞いと (b) Triad-ATRGでのX(m)の振る舞い
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図 5.5: ATRG,Triad-ATRGでの相転移点の比較．誤差はそれぞれの計算での温度の解像度であ
る．
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5.5 内部エネルギーの計算

相転移点や自由エネルギーは，impurity テンソルを含まないネットワークのみで計算可能な
物理量であった．本節では，impurityテンソルを含むような内部エネルギーの精度が ATRGと
Triad-ATRGにおいてどのように変わるのかを調べる．内部エネルギーは，式 (2.37)で定義され
たネットワークを縮約することによって計算される [13]．図 5.6に D = 54における ATRGと
Triad-ATRGの結果を示す．ただし r = 20と取った．両者の結果は，相転移点の立ち上がり場
所が異なるため，低温側と高温側で振る舞いが異なるが，高温側 (T = 6.67475)では，0.002%の
差異，低温側 (T = 6.674)では 0.2%でありどちらも十分小さい差異であると言える．以上から，
impurityテンソルが含まれたネットワークでも，Triad-ATRGはATRGと同等の精度を持つと結
論付けられる．
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図 5.6: D = 54における，ATRGと Triad-ATRG(r = 20)の内部エネルギーの比較．横軸は温度
である．紫のバンド，緑のバンドはそれぞれATRGと Triad-ATRGでの相転移点を示している．

5.6 HOOIによるTriad表現

Triad-ATRGは，オリジナルのATRGのサブネットワーク ΓにHOSVD [27]を用いた近似を行
うことで，低ランクのテンソルに近似するアルゴリズムであった．本節では，HOSVDで求めた
Triad表現に対し，HOOI [26]を用いた近似を行い，その精度を調べる．初期の isometryである
UA, UX , UY , UD を HOSVDによって求めたものとし，アルゴリズム 1の手順を行った．ただし
反復回数は 200回とした．図 5.7に，D = 40における，各ステップmにおける HOSVDによる
Triad表現による Γのノルムと，そのネットワークにHOOIを用いた Triad表現のノルムの比

∥ΓHOOI∥F
∥ΓHOSVD∥F

(5.2)
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図 5.7: D = 40における各繰り込みステップでのHOOIとHOSVDのノルムの比．

を r = 7において粗視化ステップごとに示した．ただし，次のステップで用いる繰り込まれたテ
ンソルは，HOOIによる近似のものを用いた．図より，各くりこみステップにおいて，HOOIは
HOSVDよりも大きなノルムを達成する傾向にある事がわかる．この意味で，HOOIによるサブ
ネットワークの近似は，元のサブネットワークのノルムをよく近似している．
次に，D = 40においてHOOIを用いた各ステップごとの自由エネルギーと，HOSVDのみを用

いた場合の自由エネルギーの収束値を図 5.8に示す．図より，HOOIは HOSVDのみを用いた場
合よりも正確な Γの近似を与えるにも関わらず，自由エネルギーの計算ではHOSVDのものより
も大きい場所へ収束するということがわかった．これは，元のATRGとの誤差がHOSVDの場合
よりも大きくなっていることを示している．これには次の二つの理由が考えられる．

・ HOOIは変分法により isometryを作成するので，結果として元のATRGが持つ特異値の対
称性などを壊しており，自由エネルギーの精度低下に繋がっている可能性がある．

・ HOSVDによる近似がもとより自由エネルギーを過大評価しており，HOOIによる近似がそ
れを修正している可能性がある．

しかしどちらであっても，HOOIによる自由エネルギーの差異は Triad-ATRGの収束精度よりも
十分小さく，また局所解を得るために反復回数も大きく取る必要があり，計算コストの観点でも
HOOI表現を用いるのは現実的ではない．したがってTriad-ATRGにおけるHOSVDによる近似
は，既に十分な精度を持っており，計算コストの観点からも妥当であると言える．
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図 5.8: D = 40における各繰り込みステップでのHOOIの自由エネルギー．点線はHOSVDによ
る自由エネルギーの収束値で，右下はその拡大図である．

5.7 ボンド入れ替えのオーバーサンプリング

本節では，ボンド入れ替えのオーバーサンプリングの効果を検証する．図 5.9に，ATRG,Triad-

ATRG,そして rbond = 5, r = 7とおいた ILO Triad-ATRGの自由エネルギーの結果を示す．ボ
ンド入れ替えのオーバーサンプリングをした場合，すべてのボンド次元でATRGよりも低い自由
エネルギーを達成している．特にD = 40の結果であってもD = 70とおいた Triad-ATRGより
も低い自由エネルギーであることは，特筆すべき点である．このことから，ATRGにおいて最も
近似が激しいボンド入れ替えをオーバーサンプルすることは，劇的な精度向上をもたらすことが
わかる．しかしながら，現在の手法の場合，並列化できないボンド入れ替えの計算コストがボト
ルネックになり得る．仮に r = 1と取ってもボンド入れ替えの計算量はO(r4bondD

7)で固定されて
いるので，計算量は変わらない．したがって，並列向けのボンド入れ替えの手法を開発すること
が今後必要となる．
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図 5.9: ILO Triad-ATRGと通常の Triad-ATRG(rbond = 1)の自由エネルギーの比較．

5.8 4次元イジングモデルの相転移の性質

5.8.1 内部エネルギーの体積依存

本節では，4次元イジングモデルでの数値計算が厳密な結果と一致しているかどうかを調べた．
まず，HOTRGによる先行研究 [13,15]で指摘されていた，弱い一次相転移の様相が現れるかを調
査する．厳密な結果 [75]によれば，このモデルは二次相転移を示す．先行研究では，内部エネル
ギーが相転移点でギャップを持つこと，及び内部エネルギーが相転移点で体積を増やすと交差す
る計算結果が得られていた．これは，弱い一次相転移の特徴である [92]．
本研究では，まずD = 50のATRGと Triad-ATRG(D = 50, r = 20)で内部エネルギーの体積
依存性をしらべた．図 5.10a，5.10bはそれぞれ，D = 50におけるATRG,Triad-ATRGの内部エ
ネルギーの体積依存性である．ともに体積を増やすにしたがって内部エネルギーの交差が起きてい
ることがわかる．また，どちらも相転移点において有限な飛びが観測された．したがって，D = 50

ではどちらの手法も先行研究と同じ弱い一次相転移を示していることがわかる．
図 5.11a，5.11b,は，D = 54におけるATRGとTriad-ATRG(r = 20)の内部エネルギーの体積

依存を示している．どちらのアルゴリズムでも，有限の内部エネルギーの飛びは起こっていない
が，体積の増加による交差は同様に確認された．注意すべき点としてエネルギーの飛びは，温度
の解像度が低いため捉えられていない可能性がある．
いずれにせよ，Triad-ATRGの内部エネルギーの体積依存性は，ATRGと同様の振る舞いを見

せることが以上のことからわかる．これらを踏まえて，次に，Triad-ATRGを用いてボンド次元を
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図 5.10: 内部エネルギーの体積依存の比較
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図 5.11: 内部エネルギーの体積依存の比較

更に大きくした計算を行った．図 5.12に示すように，D = 70, r = 20においてはTriad-ATRGで
も交差が起きていることが確認された．また，この場合でもD = 50の場合のような有限のギャッ
プはやはり観測されなかった．
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図 5.12: D = 70, r = 20の Triad-ATRGにおける内部エネルギーの体積依存．

したがってD = 70, r = 20でも有限のギャップは観測されていないが，体積の依存性は弱い一
次相転移のものと一致していることがわかった．

5.8.2 臨界指数

厳密な結果によれば，4次元イジングモデルの臨界指数は，摂動論から予想される，式 (3.7-3.11)

で表される対数の補正を除いて，平均場のものと一致する事が知られている [75–77]．この事実を
用いて，現在の TRG計算が正しい臨界指数を与えているかを調べる．

まず，対数補正がないと仮定した場合について考える．スケーリング理論によれば，磁化mは
逆温度 τ = (T − Tc)/Tcと磁場 hの関数として，

m

h
1
δ

= f

(
τ

h
1
βδ

)
(5.3)

と書くことができる．ここで，β, δは臨界指数，fはスケーリング関数である．ただし，hは f(0) = 1

を満たすように規格化されている．式 (5.3)によれば，複数のhで計算した結果を正しく規格化すれ
ば，1つのスケーリング関数上に乗るはずである．図5.13に，D = 50におけるTriad-ATRG(r = 20)

において，平均場の臨界指数を仮定した場合と，平均場以外の臨界指数を仮定した場合のスケー
リングの比較を示す．図より，平均場の臨界指数を仮定した場合は，スケーリング関数が hに依
存しているのに対し，平均場からずれた臨界指数を仮定した場合は，全ての点が同じスケーリン
グ関数上に乗っていることがわかる．すなわち，対数補正がないと仮定した場合にはD = 50では
正しい臨界指数を計算できていないことがわかる．
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(b) 平均場以外の臨界指数を仮定した場合．

図 5.13: Triad-ATRG(D = 50, r = 20)における scaling collapseの比較．

次に，式 (3.7-3.11)で定義される対数補正を考慮した場合について考える．対数補正を考慮した
スケーリング関数は，τ = |T − Tc|/Tcとして

m

h1−
γ
∆ | ln |h||γ̃+

γ∆̃
∆

= f

(
τ∆ |ln |τ ||∆̃

h

)
(5.4)

で表される [93]．ここで，∆ = 3
2 , γ = 1である．また，Isingモデルが ϕ4理論と同じユニバーサ

リティクラスに属すると仮定した場合，∆̃ = 0, γ̃ = 1
3 となる [93–95]．図 5.14,5.15に，D = 50に

おけるTriad-ATRG(r = 20)において，対数補正を仮定した場合と，対数補正を仮定しない場合の
低温相でのスケーリングの比較を示す．図より，対数補正を仮定した場合と仮定しない場合では，
対数補正を仮定した場合の方が同じスケーリング関数上に乗っていることが見て取れる．従って，
D = 50においては，ϕ4理論と同じ臨界指数を仮定した場合には，対数補正の存在を支持している
ことがわかる．

58

Soryushiron Kenkyu



5.8. 4次元イジングモデルの相転移の性質 第 5 章 数値計算結果

0 5 10 15 20 25

=" jln j= jj ~"

h

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

m

h
1!

. "
jl
n
jh

jj~.
+
.

~ " "

" =
3

2
; . = 1; ~" = 0; ~. =

1

3

h = 0:01
h = 0:02
h = 0:03

(a) 対数補正を仮定したスケーリング．
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(b) 臨界点付近でのプロット．

図 5.14: Triad-ATRG(D = 50, r = 20)における対数補正を仮定した scaling collapseの比較．
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(a) 対数補正を仮定していないスケーリング．
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(b) 臨界点付近でのプロット．

図 5.15: Triad-ATRG(D = 50, r = 20)における対数補正を仮定していない scaling collapseの比
較．
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第6章 結論と考察及び展望

6.1 結論と考察

本研究では，有限密度格子QCDの第一原理計算などへの応用が期待されているテンソル繰り込
み群のアルゴリズムが，4次元において計算コストが増大するという問題に対して，4次元におい
て広く用いられているATRGの計算コストの大幅な削減方法として Triad-ATRGを提案した．
節 4.1ではボンド入れ替え後のサブネットワーク Γに対する HOSVDを考えることによって，

Triad表現を導入した．このとき，canonical formを用いて計算コストを削減し，並列計算向けの
アルゴリズムを同時に提案した．Triad-ATRG，は，ATRGの縮約ステップにおいて，内線を低
いランクに近似することで，計算コストをO(D9)→ O(r2D7)に削減した．これは，節 5.1におい
て，CPUでの計算時間のスケーリングを測定することで実証することができた．
また，節 4.2では，高次元におけるテンソル繰り込み群のGPUアルゴリズムを示し，節 5.2に
おいて，ATRG，Triad-ATRGともに大幅な計算コストを削減が可能であることを示した．特に，
Triad-ATRGはO(D6)以下のスケーリングを示しており，今後 4次元系をGPUクラスタ上など
で解析する上で，強力かつスタンダードな手法となる可能性を示唆している．
節 5.3では，Triad-ATRGの自由エネルギーの精度を ATRGと比較し，Triad-ATRG複数の r

でATRGと同等の精度を持つことを示した．また，節 5.4では，D = 54, r = 20において相転移
点がATRGとほぼ同等の精度で求められることも確認された．また，高速化されたアルゴリズム
によって，D = 70にまで自由エネルギーと相転移点を計算し，D > 54において相転移点のボン
ド次元に対する収束性の改善が確認された．
節 5.5では，impurityテンソルを含む内部エネルギーの計算を行い，D = 54, r = 20において

ATRGと同等の結果が得られることを示した．また，節 5.6において，ΓのHOSVDによるTriad

表現が十分なサブネットワークの近似になっていることが確認された．従って，Triad-ATRGア
ルゴリズムはATRGと同等の精度を持ち，かつ大幅な計算コストの削減を達成した．
節 4.3では，従来のATRGでは行われていないボンド入れ替えのオーバーサンプルのアルゴリ
ズムを，Triad-ATRGと組み合わせたアルゴリズムである ILO Triad-ATRGを提案し，節 5.7に
おいてATRGよりも大幅に低い自由エネルギーを達成できることを数値計算で示した．
上記に示した結果から，Triad-ATRGは 4次元において計算のスケーリングを大幅に削減し，な

おかつ自由エネルギー，物理量ともにATRGに匹敵する十分な精度を持っていると言える．した
がって従来のATRGよりも効率的なアルゴリズムである．また，ボンド入れ替えのオーバーサン
プリングが可能であるため，ATRGを超える高精度な計算を実現できることも明らかになった．
これらの特性から、Triad-ATRGは将来の 4次元系の計算における応用可能性が非常に高いと結
論づけられる．
節 5.8では，実際に上記で軽量化されたアルゴリズムである Triad-ATRGを用いて，4次元イ
ジングモデルの相転移点の性質を調査した．先行研究 [75, 76]において D = 13の HOTRGで
示されていた弱い一次相転移の描像は，有限のギャップと体積依存性の交差として D = 50の
ATRGとTriad-ATRG(r = 20)において再現された．また，D = 54においては，ATRGとTriad-

ATRG(r = 20)において有限のギャップは観測されなかったが，体積依存性は弱い一次相転移の
ものと一致していた．さらにボンド次元を上げ，D = 70において計算した結果，定性的振る舞い
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はD = 54と変わらなかった．
以上のことから，Triad-ATRGでの内部エネルギーの体積依存性は二次相転移のものとは異なっ

ている．また，本研究で求められた臨界温度は，モンテカルロ法によるものとは大きく異なって
いる．これらのことは，現在のテンソル繰り込み群計算では，4次元 Isingモデルの性質を正確に
捉えることができていない可能性，または対数補正などが内部エネルギーの体積依存性の計算に
影響を与えている可能性が示唆される．これは，過去のATRGを用いた先行研究 [18]において，
強結合極限で Isingモデルに一致する ϕ4理論の計算において 3次元の二次相転移の場合は内部エ
ネルギーが交差しないが，4次元の二次相転移の場合では交差する例が存在することが知られてい
たが，本研究によってそれが強く裏付けられた．
また，スケーリング関数を用いた臨界指数の計算では，以下の二つの可能性が本研究の結果より
示唆された．

(1) 対数補正を仮定していない場合において，Triad-ATRGが間違った臨界指数を与えている
可能性．

(2) 対数補正を仮定した場合において，Triad-ATRGが正しいスケーリングと臨界指数を与え
ている可能性．

(1)のシナリオの場合，Triad-ATRG(及びATRG)が相転移を正しく捉えられていない事を意味す
る．これは，D = 50において相転移点がモンテカルロ法のものと大きく異なること，内部エネル
ギーの飛びがある事，体積の増加による交差が存在する事，臨界指数が厳密解から異なっている
事から推測される．この場合，精度の不足の原因として考えられるのは，ボンド次元の大きさの
不足及び，内部相関の取り扱いの不備である．ATRGのようなテンソル繰り込み群アルゴリズム
は，不要な内部相関をうまく除去できていないことが知られており，その影響の蓄積によって誤
差が増大する．この影響が，本研究や先行研究での計算結果に現れている可能性がある．この問
題は特に，エンタングルメントエントロピーが増大する高次元において深刻であると考えられて
おり [96, 97]，2次元系ほどの高精度を実現するには，よりボンド次元を大きくするか，Gilt [98]

のような近距離相関を正しく繰り込むアルゴリズムを取り扱うことが重要であると考えられる．
(2)のシナリオの場合，Isingモデルには ϕ4理論と同じくスケーリングに対数補正が現れる可能性
を強く示唆する．これは，Triad-ATRGの計算が V = 10244の大体積で行われており，モンテカ
ルロ法のような有限サイズスケーリングに頼らず，熱力学極限での計算を行う事により，対数補
正を正確に捉えることができている可能性がある．現在，4次元の Isingモデルのモンテカルロ計
算 [87]では，最大 V = 2564の体積において，有限サイズスケーリンズ仮説を用いて比熱を計算し，
ϕ4理論と異なるユニバーサリティクラスであると結論付けられている．しかしながら，V = 2564

は，Triad-ATRGの V = 10244に比べて十分な体積であるとは言えず，また有限サイズスケーリ
ングによるフィッティングでは対数補正を捉える事が難しく1，スケーリング関数の仮定に依存す
る結果が得られているため，有限サイズスケーリングによる解析が適切でない可能性がある．た
だし，モンテカルロ法による計算では比熱の特異性のみを調査しているため，本研究での磁化の
計算との直接的な比較は難しいことは注意する必要がある．
以上では 2つのシナリオを示したが，現在時点の臨界指数の計算では十分なデータ点数がなく，

データのフィッティングを行うことが難しいため，どちらのシナリオであるかは明確にはわから
ない．また，対数補正がある場合でも，ϕ4理論と Isingモデルが同じユニバーサリティクラスに
属するという厳密な証明はないため，パラメーターの選択にも疑問が残る．しかしながら，熱力
学極限による数値計算において，対数補正を支持する結果が得られたことは，Isingモデルのユニ
バーサリティクラスの問題に大きな進展を与える．

1有限サイズスケーリングによる比熱の解析では，(lnL)
1
3 のような項をフィッティングするが，L = 1024と L = 16

でも 1.35倍ほどの差しかない．
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6.2 今後の展望

上記で述べたとおり，Triad-ATRGは 4次元のテンソル繰り込み群計算を大幅に効率化するも
のであり，更なる応用が期待される．従って，今後の展望として，フェルミオン系や，ゲージ系
の応用が挙げられる．また，ボンド入れ替えのオーバーサンプリングは更なる精度向上を達成す
る事が示唆されたため，更なるボンド次元の拡張を行い，精度を調査する事が望ましい．そのた
めに，ボンド入れ替えの並列化アルゴリズムを開発することは喫緊の課題である．また，Isingモ
デルの対数補正の有無を明確にするため，さらに大きなボンド次元において臨界指数の計算を行
うことも重要である．
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A 特異値分解に関する定理の証明

A.1 Theorem 1の証明

この証明は主に [99]を参考にした．

Proof. まず，A†Aが半正定値行列であることを示す．A†Aはエルミート行列であり，ユニタリ対
角化が可能である．その固有値と固有ベクトルをそれぞれ λi,vi (i = 1, . . . , n)とおくと，

λi = ⟨vi, A†Avi⟩ = ⟨Avi, Avi⟩ = |Avi|2 ≥ 0 (A.1)

が成り立つので，A†Aは半正定値行列である．したがって σi =
√
λiをすべての固有値に対して定

義することができる．ここで，次元定理より，rankA+ dim(KerA) = n

rankA†A+ dim(KerA†A) = n
(A.2)

であり，二つの行列の核について考えると，あるベクトル xに対して，

・ Ax = 0⇒ A†Ax = 0は自明．

・ A†Ax = 0⇒ Ax = 0は，0 = ⟨x, A†Ax⟩ = |Ax|2より従う．

より，

Ax = 0⇔ A†Ax = 0 (A.3)

なので，dim(KerA) = dim(KerA†A)が成り立つので，式 (A.2)より，rankA = rankA†Aを得る．
対角化可能な行列の非ゼロの固有値の数は，階数に一致するので rはA†Aの非ゼロ固有値の数で
ある．したがって，

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σn = 0 (A.4)

として σiを再定義し，

ui =
1

σi
Avi (1 ≤ i ≤ r) (A.5)

と定義すると，

AA†ui = σ2
i ui (A.6)

より，uiは AA†の固有ベクトルである．また，rankA = rankA† = rankAA†より，AA†の非ゼ
ロの固有値も r個である．また，

⟨ui,uj⟩ =
1

σiσj
⟨vi, σ2

jvi⟩ = δij (A.7)
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A.2. THEOREM 2の証明 第 A 章 特異値分解に関する定理の証明

より，{u1, . . . ,ur}は Cr上の正規直行基底である．特異値と uiの定義，式 (A.3)より，

Avi =

σiui (1 ≤ i ≤ r)

0 (r + 1 ≤ i ≤ n)
(A.8)

であるので，Aは正規直行基底 {v1, . . . , vn}をそれぞれ {u1, . . . ,ur,0, . . . ,0}に射影するから，A
のスペクトル分解は，

A =
r∑

i=1

σiuiv
†
i (A.9)

で与えられる．また，正規直行基底 {u1, . . . ,ur}を拡張して，{u1, . . . ,um}を用いれば1，U =

(u1 · · · um), V = (v1 · · · vn)と定義でき，式 (A.9)の行列表現として式 (2.1)を得る．

A.2 Theorem 2の証明

Proof. この証明では，von neumann’s trace inequality [100]

|tr[AB]| ≤
min(m,n)∑

i=1

σA
i σ

B
j (A.10)

を用いる．ただし σA
i , σ

B
j はそれぞれ A,Bの特異値である．これを用いると，rankB = k < rの

行列Bにおいて，

||A−X||2F = ||A||2F − 2⟨A,B⟩+ ||B||2F

≥
r∑

i=1

[
(σA

i )
2 − 2σA

i σ
B
i + (σB

i )
2
]

=
k∑

i=1

(
σA
i − σB

i

)2
+

r∑
i=k+1

(σA
i )

2 (A.11)

が成り立つ．ただし σB
k+1 = · · · = σB

m = 0であることを用いた．式 (A.11)を最小化するのは,

σA
i = σB

i , (1 ≤ i ≤ k)

が成立するときである．式 (2.9)のX はこの条件を満たす．

1(u1, . . . ,ur)
†x = 0の解を直行化すればよい．
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B 繰りこみ群とスケーリング則

本章では，繰り込み群とスケーリング則について，簡潔にまとめる．本章は主に [101]を参考に
している．繰り込み変換とは，系のスケールを変換するような写像である．例として，以下のよ
うな結合定数で貼られる理論の集合 Sを考える．

S = (ある対称性を満たすような運動項が規格化された作用積分の集合で，カットオフがΛのもの)

スケール tの繰り込み変換Rtは，S ∈ Sとしたときに，次のような性質を満たす写像である．

(1) Rt : S → St (St ∈ S)

(2) Rt(Rs(S)) = Rt+s(S)

(3) Z[S] = Z[St]

(4) ξ(St) =
ξ(S)
et

ただし，Z[S]は理論 Sの分配関数，ξ(S)は理論 Sの相関長である．Rtは，t倍だけ系のスケール
を粗視化するような理論である．Rtは (半)群をなすので，この群を繰り込み群と呼ぶ．
具体的な繰り込み群の例として，2次元のスピンに対して，ブロックスピン変換を考えてみる．図
1.1のように，隣接したN 個のスピンの平均を取り，新たな繰り込まれたスピンを定義する．例
えば，

ϕB
n =

1

NCB

N∑
i,j=0

ϕn+i1̂+j2̂ (B.1)

のようにして新たなスピンを定義する．CB は規格化因子である．この操作がスケールN の繰り
込み変換の定義を満たしていることは，容易に確認できる．例えば，分配関数は，

Z =

∫
Dϕe−S[ϕ] (B.2)

=

∫
DϕDϕBδ(ϕB

n −
1

N2CB

N∑
i,j=0

ϕn+i1̂+j2̂) e
−S[ϕ] (B.3)

=

∫
DϕB e−St[ϕB ] (B.4)

のように普遍に保たれている1．繰り込み変換で新たにできた理論 Stは ϕBで記述される有効理論
である．繰り込み変換では，高エネルギー (近距離)の情報は失われてしまうが，低エネルギーで
は同じ物理を記述する2．
上記では繰り込み変換の例として，ブロックスピン変換を取り扱ったが，高運動量の成分を直

接積分することによって，連続的な繰り込み変換も容易に構成できる．したがって，tを連続変数
1このようにスピンの数が 1/N2 になった新たな粗い格子を作成した場合，物理的な距離は普遍であるので，格子間

隔で数えた場合には元の系の相関長は新たな格子の相関長の N 倍になることも容易にわかる．したがってこの例では
t = N である．

2実際，相関関数などの期待値は両者の理論で一致する．
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第 B 章 繰りこみ群とスケーリング則

として，Rtを定義することができる．tをあるパラメーターとみなせば，繰り込み変換に対する
微分方程式を書き下すことが可能である．いま，微小な繰り込み変換Rδtを考える．このとき，

Rδt(St) = St+δt (B.5)

であるので，δt→ 0として，

G(St) = lim
δt→0

Rδt(St)− St

δt
(B.6)

とすると，

dSt

dt
= G(St) (B.7)

という微分方程式が得られる．これを繰り込み群方程式と呼ぶ．この方程式は，あるパラメーター
tに沿った繰り込み群の流れを与える．Wilsonは，相関長が無限の部分空間である臨界面 Scrの存
在を仮定した．すなわち，

Scr = {S | ξ(S) =∞} (B.8)

である．ただし簡単のために臨界面は一つであると仮定した．この臨界面上の理論は，繰り込み
変換によっても臨界面上に留まることが容易にわかる．すなわち

Rt(S) ∈ Scr for any S ∈ Scr (B.9)

である．この臨界面上の理論に無限回の繰り込み変換を行うと，ある繰り込み普遍な固定点 S∗に
収束する．

lim
n→∞

Rn
t (S) = S∗ for any S ∈ Scr (B.10)

すなわち，臨界面上の理論は実質的に S∗ によって記述される．この固定点は繰り込み群方程式
(B.7)の不動点である．固定点の周りで方程式を線形化することを考えよう．いま，固定点近くの
理論を St = S∗ + δStとおき，方程式を変形すると，

d

dt
δSt = L∗(δSt) (B.11)

となる．ただし L∗はGのヤコビ行列である．L∗の固有値を λk，固有汎函数をOkとおくと，

St = S∗ +
∑
k

gk(0)e
λktOk (B.12)

という解を得る．ただし，St = {g1(t), g2(t), . . . , gn(t)}という表現を用いた．式 (B.12)から，以
下のように固有解の分類を行うことができる．

・ relevant:λk > 0のとき，繰り込み変換によって固定点から遠ざかる解を記述する．

・ irelevant:λk < 0のとき，繰り込み変換によって固定点に収束する解を記述する．

・ marginal:λk = 0のとき，繰り込み変換によって (固定点近くで)変化しない解を記述する．
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第 B 章 繰りこみ群とスケーリング則

RT

図 B.1: 繰り込み群の流れの一例．

したがって，臨界面は relevantパラメーターがすべて 0となる部分空間であることがわかる．臨
界面付近の理論に繰り込み群変換を繰り返すと，relevantな固有値が支配的となって，irelevantな
パラメーターがすべて 0の繰り込まれた軌跡 (Renormaliozed Trajectory)に沿って臨界点から遠
ざかる．この relevantパラメーターは，Isingモデルでは臨界温度 τ = T−Tc

Tc
や hに対応する．繰

り込み変換は低エネルギーの有効理論を記述するから，irelevantなパラメーターは，この意味で
低エネルギーで支配的ではない．図 B.1に繰り込み群の流れの一例を示した．青い面は臨界面で
あり，青い矢印は臨界面上から出発した繰り込み群の流れ，赤い矢印は臨界点近傍から出発した
繰り込み群の流れを示している．RTは固定点から湧き出す流れに乗っている．
いま，固定点に理論を近づけていった時のスケーリングについて考える．繰り込み変換は相関

長を ξ[St] = e−tξ[S] すなわち，長さのスケールを e−t倍にする．系の単位体積あたりの自由エネ
ルギー βf = − 1

V lnZ[S]は，次元解析により，繰り込み変換によって次のようにスケーリングす
ることがわかる．

(βf)[St] = etd(βf)[S] (B.13)

いま，式 (B.12)の標識を用いると，

βf(g1(0), . . . , gn(0)) = e−tdβf(g1(t), . . . , gn(t)) (B.14)

というようにスケールする．irelevantなパラメーターは tをいくらでも大きくとることで 0に収
束するから，有効なパラメーターは relevantなものだけである．
いま，Ising模型のように relevantなパラメーターが2つの場合を考える．λ1, λ2 > 0とし，g1(0) = τ ,

g2(0) = hとし，t = − 1
λ1

ln |τ |とおく．3この時，相関長 ξは，h = 0において，

ξ(τ, 0) = |τ |
1
λ1 (βf)(sgn(τ), 0) (B.15)

3τ → 0に近づける際に，繰り込まれた結合定数を一定に (臨界的な領域から脱出できるように)取るように tを調
整する．
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というスケーリング則を示すことがわかる．すなわち，

ν =
1

λ1
(B.16)

であることがわかる．非熱 C = −∂(βf)
∂τ2

は，

C(τ, 0) = |τ |−2+ d
λ1 (βf)(sgn(τ), 0) (B.17)

とスケールするので，

α = 2− d

λ1
(B.18)

である．また，磁化m = ∂f
∂h |h=0は，

m(τ, 0) = |τ |
d
λ1

−λ2
λ1 (βf)(sgn(τ), 0) (B.19)

のようにスケールするから，

β =
d− λ2

λ1
(B.20)

が得られる．同様に，

γ =
2λ2 − d

λ1
(B.21)

を得る．また，t = − 1
λ2

ln |h|とおけば，同様に

βf(τ, h) = |h|
d
λ2 βf(τ |h|−

λ1
λ2 , sgn(h)) (B.22)

のようにスケールするので，

δ =
λ2

d− λ2
(B.23)

をえる．これらから，スケーリング則

α+ 2β + γ = 2 (B.24)

γ = β(δ − 1) (B.25)

が導かれる．すなわち，臨界指数は，λ1, λ2によって決まる．
また，式 (5.3)は，式 (B.22)より，

m = |h|
d
λ2

−1
f(τ |h|−

λ1
λ2 , sgn(h)) (B.26)

= |h|
1
δ

(
τ

|h|
1
βδ

, sgn(h)

)
(B.27)

のように証明できる．

70

Soryushiron Kenkyu



C TRGアルゴリズムの補足

TRGアルゴリズムは，分配関数などのテンソルネットワークを繰り込み，一つのテンソルに近
似し，そのトレースを取るというものであった．しかしながら実際には，有限のノルムを持つテ
ンソル T を繰り込んでいくと，数値計算がオーバーフローしてしまう．そこで，各ステップごと
にテンソルを規格化する必要がある．規格化として，テンソルのフロベニウスノルムを用いるこ
とにすると，

T̃ (m) =
T (m)

Nm
(C.1)

のように規格化する．ただし，Nm = ∥T (m)∥F である．すると，n回の粗視化後の 1サイトあた
りの自由エネルギーは,

f (n) = −T lnZ(n)

2n
= −T

ln
(
(N0)

2n(N1)
2n−1 · · · (Nn−1)

2 × tTr[T (n)]
)

2n
(C.2)

= −T

(
n−1∑
m=0

Nm

2m
+

tTr[T (n)]

2n

)
(C.3)

のように表せる．
impurityテンソルが含まれている場合は以下のように計算する．N ′

m = ∥S∥F とすると，

⟨ϕk⟩ =
1

Z
tTr

∑
{i}

Si1(k)...id(k)i1(k−1̂)...id(k−d̂)

∏
n ̸=k

Ti1(n)...id(n)i1(n−1̂)...id(n−d̂)

 (C.4)

=
N ′

0(N0)
2n−1N ′

1(N1)
2n−1−1 · · ·N ′

n−1Nn−1 × tTr[S(n)]

(N0)2
n(N1)2

n−1 · · · (Nn−1)
2 × tTr[T (n)]

(C.5)

=
N ′

1N
′
2 · · ·N ′

n−1

N1N2 · · ·Nn−1
× tTr[S(n)]

tTr[T (n)]
(C.6)

と計算できる．
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D 乱択化特異値分解

通常特異値分解を用いた数値計算において必要とされるのは，すべての特異値ではなく，上
位のいくつかの特異値だけである．一般に Full SVDは多くの計算コストを必要とする．例えば
A ∈ Cm×n,m > nの行列の全ての特異値を求めるにはO(mn2)の計算量が必要である．しかし例
えば上位 k個の特異値のみが必要な場合，Arnordi法等を用いればO(mnχ)の計算量になる．これ
はχ << mの時には大きな計算時間の短縮になる．さらにテンソル繰りこみ群では，大きなメモリ
を必要とする中間テンソルを経由せずに，メモリ，計算量を抑えてTruncated SVDを実行するこ
とが可能であるため，非常に有用である．その中でテンソル繰りこみ群計算において得に有用なの
が，乱択化特異値分解 (Randomized Singular Value Decomposition:RSVD) [102]である．RSVD

ではまず，大きな特異値の貼る部分空間を QR分解の反復によって求め，||A − QQ†A||F を最小
化するQを求め，行列のサイズを下げてから SVDを実行する．そのアルゴリズムをAlgorithm 2

に示す. Arnordi法と異なりすべての操作が行列行列積で行われるため，BLASなどのパッケージ
の恩恵を受けやすい．また，一連の操作はターゲット行列Aがテンソルの縮約で表されていても
行うことができることに注意する．トータルの計算コストはO(qmnχ)となっている．

Algorithm 2 RSVD

input: A ∈ Cm×n，反復回数 q，オーバーサンプリングパラメーター p

output: Aのランク rの Truncated SVD A ≃ UΣV †

initialize :l = χ+ pとして，ランダム行列 Ω ∈ Cn×lを生成．
Q← qr(AΩ)

for n = 1, . . . , q do

Ω← qr(A†Q)

Q← qr(AΩ)

end for

U ′,Σ, V † = svd(Q†A)

U ← QU ′

return U,Σ, V †
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E 2次元でのTRGアルゴリズム

TRG法は 2次元では計算コストが比較的軽く，様々なアルゴリズムを選択することが可能であ
る．その中で現在最も広く用いられているアルゴリズムを紹介する．

E.1 Bond-weighted TRG

Bond-Weighted TRGはオリジナルの Levin-Naveのテンソル繰り込み群の改良版として考案さ
れた [103]．そのアルゴリズムはとてもシンプルで，式 (2.39)において，あるハイパーパラメー
ター kによる特異値の分配の比率を行う．

S
[1]
i1(n)i2(n)α

= U even
i1(n)i2(n)α

(Seven
αα )

1−k
2 (E.1)

S
[2]

i1(n−1̂)i2(n−2̂)α′ = (Seven
α′α′ )

1−k
2 V ∗even

i1(n−1̂)i2(n−2̂)α′ (E.2)

B
[12]
αα′ = δαα′(Seven

αα )k (E.3)

S
[3]

i1(n−1̂)i2(n)β
= Uodd

i1(n−1̂)i2(n)β
(Sodd

ββ )
1−k
2 (E.4)

S
[4]

i1(n)i2(n−2̂)β′ = (Sodd
β′β′)

1−k
2 V ∗odd

i1(n)i2(n−2̂)β′ (E.5)

B
[34]
ββ′ = δββ′(Seven

ββ )k (E.6)

ここでB[12], B[34]はボンド上に定義された重みである．この分解は k = 0とした場合，Levin-Nave

の TRGと一致することに注意する．ダイアグラムでこの分解を表すと，図 E.1のようになる．

図 E.1: BTRGの分解．
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E.1. BOND-WEIGHTED TRG 第 E 章 2次元での TRGアルゴリズム

図 E.2: BTRGのアルゴリズムの流れ

分解後，Levin-Nave TRG同様，一つ前のステップで作成したボンド重みを含めた縮約を行い
新たなテンソルを作成する．ボンド重みは，SRG [32]などで用いられる，環境テンソルを平均場
で近似する手法 [104]と類似したものである．BTRGのアルゴリズムの流れを図 E.2に示す．ハ
イパーパラメーター kは，スケール不変なテンソルを得るための以下の定常条件を満たすように
選択される． (

S
1−k
2

)4 (
Sk
)4

= S (E.7)

これを満たす kは，k = −1
2 である．BTRGの計算コストは，オリジナルと変わらずO(D5)であ

り，Levin-Nave TRGや HOTRGよりも正確に自由エネルギーを計算することができる．図 E.3

に，TRG，BTRG，HOTRGの自由エネルギーの厳密解からの相対誤差をボンド次元 χに対して
プロットしたものである (図は [103]より引用)．BTRGは最も正確な自由エネルギーを与えてい
ることがわかる．BTRGをフェルミオン系に適用したGrassman-BTRG [68]や，impurityテンソ
ルを含んだ BTRG [105]も考案されている．
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図 E.3: TRG，BTRG，HOTRGの自由エネルギーの相対誤差．図は [103]より引用．
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E.2 Tensor Network Renormalization

E.2.1 CDLテンソル

従来のLevin-Nave TRGやHOTRGは，実は正しい繰り込み変換を構成できていないという問題
が存在することを小節 2.3.2で述べた．この問題は，TRGやHOTRGなどのTree TensorNetwork

アルゴリズムは，本来繰り込み変換で積分してしまうはずの近距離相関を正しく繰り込んでいな
いことから生じる [5, 91]．
なぜ TRGが正しい繰り込み変換を構成できていないのかを理解するために，CDLテンソルと呼
ばれる最も単純な近距離相関を表すテンソルを考える．CDL構造を持つテンソル T とは，次のよ
うなテンソルである1．

T(i1i2)(j1j2)(k1k2)(l1l2) = δl2i1δi2j1δj2k1δk2l1 (E.8)

図で表すと，以下のようになる．

T(i1i2)(j1j2)(k1k2)(l1l2) = (E.9)

ただし，

δij = (E.10)

である．このテンソルは，ある格子のプラケット内のみで相関を持つような構造を持っており，近
距離相関のみを表すようなテンソルである．したがってこのような近距離の情報は，繰り込み群
においては正しく繰り込まれるべきである．いま，T の SVDは以下のように表せるので，

(E.11)

このテンソルに対し，Levin-Nave TRGを適用すると，図 E.4のようになる．図より，青で表さ
れたループは常に粗視化ステップで繰り込まれるが，赤で表されるループは正しく繰り込まれず，
次の粗視化ステップに残っている．その結果，定数倍を除いてCDLテンソルは繰り込み普遍な固
定テンソルとなっていることがわかる．このように，TRGでは近距離のエンタングルメントの扱

1一般には非自明な特異値の構造を持っていても良いが，簡単のためここではクロネッカーのデルタとした．
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図 E.4: CDLテンソルの繰り込み．青色のループは繰り込まれるが，赤色のループは繰り込まれ
ずに残る．結果として CDLテンソルが固定テンソルとなる．

いが適切でないために，各繰り込みステップにおいて前のステップの近距離の情報が残り続ける．
特に，エンタングルメントエントロピーが増大する臨界系においてこの傾向は顕著であり，結果と
して臨界点付近での精度が著しく低下する．これはHOTRGでも同様である [106]．このような間
違った固定点の問題に対し，Tensor Entanglement Filtering Renormalization Group (TEFR) [91]

は非臨界系においてCDLテンソルの次元を削減することで自明な固定点テンソルを得ることに成
功した．しかしながらTEFRでは，臨界系においては非自明な固定点テンソル構造により，精度
の向上は得られなかった．

E.2.2 TNR

臨界系においても正確なアルゴリズムを構成したのが，Evenblyらの Tensor Network Renor-

malization (TNR) [107]である．TNRでは，MERA [108]で導入された近距離相関を断ち切るた
めのユニタリ行列である (dis)entanglerをネットワークに挿入し，projective truncation (一種の
変分法， [109]に基づく)によって各射影テンソルを広いネットワークで最適化することで，臨界
点においてスケール普遍な固定点テンソルを構成することに成功した．TNRでは，以下のような
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コスト関数を最小化するような最適化を行う．

(E.12)

ただし，緑の台形で表されたテンソルは，(dis)entanglerであり，赤，黄色で表されたテンソルは
isometryである．このような (dis)entanglerを挿入すると，2× 2のネットワーク内の近距離の相
関は以下のようになる．

(E.13)

この分解において，元のネットワークで赤で表されたループは，(dis)entanglerによって断ち切ら
れている．これが Levin-Nave TRGと大きく異なる点である．この結果，次の粗視化ステップに
CDLテンソルを残すことがなくなり，臨界点においても精度を保った計算を行うことが可能となっ
た．TNRの詳細なアルゴリズムは， [110]を参照されたい．
TNR は実空間繰り込み群で初めて非自明な固定点を捉えることに成功したが，isometry と

(dis)entanglerの最適化に多数の反復回数を必要とする．そこで，ループ最適化を取り入れた loop-

TNR法 [111]は，TNRの計算コストを削減し，精度の向上も達成した2．loop-TNRでは，以下
のようなコスト関数の最小化を行う．

(E.14)

このコスト関数はMPSの最適化問題と見なすことができ，O(D6)で計算できる．この際プラケッ
ト内に存在した近距離相関は，取り除かれる．また，同じボンド次元ではTNR法よりも高精度で
計算が可能である．ただし，TNR法や loop-TNR法は変分法を用いているので，計算コストは反
復に依存し，解を最小にできる保証はない．また，高次元や他の格子の形状にも適用が可能であ
るかも，非自明な問題である．

2TNR法に基づいた他の臨界点近傍のアルゴリズムとして，TNR+法 [112]，核ノルムによる最適化を行うNNR-TNR
法 [113]，エンタングルメントの流れを適切に扱う Entanglement branching法 [114]などが存在する．
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E.2.3 Gilt

高次元の理論や，様々な形状のグラフでも変分法に頼らずに短距離相関を切るには，どうすれ
ば良いだろうか？ HauruらのGraph independent local truncation (Gilt) [98]は，その一般的な
方法を与える．Giltでは，ある (一般にループを含むような)ネットワークのボンド (次元をDと
する)に着目し，ネットワークのノルムをほとんど変えずに，短距離相関を切りながら，着目する
ボンドの次元をDからD′に削減することを目標としている3

グラフで表すと，以下のような置き換えである．

(E.15)

ではどのように元のネットワークに影響を与えずに，このような置き換えを行うことが出来るだ
ろうか？Hauruらは，あるネットワークGから部分系Rを取り除いた環境テンソルEの SVDを
考えた．もし取り除いた部分系をR→ R′のようにした時，R−R′がEの零空間 (もしくは小さ
い特異値の空間)に含まれるならば，この置き換えはGに影響を与えないことが予想される．

(E.16)

いま，2×2のプラケットGに対し，着目する辺4をRとおき，それ以外を環境Eとする．E = UΣV †

と SVDを行おう．

(E.17)

3ただし，この削減は，短距離の余分な自由度を切り捨てることでボンド次元を削減するという意．例えば CDLルー
プの場合は，実質スカラー値がプラケットから現れるが，これは基本テンソルで見ればランク 1の行列がくっついてい
る形になる．したがって

√
χ → 1というボンド次元の削減が可能である．ただし CDLは単純化した模型であるから，

より一般には (特に臨界点などでは)ランク 1とはならない．
4正確にはクロネッカーのデルタ
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このとき，特異値は，微小な閾値 ϵを用いて Si < ϵ(i > χ)となっているとする．そして，単位行
列であったRij = UkkαU

†
αij = tαU

†
αij をR′ = t′αU

†
αij 以下のように置き換える．

(E.18)

このとき，t′αはEの特異値が閾値以下の空間に属する部分 (α > χ)は，0と置き換えても，Gに
大きな影響を与えないはずである5．[98]では，t′の具体的な値として，

t′α =
S2
α

S2
α + ϵ2

(E.19)

を与えている6．これは，ϵ以下の特異値の張る空間を零空間に soft truncationすることを意味し
ている．このようにして作成したR′のランクはもともとのランクDより小さい値D′をとること
が推察される．したがって，R′の SVDを行い，以下のようにプラケットを再定義すれば，Rのボ
ンド次元はD′に下がったことになる．

(E.20)

また，このような水平の分解によって，Rによって繋がれていたエンタングルメントは，R′の SVD

によって切り離されることになる．したがって Giltの操作をネットワークの辺に対して行えば，
その部分の近距離相関を繰り込むことが可能である．これは，式 (E.17)において，EからRを通
じて外部に流れ出すエンタングルメントが，すべて U にのみ取り込まれていることからわかる．
Giltは正しく CDLテンソルを除去することが，[98]によって示されている7．Giltの最大の特徴
は，計算コストの少なさと一般性である．Giltにおいてコストがかかる操作はEの SVDであり，
これはEE†から特異値とU を計算できるので，2次元であればO(D6)のコストで計算ができる8．
また，ネットワークの形状によらない操作であるため，高次元や他の格子形状にも原理的には適
用が可能であり，応用が期待されている9．Giltと同じく辺に着目してそのボンド次元を削減する
tensor network skeletonization (TNS) [117]10や環境 E の情報を取り入れて Rの改良をする full

environment truncation (FET)も提案されている [118]11．
5実際には，R′ のランクを下げながら

∑
α |t′α − tα|2S2

α を最小化する．解析的な解は現在のところ存在しない．
6この t′i は特殊な場合の Ridge回帰の最小二乗解を与えていると解釈できる．Giltでは R′ のランクを低くするた

めに，ϵ2
∑

|ti|2 というペナルティ項を導入しているが，低ランク制約を課す方法として核ノルム正則化 [115]の方法
なども存在する．実際に，NNR-TNR [113]では，核ノルムに基づいた 2× 2のクラスターアップデートの方法を与え
ている．

7CDLテンソルは，Giltの操作を無限回繰り返すことで除去できる．
8実際には収束まで反復するのが好ましい．
9懸念点として，ϵの取り方によって誤差が大きく変わる点が挙げられる．実践的なアルゴリズムは， [52,116]など

に詳しい．
10TNSでは Giltの soft truncationではなく，反復による hard truncationを行う．
11FETでは近似したネットワークと元のネットワークのオーバーラップを最大にするような最適化を行う．
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