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概 要

これは、主に大学院M1、M2の学生のみなさんの共形場理論への入門を助けることを念頭におい

て若手夏の学校（1989年）で行った講義です。講義の際特に留意した点は、BPZのオリジナルな

論文や他のレヴューでは、十分に説明されていないような通常の場の理論の立場からの共形場理論

の背景と考え方につき，前半の部分で詳しく議論したことと、後半部では弦理論の立場から共形

場理論への戦略、またその意義や展望を私なりに議論してみたところです。内容的には上滑りに終

わっているところや、具体的な例題が少ない等、不十分なところが目につきますが、共形場理論を

学ぶのに一つの参考として利用していただければ幸いです。

終わりに、これだけ詳しく講義ノートをとり、TeX原稿を作成していただいた菊川芳夫、辻丸詔

の両氏と、このような形でノートを印刷する企画をしていただいた土屋昭博氏に深く感謝します。

1995年 3月

東京大学教養学部

米谷　民明
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1 Conformal symmetry とは何か?

Conformal変換とは各点、各点角度を保つ様な座標変換のことです。ここで各点、各点とは、局

所的に常にそうなっているということで、例えば、globalに見て直線でできた三角形が曲線で囲ま

れた三角形に写されることがあってよい。しかし、頂点の角度は不変に保たれていなければならな

い。このことを式でいうと、座標変換

xµ → x′µ　

のもとで、無限小ベクトル∆x1,∆x2 に対して、

∆x1 ⋅∆x2
∥∆x1∥∥∆x2∥

= ∆x′1∆
′
2

∥∆x′1∥∥∆x′2∥

が成り立つことです。この式を flat spaceでみると次のような変換を含んでいることがわかります。

1. Poincaré transformation

2. Scale transformation(dilatation)

xµ → eλxµ

3. Special conformal transformation

xµ → xµ + cµx2

1 + 2c ⋅ x + c2x2
(cµ ∶ constant vector)

ここで最後の special conformal transformationは、2次元で言うと、SL(2,C)変換に相当してい
ます。

次にこのような conformal対称性をどのように使うかが問題になります。通常、場の理論を厳密

に解くことは非常に難しいので、対称性が極めて重要で、例えば、場の理論で最も重要な相関関数

の性質を調べるのに、対称性にもとづいて議論して、その大枠の性質を決めます。したがって対称

性が高ければ高いほど理論についての詳しい情報が得られるわけです。それでは、conformal対称

性とはどういう時に期待されるかというと、

理論の定式化が長さの scaleあるいは massの scaleによらず、かつその理論を記述し

ている力学が十分に localな時、すなわち Lagrangianあるいは actionが localな物理

量で書けているとき

です。又、conformal対称性が厳密に成り立っていなくても、対称性の破れ方がわかっていればこ

の対称性が有効です。例えば、実際に我々が扱う conformal field theoryはこの場合に対応してい

て、conformal anomalyを通してのみ破れていることがわかっているので完全な conformal不変性

が成り立っていなくても conformal対称性をいかに使えばいいのかが分かります。

ここでどの様な応用例があるのか、歴史的にどうなっているかを簡単に見てみます。
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1. 場の理論 (摂動論)における、高エネルギーでの振幅の振る舞い (’69～):

(Scaling arguments in deep inerastic scattering)

高エネルギーでは、massの scaleは無視できるので essentialにmasslessの理論になり、従っ

てここでの振る舞いは conformal不変性にもとづいて議論できる。これに関連して次のよう

な ideaがでてきた。

(a) Light-cone expansion (Operator product expansion)

(b) Conformal bootstrap, Renormalization group (Skeleton expansion)

2. 4次元 Yang-Mills理論と 2次元 non-linear σ model(’76～):

特に、instantonの計算に conformal対称性は有用。4次元Yang-Mills場の理論では、conformal

anomalyを通して conformal対称性が破れていることがわかっているので、このことを使っ

て instantonの interactionの効果が計算できる。

3. 2次元の統計系の臨界現象 (’70～):

Scaling arguments　Ð→　 Renormalization group method　 (Kadanoff, Wilson)

4. 2次元 conformal field theoryの最近の発展:

Virasoro代数の発見から始まる

[string theory] [mathematics]

Virasoro(1969) Gelfand-Fuchs(1968)

Basic framewok(～’73) Kac’s formula(1979)

⇓

これらの方法の統一

Belavin-Polyakov-Zamolodchikov
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2 Kinematics of Conformal Symmetry

2.1 Conformal transformation and Weyl transformation

前節で説明した conformal変換

∆x1 ⋅∆x2
∥∆x1∥∥∆x2∥

= ∆x′1 ⋅∆x′2
∥∆x′1∥∥∆x′2∥

(2.1)

の条件をmertic tensorで表現すると、全体の normalizationだけ違う次の形に書けます。

g′µν(x) = eΛ(x)gµν(x) (2.2)

この関係式を無限小変換

xµ → x′µ = xµ + ϵµ(x) (2.3)

で書き直してみると、いわゆる conformal killing equationが得られます。

∇µϵν +∇νϵµ +Λgµν = 0 (conformal killing equation) (2.4)

ここで ∇µ は共変微分で、metric tensorの無限小変換は

δEgµν(x) ≡ g′µν(x) − gµν(x) = −∇µϵν −∇νϵµ (2.5)

で与えられます。従って、conformal変換とは conformal killing equationを満たすような変換で

す。この conformal killing equationから Λについての条件が、次のように得られます。

gµν(∂µϵν + ∂νϵµ +Λgµν) = 0→ 2∂ ⋅ ϵ + dΛ = 0 (2.6)

∂µ(∂µϵν + ∂νϵµ +Λgµν) = 0→ ∂α∂
αϵµ + ∂µ(∂ ⋅ ϵ) + ∂µΛ = 0 (2.7)

但し、ここからは簡単のため時空は flatとして計算します。また、d は時空の次元です。

二次元の場合は以下にあるよう実際に任意のmetricのままで同様の計算ができます。1この二式

から

∂α∂
α(∂µϵν + ∂νϵµ) − (d − 2)∂µ∂νΛ = 0 (2.8)

となり、(2.4)を代入して

gµν∂α∂
αΛ + (d − 2)∂µ∂νΛ = 0 (2.9)

が得られます。この式から 2次元が特別であることがわかります。すなわち

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d ≠ 2 ⋯ ∂µ∂νΛ = 0

d = 2 ⋯ ∂α∂
αΛ = 0

(2.10)

となるので、d = 2 と d ≠ 2 の二つの場合に分けて議論します。
1（原注）二次元以上では、一般に曲率が存在するため、独立な killing vector の個数は flat の場合より減るのでやは

り変換群の次元は有限になって以下の議論が成り立つ。
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まず、d ≠ 2の場合に (2.10)を解くと、

Λ = 2a + 4bµxµ (2.11)

これを、conformal killing equationを使って ϵの式に書き直すと

− ϵµ = cµ + ωµνxν + axµ + 2xµ(b ⋅ x) − bµx2 (2.12)

となります。右辺第一、第二項は Poincare変換 (ωµν = −ωνµ)、第三項は scale変換、第四、五項は

special conformal変換に対応している。この変換はO(d,2)群をなしていて、その次元は Poincare

変換、scale変換、special conformal変換のそれぞれの次元の和

dimO(d,2) = 1

2
d(d + 1) + 1 + d = 1

2
(d + 1)(d + 2) (2.13)

で与えられます。次元が三以上の場合には結局これしかなくて理論に対する制限もそれほど強くな

い、それでも実際いろいろ役に立ちます。(Light cone expansionにおける制限や、Yang-Mills場

への応用など。)

これに対して、2次元の場合は事情が一変し、Λは Klein-Gordon方程式をみたせばよい。これ

は curved spaceでもそうであり (2.10)式はよりー般に、

∇α∇αΛ = 0 (2.14)

と書けます。以下、時空は Euclideanと仮定して、conformal gauge

gµν = eϕδµν (2.15)

をとり、複素座標

z = x1 + ix2, z̄ = x1 − ix2 (2.16)

を用いて、

∇α∇α = 1
√
g
∂µ[
√
ggµν∂ν] = 4e−ϕ∂z∂z̄ (2.17)

と書けるので、

∇α∇αΛ = 4e−ϕ∂z∂z̄Λ = 0→ Λ(x) = f(z) + f̄(z̄) (2.18)

となって 2次元の conformal変換群は無限次元であることがわかる。ここで、f(z), f̄(z̄)はそれぞれ
任意の holomorphic,anti-holomorphic関数です。あるいは、(2.4)及び、(2.6)を解いて conformal

killing vector が

ϵµ∂µ = ϵz(z)∂z + ϵz̄(z̄)∂z̄ (2.19)

と書けることからも明らか。

これを無限小変換の generatorの交換関係で書くと、プライムを微分として

[l(f), l(g)] = l(f ′g − fg′) l(f) ≡ −(f(z)∂z + f(z)∂z̄) (2.20)

となり特に、f = zn+1, g = zm+1を代入すると central extensionのないVirasoro代数が得られます。

[ln, lm] = (n −m)ln+m ln ≡ l(zn+1) (2.21)
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さて、今までは座標変換としての conformal変換を議論してきたのですが、ここでWeyl変換と

の関係を見てみます。この二つは、しばしば混乱されて使われるので注意が必要です。Weyl変換

は座標変換とは無関係にmetric tensor自身を任意の正定値関数倍だけ scaleする変換

gµν(x)→ gµν(x)eρ(x) (2.22)

として定義される。それではなぜ、このWeyl変換が重要かというと、通常の conformal field theory

では gµν は fixしておいて力学変数として扱わない (これに対して、重力理論では gµν は力学変数、

すなわち path integralする量である)。この時、座標変換としての conformal変換をしてmetricが

変わってもWeyl不変性があれば、その自由度を使って元の metricに引き戻すことができる。こ

のことからmetricが fixされていても conformal不変性があるわけです。従って、座標変換 (以下

Einstein変換とよぶことにします) とWeyl変換の両方のもとで理論が不変であるとき、conformal

不変性があると言います。

gµν Ð→ g′µν Ð→ gµν

conformal transf.

ϵµ

Einstein transf.

Weyl transf.

ρ = −Λ = 2

d
∇ ⋅ ϵ

conformal killing eq. から

ρは conformal killing equationを用いてmetricが全体として不変になるように決めます。このこ

とからわかるように、conformal変換のもとで理論が不変だと言うときには、場の変換性はEinstein

変換とWeyl変換の両方を含めて考える必要があることに注意しなければなりません。

Einstein ∶ δEϕ (= ϕ′(x) − ϕ(x))

Weyl ∶ δWϕ

従って、一般には

ϵδconfϕ = ϵµδEµϕ +
2

d
∇ ⋅ ϵδWϕ (2.23)

というように、場の変化分は Einstein変換とWeyl変換の両方からの寄与を含みます。この事実

は、二次元では以下に述べる理由であまり問題になりませんが、四次元では重要になります。具体

的な例をいくつか挙げます。

• 計量テンソル

定義より conformal変換で不変で、

δconfgµν = 0
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• スカラー場

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

δEϕ = −∂µϕ

δWϕ = −d − 2
4

ϕ
(2.24)

と変換しますから

ϵ ⋅ δconfϕ = −ϵµ∂µϕ +
2

d
(∇ ⋅ ϵ)(−d − 2

4
ϕ) (2.25)

となります。ここで、Weyl次元を次のように定義します。

δWϕ ≡ −∆W

2
ϕ (2.26)

また、d = 2 の場合には、conformal変換は単なる座標変換に等しいことに注意してください

• ゲージベクトル場

ゲージ場の場合はWeyl変換に対しては dimension zeroで

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ϵδEAν = −ϵ ⋅ ∂Aν − (∂νϵµ)Aµ

δWAν = 0
(2.27)

となり、

ϵδconfAν = −ϵ ⋅ ∂Aν − (∂νϵµ)Aµ (2.28)

この様に、Weyl不変性を 4次元で保とうとすれば、ゲージ場は変換しない。通常 4次元の

ゲージ場の scale dimensionを naiveに 1と言っている理由は、Einstein変換とWeyl変換の

両方をあわせていっているからで、ゲージ場の Einstein変換の式の右辺第二項は、globalな

変換 (ϵµ ∝ xµ)をとると次元 1として振舞います。この場合は、Einstein変換の寄与からき

ていることがわかります。

• スピノール

スピノール場は local Lorentz fralneの gaugeを fixしていないときには Einstein変換に対し

て不変なので、
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

δEψ = 0

δWψ = −d − 1
4

ψ
(2.29)

これから、

ϵδconfψ = −
d − 1
4

ψ (2.30)

となります。

一般には globalな conformal変換に対する場の scale変換を conformal次元∆cであらわすと

∆c = [lower tensor rank] − [upper tensor rank] + [Weyl dimention] (2.31)

ϵ ⋅ δconfϕ = −a(x ⋅ ∂ϕ +∆cϕ) (ϵµ = axµ) (2.32)

となります。
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2.2 2 dim. conformal symmetry

ここからは 2次元を扱うことにします。2次元の conformal symmetryは複素座標 (複素構造,com-

plex structure)を用いると一番簡単に書き表すことができます。どの様にして complex structure

が出てくるのか、flat spaceでは明白なのですが、曲がった時空の場合も含めてもう少し詳しく見

ていきます。重力理論の量子化を考えるときによくでてくる lapse-shift関数による計量テンソルの

表現を 2次元に用いて

ds2 = (N⊥dx2)2 + g11(dx1 +N1dx2)2 (2.33)

(η1, η2)という変数で置き換えます。

g11 = eρ

N⊥ = e
ρ
2 η2 (Lapse)

N1 = η1 (Shift)

(η1, η2)は十分局所的には常に定数に選ぶことができるので、

dz = dx1 + ηdx2 z̄ = dx1 + η̄dx2

η = η1 + iη2 = η(x1, x2)

という複素座標を導入して

ds2 = eρ[(dx1 + η1dx2)2 + (η2dx2)2]

= eρ(dx1 + (η1 + iη2)dx2)(dx1 + (η1 − iη2)dx2)

= eρdzdz̄ = gzz̄(dzdz̄ + dz̄dz)

(2.34)

と書き直せる。この ηという量は幾何学的に重要な量で、複素構造を特徴付ける parameterです。

また、この複素座標でみると座標変換としての conformal変換は曲がった時空でも簡単に、任意の

解析関数 f(z)を用いてあらわせます。

z → z̃ = f(z) (2.35)

この座標変換をするとmetricが scale factorだけ変わることは明らかです。特に、flat spaceで考

えるとWeyl変換の寄与、

ρ = ∂µϵµ = ∂zϵz + ∂z̄ϵz̄ (2.36)

は、zの微分と z̄の微分の和の形に分離していて、(2.23)式、

ϵδconfϕ = ϵµδEµϕ + (∂µϵµ)δWϕ

の右辺第二項を第一項の Einstein tensor の変換性の holomorphic部分、anti-holomorphic部分に

それぞれ吸収できることがわかります。こういうわけで、2次元の場合はその特殊性からWeyl変

換が tensorの変換性と同じ形をしているので、conformal変換が一見全部 tensorの変換のように

扱えます。しかし曲がった時空では少し問題があります。それはWard identityの議論の時、説明

します。
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従って、2次元の場合 conformal変換のもとでの fieldの変換性は普通の Einstein変換であるか

のように定義するのが自然です。primary field と呼ばれる conformal tensorを次のように定義し

ます。

ϕ(h,h̄)(z, z̄)→ ϕ′(h,h̄)(z̃, ¯̃z) = (dz̃
dz
)
−h
(d

¯̃z

dz
)
−h̄

ϕ(h,h̄)(z, z̄),

∆c = conformal dimension = h + h̄ s = spin = h − h̄
(2.37)

無限小変換で書くと、

z → z + ϵzn+1,

δϕ(h,h̄)(z, z̄) = − (zn+1∂z + h(n + 1)zn)ϕ(h,h̄)(z, z̄)

− (z̄n+1∂z̄ + h̄(n + 1)z̄n)ϕ(h,h̄)(z, z̄)

(2.38)

となり、zと z̄の変換性がまったく独立になっています。境界条件が入って zと z̄に関係がつく場

合を除いてこの二つは独立に扱っていいわけです。

次に保存則をみておきます。Noetherの定理から、Einstein不変性に対応する classicalな保存則

は energy-momentum tensor

Tµν ≡ 2
√
g

δA

δgµν
(2.39)

を用いて

∇µT
µν = 0 (2.40)

とかけます。複素座標を使って書くと、

∂z̄Tzz + eρ∂z(e−ρTz̄z) = 0

∂zTz̄z̄ + eρ∂z̄(e−ρTzz̄) = 0
(2.41)

又、naiveなWeyl不変性があれば、

gµνT
µν = 0 (2.42)

すなわち、

Tzz̄ = Tz̄z = 0 (2.43)

が成りたち、結局 (2.41)と (2.43)から、metric依存性がない次の形になる。

∂z̄Tzz = ∂zTz̄z̄ (2.44)

すなわち、

Tzz = Tzz(z), Tz̄z̄ = Tz̄z̄(z̄) (2.45)

が、成り立ちます。量子論では、実はWeyl不変性 (2.42)が成りたっておらず (Weyl anomly)、energy-

momentum tensorの保存則にmetric依存性が入ってきます。それでも conformal field theoryで

は、あたかもWeyl不変性があるかのようにして得られる classicalな保存則を使う。その理由につ

いては、次のWard identityの議論の中で説明します。

anomalyがあることは非常に universalな性質です。たとえmasslessの理論でも、理論をくりこ

む時にどうしてもくりこみの scaleが入ってきて、conformal不変性は破れる。たとえば、QCDや

curved spaceの場の理論でもみられる、場の理論における普遍的な性質です。
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3 Derivation of conformal Ward identity

3.1 Anomalous Ward identity

conformal field theoryにおいて一番大切な役割を果たす、つまり基礎となるWard identityの

導出とその意味を場の理論の立場から議論することにします。まず、場の量子論におけるWard

identityの path integralの方法による導き方を復習してみます。今、conformal不変な理論を考え

たときに、その理論の action Aは一般に metricによっていますが、ここでは metricは積分しな

いで fixしておきます。そしてこのもとで相関関数を定義する。

⟨ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩ = N−1 ∫ [dϕ]g,ϕ exp−A[g, ϕ]
n

∏
i=1
ϕi(xi) (3.1)

ここで、N は規格化因子、ϕi は場を表わします。

さて actionが Einstein変換に対して不変なので、無限小 Einstein変換に対する変換性 δEg, δEϕ

を代入して右辺を書き換えることができる。

⇒ N−1 ∫ [dϕ]g,ϕ exp−A[g + δEg, ϕ + δEϕ]
n

∏
i=1
ϕi(si) (3.2)

矢印は、(3.1)式の右辺の書き換えを意味するものとします。

　次に ϕの代わりに変換された新しい場を ϕ′として、ϕ′を新しい積分変数として選び直してやる。

この時 ϕから ϕ′ への measureの変換もおこなうのですが、 Einstein変換については measureは

不変に取ると仮定をしておきます。reguralizationとしてそういうものが存在するという仮定のも

とでやるのです。これは少なくとも摂動論ではできる、すなわちmetric tensorを用いて ϕの空間

に不変な長さが、形式的には Einstein不変性を保つように導入できます。そのmeasureを使って

積分 volumeを定義するわけです。これは標準的な仮定で Einstein不変性を破ってしまうと理論を

構成するための原理があいまいになるからです。従って、

ϕ′ = ϕ + δEϕ, g′µν + gµν + δEgµν ,

[dϕ′]g′,ϕ′ = [dϕ]g,ϕ

から、

⇒ N−1 ∫ [dϕ′]g′,ϕ′ exp−A[g
′, ϕ′]

n

∏
i=1
(ϕ′i − δEϕi)(xi) (3.3)

となります。さらに ϕ′ の ′ は取ってしまっても同じことですから

⇒ N−1 ∫ [dϕ]g′,ϕ exp−A[g
′, ϕ]

n

∏
i=1
(ϕi − δEϕi)(xi) (3.4)

ここまで変形したものをもとの式 (3.1)の右辺と比べるわけです。

さてここで、量子化した意味での energy-momentum tensorを次のように定義します。

δ

δgµν
[dϕ]g,ϕ exp−A[g, ϕ] ≡ −

1

2

√
gTµν[dϕ]g,ϕ exp−A[g, ϕ] (3.5)
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metricに依存するのは actionと量子化に対応する積分 volumeですが、その両方合わせた部分を

metric tensorで変分したものを量子化した意味での enegy-momentum tensorと定義することにし

ます。operator orderingなどについての情報はみんなここに入っていると考えられます。

これを使うと (2.5)式を代入して、次の恒等式が得られます。

⟨∫ d2x(Tµν(x)
√
g(x)∇µϵν)

n

∏
i=1
ϕi(xi)⟩

=
n

∑
i=1
⟨ϕ1(x1)⋯ϵ(xi) ⋅ δEϕi(xi)⋯ϕn(xn)⟩.

(3.6)

これは Einstein変換によるWard identityであって conformal変換そのものではないので注意しな

ければなりません。

　一方でまったく同じようにしてWeyl不変性からでてくるWard identityをもとめます。

⟨ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩ = N−1 ∫ [dϕ]g,ϕ exp−A[g, ϕ]
n

∏
i=1
ϕi(xi) (3.7)

⇒ N−1 ∫ [dϕ]g,ϕ exp−A[g + δW g, ϕ + δWϕ]
n

∏
i=1
ϕi(xi), (3.8)

δW gµν = σgµν (3.9)

ここで考えているのは、conformal変換に付随したWeyl変換ではなくて、一般のWeyl変換なの

で σは勝手な関数です。次に primeのついた新しい積分変数

g′µν = gµν + δW gµν , ϕ′ = ϕ + δWϕ

に書き換えると、今度はmeasureが不変ではありません。先ほど、regularizationを適当に取って

Einstein不変性を保つようにしましたが、今度は、ほとんど必然的にWeyl不変性を保つようにで

きないことは明らかです。一般に必ずmeasureは weyl不変性を破る形になっている。その破り方

ですが、localityと Einstein不変性の仮定と次元解析から、適切な定数 κが存在して、uniqueに

つぎの形になることがわかります。

[dϕ′]g′,ϕ′ = [dϕ]g,ϕ expκ∫ R
√
gσ d2x (3.10)

Rはスカラー曲率、また、 σは dimensionlessです。localな量で書けてmass次元が 2の scalerと

いうと、total derivativeの任意性をのぞいて2

∫ R
√
gσ d2x

しかない。この効果を考慮すると

⇒
⎛
⎝
exp−κ∫ R

√
gσ d2x

⎞
⎠
N−1 ∫ [dϕ′]g′,ϕ′ exp−A[g′, ϕ′]

n

∏
i=1
(ϕ′i − δWϕi)(xi) (3.11)

2補足注：より正確に言うと，以下の議論では部分積分の結果残り得る寄与が打ち消されるように作用に適当に表面項
を加えてあるものと仮定している。例えば後の (3.29) 式でも同じことに注意。ここでは詳しく触れないが，そうした操作
は高次元でも一般相対論やゲージ理論で変分原理を適用したり，非摂動的配位の寄与を議論する際に必要になる。
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となります。再び、ϕ′の ′をとって、 gµν についての変分を先ほどと同様にとれば、Weyl不変性

に対するWard identityが得られます。

−1
2
⟨∫ d2x (√gTµνgµνσ)∏

i

ϕi(xi)⟩ =∑
i

⟨ϕ1(x1)⋯δWϕi(xi)⋯ϕn(xn)⟩

+ κ∫ R
√
gσ d2x ⟨ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩ .

(3.12)

ここで、metric tensorの変分が左辺、場が変換したのが右辺第一項、anomalyの寄与が第二項。

次に、(3.6),(3.12)を用いて我々が考えている conformal変換に対する、Ward identityを導出し

ます。Einstein変換

δEgµν = −(∇µϵν +∇νϵµ) (3.13)

が、もし conformal変換ならば、対応してそれを打ち消さなければならないWeyl変換は同じ ϵを

使って

δW gµν = (∇ ⋅ ϵ)gµν i.e. σ = ∇ ⋅ ϵ (3.14)

となる必要がある。　今、2次元で考えていますから conformal変換は、ϵ(z)と ϵ̄(z̄)の二つの任
意関数で書けている。場の変換性は、Einstein変換に対して、

δEϕ(z, z̄) = −(ϵz∂z +∆z
J∂zϵ

z)ϕ(z, z̄) − (ϵz̄∂z̄ +∆z̄
J∂z̄ϵ

z̄)ϕ(z, z̄) (3.15)

となります。ここで ∆J は先ほど ∆C(2.32)と書いたものではなくて、Weyl変換からの寄与のな

いものです。

また、Weyl変換に対してはWeyl dimensionを使って、

δWϕ = −1
2
∆Wϕσ (∆W =Weyl dimension) (3.16)

と定義します。以下では、zと z̄は独立に扱うので、形式的に ϵz̄ は 0にしておきます。

そうすると Einstein変換の不変性から導いたWard identityは

⟨∫ d2x (Tzz∇z̄ϵ
z)ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩ = − ⟨∫ d2x (Tz̄z∇zϵ

z)ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩

−
n

∑
i=1
⟨ϕ1(x1)⋯(ϵz∂z +∆z

Ji
∂zϵ

z)ϕi(xi)⋯ϕn(xn)⟩ .
(3.17)

また、Weyl不変性から導いたWard identityは

− ⟨∫ d2x (Tzz̄∇zϵ
z)ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩ = κ∫ R

√
g∇zϵ

z d2x ⟨ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩

×
n

∑
i=1
⟨ϕ1(x1)⋯

1

2
∆Wi∇zϵ

zϕi(xi)⋯ϕn(xn)⟩ .
(3.18)

もし、classicalな理論なら energy-momenturn tensorの保存は Tzz が z̄によらないこと、すなわ

ち ∂z̄Tzz = 0で表されます。(3.17)の右辺第一項は classicalな式とのずれを表しているわけですが、
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よく見ると判るようにWeyl変換を表す部分 (3.18)の左辺になっている。このことが conformal変

換を考えるときには Einstein変換とWeyl変換とを同時に考える必要があることの一つの現れで

す。そこで二つの式を足すと、Conformal Ward Identity

⟨∫ d2x (Tzz∇z̄ϵ
z)ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩ = κ∫ d2xR

√
g∇zϵ

z ⟨ϕ1(x1)⋯ϕn(xn)⟩

−
n

∑
i=1
⟨ϕ1(x1)⋯(ϵz∂z +∆z

Ji
∂zϵ

z + 1

2
∆Wi∇zϵ

z)ϕi(xi)⋯ϕn(xn)⟩
(3.19)

が得られます。ここで右辺第二項の場の変換は、ほとんど先ほど定義した primary fieldのものです

が、一つ違うのはWeyl変換の部分がmetricに依存していることです。metricが入っていると取り

扱いが面倒です。conformal field theoryを考えるとき、単にRiemann面でなくて、そのRiemann

面の上にmetricを入れて、そしてそのmetricによって理論が変わるというのは不都合です。でき

るだけmetricの依存性を気にしないで議論できるようにしたいわけです。特に string theoryにつ

いてはこのことは essensialです。1
2
∆Wi∇zϵ

zϕi(xi)を 1
2
∆Wi∂zϵ

zϕi(xi)としたいのですが、その
ために次のように fieldを redefineします。

ϕi ≡ (gzz̄)−∆Wi
/2
ϕ̂i (3.20)

この様に、definiteな Einstein変換性とWeyl変換性を持った場から、metric依存性を含んだ場を

定義します。そうすると場の微分は

∂zϕi ≡ (gzz̄)−∆Wi
/2{∂zϕ̂i −

∆Wi

2
(gzz̄∂zgzz̄)ϕ̂i} (3.21)

となり、covariant derivativeの定義

∇zϵ
z = ∂zϵz + (gzz̄∂zgzz̄)ϵz (3.22)

と合わせると次のように書き換えられる。

−(ϵz∂z +∆z
Ji
∂zϵ

z + 1

2
∆Wi∇zϵ

z)ϕi = (gzz̄)−∆Wi
/2(−ϵz∂z − hi∂zϵz)ϕ̂i

= (gzz̄)−∆Wi
/2δconfϕ̂i.

(3.23)

以上をまとめると、conformal field theoryでは ϕ̂についての correlation functionを計算してい

ると思い直して、

⟨δconf [
n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)]⟩ = −

n

∑
i=1
⟨ϕ̂1(x1)⋯(ϵz∂z + hi∂zϵz)ϕ̂i(xi)⋯ϕ̂n(xn)⟩

= −κ∫ d2xR
√
g∇zϵ

z ⟨
n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)⟩ + ⟨∫ d2x (Tzz∇z̄ϵ

z)ϕ̂1(x1)⋯ϕ̂n(xn)⟩

(3.24)

と書き直します。ここで hは、もとの tensorの変換性から決まる次元とWeyl次元との和です。も

ちろん今いったことは z̄についても同じことで、やはりWeyl次元が加わります。差をとれば落ち

るので spinには効きませんが、dimensionには寄与するわけです。

hi =∆z
Ji
+ 1

2
∆Wi , h̄i =∆z̄

Ji
+ 1

2
∆Wi . (3.25)
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このように conformal field theory では ˆのついた field を扱うわけで、特に off-critical な所で

manifestに covarianceが見えるようにして議論する場合、場を同定するのに注意が必要です。

いま、ϕ̂は変換性がきれいになるように形式的に導入したのですが、特にそれはWeyl不変になっ

ているという意味があります。

δW ϕ̂ = δW (g∆W /2
zz̄ ϕ)

= 0.
(3.26)

結局、Weyl不変な場を定義してちょうど classicalな理論と paralellに議論したいわけです。Weyl

変換に対する場の変換性が zeroということと、先ほどのWard identityの導出から ϕ̂についてWeyl

不変性に対するWard identityを書くと、次のようになります。

⟨δW [
n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)]⟩ = ⟨∫ d2x (Tzz̄(x)σ(x) + κR

√
gσ)

n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)⟩

= 0.
(3.27)

これは、ちょうど energy momentum tensorの traceが R
√
gに比例するという trace anomalyを

表す式です。

さらに conforlmal field theoryとの対応を見るために (3.24)式に注目して変形を続けます。metric

を conformal gaugeにとって curvature tensorに、
√
gをかけたものを書き直すと

R
√
g = 4∂∂ρ,

∂ = ∂z, ∂ = ∂z̄, gzz̄ =
1

2
eρ, gzz = gz̄z̄ = 0

(3.28)

となりますが、この式はちょうど total derivativeで書かれていますから積分するとmetricの local

な性質に依存しない globalな量、すなわち Euler指数になります。total derivativeになることが

topologicalな量であることを表しているわけです。ϵz の covariant derivativeも ρで表すと

∇zϵ
z = e−ρ∂(eρϵ)

となり、この二つの式を用いて anomalyの項を書き直すと、部分積分により3

∫ d2xR
√
g∇zϵ

z = 4∫ d2x(∂2ρ − 1

2
(∂ρ)2)∇z̄ϵ

z (3.29)

が得られます。このことから (3.24)式は、

⟨δconf[
n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)]⟩ = ⟨∫ d2x∇z̄ϵ

z {Tzz − 4κ(∂2ρ −
1

2
(∂ρ)2)}

n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)⟩ (3.30)

となります。結局、何をやったかというと anomalyの部分と energy momentum tensorの項が同

じ factor ∇z̄ϵ
z でくくれるようにしたわけです。(3.27),(3.30)式を classicalな式と対応させると、

fieldだけでなく energy momentum tensorもmetric依存性 (ρ)を持っているように見えます。や

はり energy momentum tensorを議論する時も一々metric依存性が入つてくるのでは、不都合で

3補足注：p.11 補足注を参照のこと。
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す。最初から flat spaceだけを議論しているうちはいいのですが、genusの高いRiemann面を議論

するときには問題です。特に string theoryではそうで、conformal field theoryのもっとも重要な

応用の一つは string theoryですからこのことは essentialです。

そこで、energy momentum tensorも metric依存性が見えなくなるように redefineしてやると

classicalな式と対応がつくことがわかります。すなわち

Tzz̄ + 4κ∂∂̄ρ ≡ T̂zz̄ (3.31)

Tzz − 4κ(∂2ρ −
1

2
(∂ρ)2) ≡ T̂zz (3.32)

と再定義します。T̂ で書き直したWard identityはmetric independentになっているわけです。普

通の場の理論では、ハットのない場を扱うのに対して、conformal field theoryでは、ハット付き

の場を扱います。両者を比較するときには注意する必要があります。

3.2 Properties of redefined energy-momentum tensor and primary fields

再定義した energy-momentum tensorや primary fieldの性質をまとめておきます。まずˆのつ

いた energy-momentum tensorの保存則は

∂z̄T̂zz = 0, ∂zT̂z̄z̄ = 0, (3.33)

T̂zz̄ = 0 (or Tzz̄ = −κR
√
g) (3.34)

となり、classicalなものと essentialに同じです。correlation functionの中では singularityをのぞ

いて成り立つ式です。また、これは curved spaceでも成り立ちます。2次元時空にmetricが勝手

に入っていても、成り立っている。変換性については、redeineした fieldはWeyl不変ですから、

conformal変換は Einstein変換であるかのように取り扱ってよろしい。その時の変換性は

δEϕ̂ = −{ϵz∂z + h(∂zϵz)}ϕ̂ (3.35)

h =∆z
J +

1

2
∆W (3.36)

となります。ここでhは本当の tensorの rankにWeyl dimensionの寄与が加わったものです。たとえ

ば、Majorana spinorの場合は (h, h̄) = ( 1
2
,0), (0. 1

2
)です。もとの∆は (∆z

J ,∆
z̄
J) = ( 14 ,−

1
4
), (− 1

4
, 1
4
),

∆W =
1

2
でした。

Energy-momentum tensorについては conformal変換としての Einstein変換

z → ζ = ζ(z)

をおこなうと、重要なことは、ρも次のように変換し、

ρ→ ρ̃, ρ̃(ζ) = ρ(z) − ln dζ

dz
(3.37)
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ˆのついた energy-momentum tensorの変換性は

T̂zz(z) = Tzz(z) − 4κ(∂2ρ −
1

2
(∂ρ)2)

= (∂ζ
∂z
)
2

T̂ζζ(ζ) − 4κ{ζ, z}
(3.38)

で与えられます。普通の tensorの変換性に、おつりがついている。このおつりが、いわゆる、Schwartz

derivativeと呼ばれる、次のような量です。

{ζ, z} = ζ
′′′

ζ ′
− 3

2
(ζ
′′

ζ ′
)
2

. (3.39)

それから、普通の notationでは κはいわゆる central chargeを使って次のように書けます。

κ = − c

48π
. (3.40)

今述べたことを無限小変換について書くと、conformal変換と Einstein変換が同じなので、

− δE T̂zz = {ϵz∂z + 2∂zϵz}T̂zz +
c

12π
∂3z ϵ

z (3.41)

となり、これが、Polyakov達の論文の出発点になった式です。出発点が何故あの式でいいのかと

いうことはあの論文には書いてなかったのですが、場の理論の立場からはいまのように考えればい

いわけです。

それから energy-momentum tensorを redefineするといっても、果して勝手にしていいかとい

う疑間があります。energy-momentum tensorというのは、量子化した場合はmeasureの寄与も含

みますが、essentialに actionの微分でした。それを勝手に変えたということは結局、actionを変

えたことになります。ちょうど、変分すると anomalyの加わった T̂ がでてくるような actionに変

えたことになっている。これがいわゆる Liouville actionです。

A→ Â = A + κ∫ d2x
√
ĝ(1

2
ĝµν∂µρ∂νρ + R̂ρ), (3.42)

gµν = eρĝµν . (3.43)

ただし、ここでは上のように g の代わりに determinantを 1に normalizeした ĝ を使い、ĝ につ

いての curvature tensor などにˆをつけてあります。̂ 付きの量で書いて上のようになるのであっ

て、もとの gでは簡単に、localな形では書けません。従って、これはいわゆる countertermとみ

なすことはできない。むりやり countertermとみなそうとすると non-localになってしまうわけで、

non-localな countertermを加えたのでは、anomalyを打ち消したとはいえず、勝手に手で消した

にすぎません。ただ手で消すことが上で議論したような意味付けをもってできるわけです。そうい

う意味で、この actionは非常に重要です。つまり conformal field theoryでは metricの依存性が

なくなるように ĝを使いたいのですが、それに対応して Âはmetricに依らなくなっている。Aの

metric依存性をおつりの項がちょうど打ち消しているわけです。ただし、単に Aというのではな

く、量子化したときには、correlation functionなどのmetric依存性も含めての話しですが。

　また、これに関連して、おつりの部分は path integral measureのWeyl anomalyをちょうど打
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ち消すようになっている。すべてˆのついた量で書けばWeyl変換に対して完全に不変になってい

ると思っていいといいましたから、anomalyは打ち消しているべきで、実際計算してみると次のよ

うになっていることがわかります。

δ

δρ
∫ d2x

√
ĝ(R̂ρ + 1

2
ĝµν∂µρ∂νρ) = R

√
g. (3.44)

ここで R
√
g = (R̂ − ∇̂α∇̂α)

√
ĝという関係式を使いました。

　結局 conformal Ward identityは次のような単純な式にまとまります。

⟨δc[
n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)]⟩ = ⟨∫ d2x (T̂zz∂z̄ϵz)

n

∏
i=1
ϕ̂i(xi)⟩

= − ⟨
n

∑
i=1
ϕ̂1(x1)⋯(ϵz∂z + hi∂zϵz)ϕ̂i(xi)⋯ϕ̂n(xn)⟩ .

(3.45)

これが一番、要になる式です。いろいろな使い方があるわけですが、たとえば localな形に書き直

すことができます。ϵは勝手な解析関数ですから wで poleをもつ次の関数にとれます。

ϵz = 1

2π(z −w)
.

これから、

∂̄ϵz = 1

2
δ(2)(z −w)

が得られ、そうすると、

π ⟨T̂zz(w)ϕ̂1(x1)⋯ϕ̂n(xn)⟩ =
n

∑
i=1
{ hi
(w − zi)2

+ 1

w − zi
∂zi}⟨ϕ̂1(x1)⋯ϕ̂n(xn)⟩ (3.46)

となります。これからの議論で notationを標準的なもので表すために πを含めて、それからˆも面

倒ですから取って T,ϕとすることにします。

πT̂zz → T, ϕ̂→ ϕ.

従って

⟨T (z)∏
i

ϕi(xi)⟩ =
n

∑
i=1
{ hi
(z − zi)2

+ 1

z − zi
∂zi}⟨∏

i

ϕi(xi)⟩ (3.47)

となります。

　又、解析性を使って積分形にも書き直せます．

⟨ 1

2πi
∮
C
dz f(z)T (z)∏

i

ϕi(xi)⟩ =
n

∑
i=1
{f(zi)∂zi + hif ′(zi)} ⟨∏

i

ϕi(xi)⟩ . (3.48)

ここで積分の経路はすべての場の insertionのある点を含むように取っています。変換性が上のよ

うに与えられていますから、poleからの residueをひろってくるわけです。

　さらに energy-momentum tensor の変換性もわかっていますから、T (z) の入った correlation

functionについても同様にWard identityがもとまります。

⟨T (z)T (z1)
n

∏
i=2
ϕi(xi)⟩ = ⟨{

c/2
(z − z1)4

+ 2T (z1)
(z − z1)2

+ ∂z1T (z1)
z − z1

}
n

∏
i=2
ϕi(xi)⟩

+
n

∑
i=2
{ hi
(z − zi)2

+ 1

z − zi
∂zi}⟨T (z1)

n

∏
i=2
ϕi(xi)⟩ .

(3.49)
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Conformal field theoryというのは結局この conformal Ward identityをいかにうまく使うかとい

うことであり、それの一番単純な帰結をいくつか書いてみます。まず、T と field ϕ,あるいは T 同

士が近づいた場合の singularityの構造がわかります。上の式で z をどれかひとつの座標に近づけ

てみます。T と T の場合は zと z1 を近づける。そのとき singularにふるまう項を抜き出せば、

T (z)ϕi(x1) ∼
hi

(z − z1)2
ϕi(x1) +

1

z − z1
∂ϕi(x1) + regular part, (3.50)

T (z)T (z1) ∼
c/2

(z − z1)4
+ 2T (z1)
(z − z1)2

+ ∂z1T (z1)
z − z1

+ regular part (3.51)

となります。(3.50)は primary fieldを特徴づける式です。

もう一つは energy-momentum tensor の argument z についての analyticity が議論できます。

correlation functionは fieldを insertionした点以外で zについて analyticalです。ただし、 back-

groundに何か隠れた fieldが存在する場合があります。つまり insertされた field以外に理論の構

造からどこかに隠れた fieldが存在することがあります。たとえば ghost fieldなどで、その場合は

新たにその点で、singularな振る舞いをするので注意しなければいけません。ここではそのような

場はないものとすると、zを insertした以外の点に勝手にもっていっても有限です。

T (z)→ finite, z → z0(≠ zi).

また、zを無限大にもっていくと、

T (z)→ O( 1
z4
), z →∞

といった振る舞いをします。この理由については、少し注意が必要です。まず、座標が無限大にな

るのはよくないので patchを張り替えて有限な座標にします。ここでは

ζ = 1

z

と変数変換します。この変換に対しては Schwartz derivativeは 0なので energy-momentum tensor

の変換は

T (ζ) = (∂ζ
∂z
)
−2
T (z) = z4T (z) (3.52)

となり T (ζ)は ζ = 0で有限ですから上の結果になる。(3.48)で T (z)が z の 4乗で落ちますから

f(z)が無限遠で適当な振る舞いをしていれば、contourを無限遠にもっていって積分を 0にするこ

とができる。すなわち、これは f(z)が z が大きいときに、たかだか z2 の振る舞いを示すときで

す。かつ原点で regularでなければならないので f(z)の関数は三つしかない。constantと zと z2

です。この三つがちょうど SL(2,C)変換に対応しています。すなわち次式が成り立ちます。

l

∑
i=1
{zn+1i ∂i + hi(n + 1)zni }⟨∏

i

ϕi(xi)⟩ = 0. (3.53)

ただし、n = −1,0,1です。この 3つの微小変換は

z → ζ = az + b
cz + d

, (ad − bc = 1)
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という SL(2,C)変換 (あるいはMöbius変換)の微小形になっています。つまり、これは SL(2,C)
不変性から従う correlation functionを制限する式です。

　あるいは、いまの式を積分すると、

⟨∏
i

ϕi(zi)⟩ =∏
i

(dζi
dzi
)
hi

(dζ̄i
dz̄i
)
h̄i

⟨∏
i

ϕi(ζi)⟩

for ζ = az + b
cz + d

(3.54)

と書くこともできます。ζ は上の条件を満たす勝手な a, b, c, dで与えられる数ですから、かなりき

つい制限です。この制限を利用して fieldの数が少ない場合、correlation functionの形を決めるこ

とができます。例えば二点関数ならば、normalizationを適当にとって、

⟨ϕi(z, z̄)ϕj(w, w̄)⟩ = δhi,hj

1

(z −w)2hi(z̄ − w̄)2h̄i
(3.55)

と決めることができて conformal dimensionが等しい時だけ、0でないわけです。また、三点関数

の時には、

⟨ϕi(z1)ϕj(z2)ϕk(z3)⟩ = Cijk(z1 − z2)hk−hi−hj(z2 − z3)hi−hj−hk(z3 − z2)hj−hk−hi × (c.c)

となります。このように三点関数までは、normalizationをのぞいて決まるのですが、四点関数以

上では、normalizationの自由度だけでなく任意関数が入ってきてしまいます。それは何故かとい

うと、4つの点を使ってMöbius変換に対する invariantを作れるからです。invariantが一旦でき

てしまうと、その invariantの任意関数が上の条件を満たす。この invariantは anharmonic ratios

とよばれる、

X =
(zi − zj)(zk − zl)
(zi − zl)(zk − zj)

という量で、この任意関数ならばいいわけです。

　いま、使つた対称性は n = −1,0,1に対応する 3つです。2次元の場合 conformal対称性は無限次

元ですからほんの一部です。そこで、もっと高い対称性は如何に使えるのかということが問題にな

ります。83年頃まではこのことはあまり真剣に考えられていませんでした。但し、string theory

では higher symmetryは crucialだったわけですが、ただ使い方が特殊でした。現在の conformal

field theoryではもう少し一般的に使われ、higher symmetryは大切な役割を果たします。

3.3 Fundamental axioms of conformal field theory (CFT)

高い対称性を如何に使うか,という問題を考えるときにはどうしても,もう少し仮定が必要になり

ます。その仮定がいくつかあるのですが、数学のように公理的にまとめるということは、まだなされ

ていません。またそのようなことをしても、物理的にはあまり役にたたないでしょう。ただ essential

にはどういう事を仮定するのかという公理のようのもがあるわけです。conformal field theoryで

は必ずしも Lagrangianなどを仮定しません。結局 conformal Ward identityだけを essentialには

基にしている。だから、

T (z) ∶ energy-momentum tensor

ϕi(x) ∶ primary fields
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というものが、Lagrangianを仮定しなくとも、独立に存在していることを仮定します。そしてさ

らに dynamicalに一番重要な仮定は、operatorの積が閉じているということです。

ϕi(z1)ϕj(z2) =∑
k

Ck
ij(z1 − z2)[ϕk(z2)],

[ϕk(z)] ∶ ϕk and its conformal transforms

すなわち、operatorの積をとると、ある operatorとその operatorを conformal変換したものの線型

結合で書けるというものです。いろんな operatorが出てきていいのですが、それがすべて operator

の conformal変換したものになっているというのです。これが一番重要なことです。ただし、積に

ついては、associativityを満たすとします。

(ϕ1ϕ2)ϕ3 = ϕ1(ϕ2ϕ2).

これも非常にきつい条件です。こういう仮定のもとに議論をする。そうすると、場合によつてはそ

のことだけで理論が解けてしまうようなmodelが作れるというわけです。

　このようなことを勝手に仮定してもいいのは、実際にそういう理論が存在するからです。たと

えば、相互作用のない 2次元の一個の massless scalar場はそのような理論ですし、string theory

でもやはりそうなっています。また、fermion (Majorana)についてもそうで、実は、この model

はちょうど Ising modelになっているということが昔から知られています。従って、このような仮

定にもとづいて理論を構成するというのは、非常に意味があることなのです。

　こういう仮定から、いろいろな可能性がでてきます。まず、Virasoro代数の表現論から、primary

neldとしてどういうものが存在するのか制限がつく可能性があります。さらに Virasoro代数との

consistencyから、operatorの積の閉じ方に制限がつく。一番単純なのは、

Ck
ij(z1 − z2) ∼ (z1 − z2)−hi−hj+hk (z1 → z2)

というように、係数関数 C の leading term の振る舞いが operatorの次元だけで決まる、といった

ものです。もっと higherな項も原理的には決められます。

　また、operator algebraが閉じていることから、このときの比例係数 (一種の structure constant)

にも強い制限がつくことになります。とくに重要なのは上のような仮定をしてしまったら原理的に

は何点の correlation functionも計算できてしまうということです。N 点関数を与えられたら、ど

こか二つの積をとって一つ減らせて N − 1点になり、これを続ければ、最後は必ず 3点関数の組

合せで書ける。3点関数は先ほど見たように、係数 Cijk を除いて全部決まっていました。だから、

structure constantさえ与えられれば原理的には理論は決ってしまうわけです。そういう意味で非

常に強い条件です。

　従ってこれからやることは、Virasoro代数の表現論からどういう制限がつくかということを調べ

る。次に、operatorの積で二つの場が一つになる仕方、普通 fusion rulesと呼んでいますが、それ

からどれだけの制限がつくかを調べる。こういう事を調べて correlation functionを求めたり、計

算する technicsをまとめたりするわけです。
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4 Virasoro algebra and its representations

4.1 Hilbert space interpretation of correlation functions

　いままで path integralで計算できる correlation functionだけで議論してきたわけですが、表

現論の話をするときには operatorの言葉を使ったほうが簡単なので、operator的に解釈しなおし

ます。そのために、radial orderingと呼ばれる operatorの順序付けを導入します。それは複素平

面上で correlation functionの中の場の insertされる位置を原点からの距離に応じて orderingする

ことです。すなわち

∣z1∣ > ∣z2∣ > ⋯ > ∣zn∣ (4.1)

とした時に correlation functionを次のように解釈しなおします。

⟨
n

∏
i=1
ϕi(xi)⟩

d≡ ⟨v∗∣ϕ1(z1)ϕ2(z2)⋯ϕn(zn) ∣v⟩ . (4.2)

但し、

v ∶ vacuum state

v∗ ∶ dual of v

要するに何か真空 vに相当するものがあって、これで原点からの距離が遠いものを先に来るように

並べた operatorの積にたいして、期待値をとってやります。一般に、ボゾン的な場に対して (4.1)

のもとで operatorの orderingを radial ordering

R(ϕ1(z1)ϕ2(z2)⋯ϕn(zn)) = ϕ1(z1)ϕ2(z2)⋯ϕn(zn)

を仮定し、以下Rは省略する。なぜこういう定義をするかというと、実際に CFTの公理をみたす

ような場の理論 (3.3参照)では、まさにこうなっているからで consistentに理論がつくれるからで

す。通常の場の理論のオペレーター形式とのアナロジーからすると、理論が十分に局所的なもので

あれば、これは常に可能であると考えられます。

● Conformal Ward Identity

Operator 的に見直したことに対応してWard identity を交換関係を使ってあらわしてみます。

Ward identityは

[f(zk)∂k + hkf ′(zk)] ⟨
n

∏
i=1
ϕi(xi)⟩ =

1

2πi
∮
Ck

dz f(z) ⟨T (z)
n

∏
i=1
ϕi(xi)⟩ (4.3)

でした。但し、Ck は zk のみ含む contourです。一方、これを下図の様に書き直してもよい。
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z

=

z

この積分を実際に書くと contourの向きが逆であることから交換関係が出てきて

(4.3) = ⟨v∗∣ϕ1(x1)⋯[
1

2πi
∮ dz f(z)T (z), ϕk(xk)]⋯ϕn(xn) ∣v⟩ .

これをもとの式と比較して、

[ 1

2πi
∮ dwf(w)T (w), ϕk(z)] = (f∂z + hf ′)ϕ(z) (4.4)

が得られます。この式は 1
2πi ∮ fT が field ϕの変換の generatorになっていることを示している。

もしここで f が原点で regularだと仮定し contourを operatorの insertionが無いように原点の

周りに十分小さくとると orderingの定義によって、変換の generatorは vacuumに直接かかって

1

2πi
∮ dz fT ∣v⟩ = 0 (4.5)

となります。これは原点で regularな conformal変換に対する vacuumの不変性を意味します。無

限遠でも全く同様で

⟨v∗∣ 1

2πi
∮ dz fT = 0

if f is O(z2) at z =∞
(4.6)

となることがわかります。

このような意味で vacuumの conformal不変性は、解析性に読み変えることができます。CFT

の特徴は対称性を解析性に置き換えてほとんど複素関数論そのものになっていることにあります。

いま述べたことをmode展開の言葉でいうと、まず T を

T (z) =
∞
∑

n=−∞
z−n−2Ln (4.7)

or

Ln =
1

2πi
∮
C0

dz zn+1T (z) (4.8)
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と原点のまわりで Laurant展開して、vacuumの不変性を使うと

Ln ∣v⟩ = 0 for n ≥ −1. (4.9)

同様に無限遠では

⟨v∗∣Ln = 0 for n ≤ 1 (4.10)

ですから、先ほど言った SL(2,C)不変性というのは、両者に共通の nの値である L1, L0, L−1に対

する不変性で、この nの値を持つ generatorとの交換関係の真空期待値は zeroとなります。

⟨v∗∣ [Ln,⋯] ∣v⟩ = 0. (4.11)

これが真空の SL(2,C)不変性の operatorでの表現です。

● In state :

Primary fieldの insertionを原点にもってくるという操作をとります。これを in stateと呼び

∣ϕ⟩ ≡ lim
z→0

ϕ(z) ∣v⟩

で定義します。この状態に conformal変換をほどこしてやりますと、交換関係と先ほど言った真空

の性質を使って

Ln ∣ϕ⟩ = lim
z→0
{[Ln, ϕ(z)] ∣v⟩ + ϕ(z)Ln ∣v⟩}

= δn,0h ∣ϕ⟩ for n ≥ 0
(4.12)

が得られます。ここで (4.4)式から、

[Ln, ϕ(z)] = (zn+1∂ + h(n + 1)zn)ϕ(z) (4.13)

を使いました。すなわち n > 0のときには ∣ϕ⟩は Ln で annihilateされて n = 0の時には固有値が
でてきます。

● Out state:

全く同じように定義すればいいのですが、energy-momentum tensorの時と同じで無限遠を扱う

には、正しく座標 patchをとる必要があります。従って ζ = 1

z
として ζ → 0で無限遠を定義して、

fieldの変換性

ϕ(z)z2h = ϕ(ζ) (4.14)

を考慮すると

⟨ϕ∗∣ ≡ lim
z→∞
⟨v∗∣ϕ(z)z2h (4.15)

となり、2点関数の性質 (3.55)から background chargeがない場合には ⟨ϕ∗i ∣と ∣ϕi⟩が dualな関係

にあることは実際に計算してみればすぐにわかります。

⟨ϕ∗j ∣ϕi⟩ = δij . (4.16)
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また、このように定義した out stateに Virasoro代数 Ln を作用させると n ≤ 0に対して

⟨ϕ∗∣Ln = lim
z→∞

z2h ⟨v∗∣ [ϕ(z), Ln]

= lim
ζ→0

ζ−2h ⟨v∗∣ {2hζ2h−nϕ(ζ) + ζ2h (ζ−n+1 d

dζ
− h(n + 1)ζ−n)ϕ(ζ)}

= δn,0 ⟨ϕ∗∣h

(4.17)

となります。ここで
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

z = ζ−1,

ϕ(z) = ζ2hϕ(ζ)

を使いました。

一般にこれらの式からわかるように dualな stateに移ることは結局、座標の patchを張り替える

こと、つまり zから z−1に移ることです。これは普通の場の理論での conjugation,∗operationに当
たるのですが、注意しなくてはならないのは、ここには複素共役をとるという概念はまだ入ってお

らず普通のHermitian conjugateとは少し違うので区別して考える必要があることです。ただ unit

circle上で考えると、
1

z
とすることは、ちょうど複素共役をとることに対応しているので、そこで

考えれば dual spaceに移ることはちょうどHermitian conjugateをとることに対応しています。し

かし、一般にはそうではなくて、今のように Euclidean field theoryを考えている場合には、

L∗n = (
1

2πi
∮
C0

dz zn+1T (z))
∗

= ( −1
2πi
∮
C∞

dz zn+1T (z))
∗

= 1

2πi
∮
C0

dζ ζ−2ζ−n−1ζ4T (ζ)

= 1

2πi
∮
C0

dζ ζ−n+1T (z) = L−n

(4.18)

すなわち、

⟨L−nϕ∗∣ = ⟨ϕ∗∣Ln (4.19)

が成り立つ。こういう意味で dual spaceに移るということは、

Ln → L−n (4.20)

とすることです。

● Axiom of closed operator algebra (completness of states):

先ほど CFTの基本的な公理の一つとして operator代数が閉じているということを述べました

が、これは別の言葉で言うと、primary fieldsを使って in statesを作ったらその空間での complete

setはそれを conformal変換したもので張られる、ということです。これは非常にきつい条件で、
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式で書くと

ϕi(z) ∣ϕj⟩ = ϕi(z)ϕj(0) ∣v⟩

= ∑
k,{n}

Ck
ij{z;−n1⋯− nN}L−n1⋯L−nN

ϕk(0) ∣v⟩

= ∑
k,{n}

Ck
ij{z;−n1⋯− nN}L−n1⋯L−nN

∣ϕk⟩

(4.21)

となり、また completeness relationは

1 = ∑
k,l,{n},{m}

L−{n} ∣ϕk⟩C−1kl ({n},{m}) ⟨ϕ∗l ∣L{m} (4.22)

となります。ここで

L−{n} ≡ L−n1⋯L−nN
(4.23)

で、Ckl という行列は

Ckl({n},{m}) ≡ ⟨ϕ∗k ∣L{n}L−{m} ∣ϕl⟩ (4.24)

で定義されます。Ckl は普通数学で contravariant formとよばれます。もし、background charge

がない、つまり普通の場の理論の場合には primary stateに対して

⟨ϕ∗k ∣ϕl⟩ = δkl (4.25)

という直行性がなりたち、こういう場合には k = lの時だけ、つまり同じ primary fieldを conformal

変換したものの間の内積のみが zeroではない。

Ckl({n},{m}) ≠ 0 only when k = l (4.26)

又、levelに関して

∑
i

ni =∑
i

mi (4.27)

という条件が必要なことも少し調べればわかります。このような単項式 L−n1⋯L−nN
∣ϕ⟩と、その

線形結合を全部集めたものを Verma moduleと呼びますが、これは Virasoro代数の表現の一つで

す。Virasoro代数とは、先ほど書いた energy-momentum tensorの変換則の式

[T (f), T (z)] = {f(z)∂z + 2f ′(z)}T (z) +
c

12
f ′′′(z) (4.28)

をmode展開したもので、すなわち、

[Ln, Lm] = (n −m)Ln+m +
c

12
n(n2 − 1)δn+m,0 (4.29)

で与えられます。この式の右辺第二項は、物理的には conformal anomalyに相当していて、central

extentionと呼ばれる。Verma moduleはこの代数の一つの表現になっているわけで、その表現が

どういう風に特徴づけられるかというと “highest weight vector” ∣ϕ⟩すなわち

Ln ∣ϕ⟩ = hδn,0 ∣ϕ⟩ for n ≥ 0 (4.30)
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なる stateによって特徴づけられるわけです。基本的には角運動量の表現を上げ下げ演算子を使っ

て議論する仕方と同じです。

● Connection to ordinary field theory formalism:

ここで少し普通の場の理論的な見方をしてみます。普通の場の理論との対応を見るのにまず L0

を考えます。明らかに

L∗0 = L0

が成り立ち、また L0 と primary fieldは

[L0, ϕ(z)] = (h + z∂z)ϕ(z) (4.31)

という関係を満たす。これは L0 が二次元平面で globalな scale変換を引き起こすことを示してい

ますが、zの代わりに

z = eρ; ρ = s + iθ
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 ≤ θ ≤ 2π

−∞ ≤ s ≤∞
(4.32)

と座標変換して ρで見ると globalな translationに対応していることがわかります。

L0 ⋯ translation with respect to ρ

この変換のもとで T (z)と T (ρ)の関係は

T (z) = (dρ
dz
)
2

T (ρ) + c

12
{ρ, z},

(dρ
dz
)
2

= 1

z2
, {ρ, z} = 1

2z2

(4.33)

で与えられますが、この式を使って Hamiltonian を定義することを考えます。そのために (s, θ)
という二次元空間をシリンダーの様に考えて s を時間とみなし θ を空間とします。この空間で

Hamiltonianを考えると、energy-momentum tensor T (ρ)を空間座標 θについて積分すればいい

から、

H = 1

2π
∫

2π

0
dθ T (ρ) + anti-holomorphic part

= 1

2πi
∮ dz

1

z
(z2T (z) − c

24
) + anti-holomorphic part

= L0 −
c

24
+ L̄0 −

c

24
= L0 + L̄0 −

c

12

(4.34)

となります。このことから前に定義した in-state, out-stateは sについてのものであることがわか

ります。−c/12はいわゆる Casimir energyに相当するものです。

　同じように二次元空間における運動量を定義しようと思ったら、こんどは θに関しての translation

を考えます。θ についての translation を ρ でいうと、ρ が translate されれば、ρ̄ は逆の方向に
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translateされるので、momentumの operatorは holomorphic partから anti-holomorphic partを

ひいたものになります。すなわち

P = 1

2π
∫

2π

0
dθ T (ρ) − anti-holomorphic part

= L0 − L̄0.

(4.35)

この場合にはHamiltonianの場合と違って central chargeは打ち消しあって、でてきません。上の

ことから ∣z∣についての radial orderingは sについての time orderingに等しいことが分かります。

またこの立場から Virasoro代数がどういう役割をはたしているかというと、いわゆる Spectral

Generating Algebra(SGA)と呼ばれるものに対応しています。SGAとは、理論を与えたときにそ

の理論の Hamiltonianの固有状態を何かある群の生成子の作用のもとですべて作り出せる、ある

いはすべてでなくてもいいから、その spectrumの一部を作り出せる、そういう代数のことをいい

ます。この代数はHamiltonianの対称性ではありません。つまりH の対称性だったらH と可換で

すからある状態が H の固有状態なら、その状態に Operatorを作用させたものは、やはり同じ固

有値を持つた状態でH に関するmultipletをつくるからです。だから普通の対称性はH に関する

multipletを作り出すのに対して、今の場合はH の固有値を変えます。けれども、その固有値の変

え方が、代数の作用の元で起きる。そういうものを SGAとよびます。Virasoro代数は L0 に対し

て L−1, L−2,⋯が L0の固有値を変えるので、そういう意味で SGAになっています。この考え方自

体は、CFTとは独立に昔からあって、例えば hadronの spectrumを分類するのに考えられたこと

もあります。その昔、Pauliが水素原子を行列力学で解こうとしたときに最初に現れた考え方です。

このように考えると結局、vacuumから最初の excited stateである“ primary state”が作られ、

さらに conformal変換を施して次の様な完全系ができます。

∣v⟩ = ground state of H,

{∣ϕi⟩} = primary excited states,

{L−{n} ∣ϕi⟩}n>0 = conformal excited states.

しかし、vacuumから primary excited statesを構成するのは、conformal変換ではいけないので、

理論に入っている対称性だけからは決まらず、以下でふれる力学的な仮定が必要です。

● state-operator correspondence

今まで述べたことから stateと operatorを一対一に対応づけすることができます。

∣ϕi⟩←→ ϕi(z),

L−{n} ∣ϕi⟩←→ L−{n}ϕi(z).

ここで、

L−{n}ϕi(z) = L−n1
L−n2

⋯L−nN
ϕi(z)

= 1

2πi
∮
C1

dz1 (z1 − z)−n1+1T (z1)⋯
1

2πi
∮
CN

dzN (zN − z)−nN+1T (zN)ϕ(z)
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となることは先ほどのWard identityを使えばすぐに分かります。contourはそれぞれ、z を中心

に内側から CN、その周りを CN−1、.....一番外側を C1 が回るようにとる。例えば、L−nϕi(z)は
operator積

T (z)ϕi(z) = ∑
n≥0

L−nϕi(w)(z −w)n−2 (4.36)

の n ≥ 0に対する展開係数として得られる。
このような理論の枠内では correlation functionあるいは一般にmatrix elementはすべて primary

statesに対するものから計算できる。と言うのは primary statesでないものには、energy-momentum

tensor　が入っているので、これは correlation function に insertion されているときには、先ほ

どの Ward identity を使ってはずしていけるからです。

結局 CFTの中に入っている dynamicalな情報はどこにあるかというと、conformal familyとそ

れが fusionしたときに、どういう fieldに変わるか、という議論の中に入っています。それでこれ

らを決める原理は何かと言うと、つぎの三つにまとめられます。

1. associativity of operator algebra (∼ “duality”)

2. modular invariance

一般の Riemann面を考えるときに仮定される対称性。

3. higher (extended) symmetry

上記の二つで理論の内容がすべて決まるとは限らないので、一般にはもっと情報が必要です。

その時にはより高い対称性を考えて理論に強い制限をつけることが考えられます。

例：current algebra, superconformal algebra, Wn algebra, etc

4.2 Degenerate representation

この節では Virasoro代数の表現を実際に構成することを考えます。

● Null states (singular vector)

最初に null stateと呼ばれるものを考えます。まず、conformal次元 hの highest weight state

∣ϕ⟩から作られる Verma moduleの中からある state ∣ψ⟩を一つとってきます。

∣ψ⟩ ∈ {L−{n} ∣ϕ⟩ ∶ Verma module} . (4.37)

これが次の条件をみたすときに，∣ψ⟩のことを null stateとよびます。すなわち、

Ln ∣ψ⟩ = 0 for all n ≥ 1,

L0 ∣ψ⟩ = (h +∑
i

ni) ∣ψ⟩ .
(4.38)

(実際の計算では L1 ∣ψ⟩ = L2 ∣ψ⟩ = 0とするだけで十分で，n ≥ 3に対しては、すべて交換関係によっ
て自動的に満たされている。) この時 ∣ψ⟩はもともとある Verma moduleに入っている全ての状態
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と直交してしまう。それは

⟨(L−nϕ)∗∣ψ⟩ = ⟨ϕ∗∣Ln ∣ψ⟩ = 0 (4.39)

となるからで、特に自分自身との内積は zero(null)になります。

⟨ψ∗∣ψ⟩ = 0. (4.40)

つまりこの理論における完全系を構成している stateのすべてと直交しているわけで、中間状態を

考えたときに null stateは全く効かないことになり、したがって理論から落とせるわけです。だか

ら実質的には今の仮定の元で zeroとおいていい。このような null stateが表現の中に入っている

ので、これは既約ではない。だからそういう表現を落として既約表現をつくるわけですが、問題は

どういう時に null stateがでてくるのか、ということになります。これに対する答えはKacによっ

て与えられていて証明はやりませんが、次のようになります。

Kac’s Theorem

For a given central charge c, a null state exists at level N

when

h = hr,s, N = rs (r, s = positive integer)

hr,s = −
1

4
(α+ + α−)2 +

1

4
(α+r + α−s)2

α± =
√
1 − c ±

√
25 − c√

24

この公式は先ほど述べた covariant form の determinant (Kac’s determinant) を計算して、その

zero点として hr,sがでて来るのを示したものです。null stateがあれば、そこで線形独立ではない

状態があるので、det = 0となるからです。

detCN({n}{m}) =
N

∏
p=1

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∏
rs=p
(h − hr,s)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

Π(N−p)

,

Π(N) ∶ ♯ of partitions of N, N =∑
i=1
ini =∑

i=1
imi.

但し、

CN({n},{m}) ≡ ⟨h∣Lm1

1 Lm2

2 ⋯L
n1

−1L
n2

−2⋯ ∣h⟩

です。さて、null stateがあると、それを新しい highest weight stateにして、そこから新しい表現

ができますから、最初にあった表現の中に部分表現が作られます。したがって表現は可約になって

いる。既約表現をつくるためには null stateによってつくられる submoduleでもとの表現を割って

商空間をつくってやればよい。このような表現

Irreducible Virasoro representation V(h, c)

≃ [Verma module]/[all submodule of null states]

を degenerate表現といいます。商空間 V(h, c)のなかでは ∣ψ⟩ = 0 ∶ ∣ψ⟩ null State. こういうことが
物理的に何故正当化されるのかというと、Verma moduleで完全系が張れると仮定したからです。

29

Soryushiron Kenkyu



すでに述べたようにその中で、null stateはすべての状態と直交していて、中間状態としてきかな

いからで、zeroとおいてよい。このように correlation functionの中では必ず zeroという役割をは

たすので、CFTの枠内で自然にこうなるのです。

● Degenerate state (field)

null state

∣ψ⟩ =∑C{n}L−{n} ∣ϕ⟩ (4.41)

を作るような元の状態 ∣ϕ⟩を degenerate stateと呼び、対応するOperator ϕを degenerate fieldと

呼びます。

● Unitary representation

今までの話は一般的な表現の話で、内積は必ずしも正とは限らなかったが、もし話を場の理論の

枠内におさめようとすると、内積は正でなくてはならない。このような表現を unitary表現と呼び

ます。ただ意味を取り違えないでほしいのですが、これは普通の意味での unitaryではありません。

つまり conjugationは一般にはHermite conjugateとは違います。但し unit circle上ではHermitian

conjugateと同じで、この上で Virasoro代数の表現を考えれば、普通の意味での unitary表現にな

ります。そしてそのようにできるのは内積が正の場合に限られます。結局この意味で

unitary ⇐⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

既約なmodule(quotient)に対する

covariant form が正定値

が成り立ちます。それでは unitary表現が、どういう時に可能なのかは、Kac公式を詳しく調べれ

ばわかり、次の結果が知られています。(Friedan-Qiu-Shenker)

c ≥ 1 h ≥ 0, (4.42)

or

c = 1 − 6(p − p′)2

pp′
p − p′ = ±1, α+

α−
= −p

′

p

= 1 − 6

m(m + 1)
m m =min(p, p′) ≥ 3.

hr,s =
(rp − sp′)2 − (p − p′)2

4p′p
,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ≤ r ≤ p′ − 1

1 ≤ s ≤ p − 1

= h−r,−s
= hp′+r,p+s.

(4.43)

これから分かるように c ≥ 1の時には h ≥ 0である限りすべての unitary表現が可能ですが、c < 1
の時には離散的な値だけが許されます。また c < 1の時の unitary表現はすべて degenerate表現に
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なっていることもつけ加えておきます。

● Examples of null states

null statesが具体的に、どのようにできるのかを例を挙げて示しておきます。

level 1: L0 ∣ϕ⟩ = h ∣ϕ⟩を用いて

L1L−1 ∣ϕ⟩ = [L1, L−1] ∣ϕ⟩ = 2h ∣ϕ⟩ = 0.

よって、h = 0となります。また、
L2L−1 ∣ϕ⟩ = 0

は自明です。したがって level 1のところで null stateをつくろうと思ったら h = 0です。これは
Kac公式の一番簡単な例になっています。

level 2: L−2 ∣ϕ⟩と L2
−1 ∣ϕ⟩の 2つに対してその線型結合 (L2 + αL2

−1 ∣ϕ⟩に L1, L2 を作用させて、

zeroになる条件を求める。但し、 αは定数。

L1(L−2 + αL2
−1) ∣ϕ⟩ = 0 ⇒ α = − 3

2(2h + 1)
.

さらに、

L2(L−2 + αL2
−1) ∣ϕ⟩ = 0

から、

h± =
1

16
[5 − c ±

√
(c − 1)(c − 25)]

= −1
4
(α+ + α−)2 +

1

4
(2α+ + α−)2

or

= −1
4
(α+ + α−)2 +

1

4
(α+ + 2α−)2.

.

Note: c = 26という特別な場合を考えます。これは string理論の critical dimensionです。前に述

べた freeのmassless scalar fieldは central chargeが 1で、もし 26次元時空を考えてその座標が全

部 freeのmassless scalar fieldで表せるなら central chargeは 26になります。c = 26のとき

h+ =
1

16
(5 − 26 + 5) = −1

になりますが、それとは無関係に level 1の状態でϕの conformal dimensionが zeroならL−1 ∣ϕ(h = 0)⟩
は null state になります。また、今求めた αから

(L−2 +
3

2
L2
−1) ∣ϕ(h+ = −1)⟩
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は level 2のnull stateです。重要なことは、この二つのnull state L−1 ∣ϕ(h = 0)⟩と (L−2+
3

2
L2
−1) ∣ϕ(h+)⟩

とがともに L0 の固有値が 1の固有状態になっていることです。すなわち、

L0 ∣ϕ⟩ = ∣ϕ⟩

実は string理論の critical dimensionが、なぜ 26かというと、ちょうどこの事情に関係していま

す。今回の講義ではやりませんが、string theoryで ghostがないという条件に対して、この二つの

null stateがあるということが essentialです。

● Role of degenerate fields

degenerate field の役割を少し述べておきます。degenerate field ϕから null stateをつくり、こ

れを ψとして correlation functionの中に入れると、これは conformal completenessによって zero

となります。すなわち、

⟨ψ(z)∏
i=1
ϕi(wi)⟩ = ⟨∑

{n}
C{n}L−{n}ϕ(z)∏

i=1
ϕi(wi)⟩ = 0

= ∑
{n}

C{n} ⟨
1

2πi
∮
C1

dz1 (z1 − z)−n1+1T (z1)∮
C1

dz2 (z2 − z)−n2+1T (z2)⋯

⋯ 1

2πi
∮
CN

dzN (zN − z)−nN+1T (zN)ϕ(z)∏
i=1
ϕi(wi)⟩

が成り立つ。この式は conformal Ward identityを使ってdegenerate fieldをふくんだ correlation fun-

cionについての微分方程式として書き直せる。実際、zを回る contour, i.e. 内側からC1,C2, ...,CN

を、{wi}たちの周りを逆向きに回る contour, i.e. 内側から C̃1, C̃2, ..., C̃N に変形し、Ward Identity

を用いればよい。

簡単のために、ϕをすべて primary fieldと仮定すると、微分方程式

∑
{n}

C{n}L̂−nN
(z;wN)L̂−nN−1(z;wN−1)⋯L̂−n1(z;w1) ⟨ϕ(z)∏

i

ϕ(wi)⟩ = 0 (4.44)

が得られます。ここで、

L̂−n(z;wi) = −∑
i=1
[ (1 − n)hi
(wi − z)n

+ ∂wi

(wi − z)n−1
] . (4.45)

結局、相関関数 ⟨ϕ(z)∏i ϕ(wi)⟩は高々、ψ の levelの orderの微分方程式を満たすのがわかりま

す。これは非常にきつい条件で、理論に対する一つの dymmicalな (conformal symmetryからは

でてこない) inputになっています。
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● Fusion rule for degenerate fields

例えば簡単のためレベル 2の null stateを作り出すような ϕ(1,2)(z)という degenerate fieldを

もってくる。いま言ったことから correlation function

⟨ϕ(1,2)(z)
n

∏
i=1
ϕi(zi)⟩ (4.46)

は微分方程式

⟨(L̂−2 −
3

2(2h1,2 + 1)
L̂2
−1)ϕ(1,2)(z)

n

∏
i=1
ϕi(zi)⟩ = 0, (4.47)

すなわち、

{ 3

2(2h1,2 + 1)
∂2

∂z2
−

n

∑
i=1

hi
(z − zi)2

−
n

∑
i=1

∂i
z − zi

}⟨ϕ(1,2)(z)
n

∏
i=1
ϕi(zi)⟩ = 0 (4.48)

を満たします (Note; L−1ϕ = ∂zϕ)。
この微分方程式を使うとGreen functionの性質、例えば singularityの構造がきつく制限されま

す。実際、

z ∼ zi

としたときに、どういう singularityがあるのかを調べるために、

ϕ(1,2)(z)ϕi(zi) ∼ (z − zi)K1,2{ϕj(zi) + descendants} (4.49)

とおいて、微分方程式に代入すると、K1,2 に対する代数方程式

3

2(2h1,2 + 1)
K1,2(K1,2 − 1) +K1,2 − hi = 0 (4.50)

が得られる。解は、

K1,2 =
1

2
[1 − α2

− ± α−αi]

となる。ただし α±はKacの公式にでてきたもので、また αiは ϕiの持つ conformal dimensionを

次のように parametrizeしたものです。

hi = −
(α+ + α−)2

4
+ 1

4
α2
i (4.51)

αi = n′α+ + nα− (4.52)

同様にして ϕ(2,1)(z)に対して調べると

K2,1 =
1

2
[1 − α2

+ ± α+αi] (4.53)

となります。

さて、ここで operatorϕj の dimensionを hj とすると、

K1,2 = hj − hi − h1,2 (4.54)
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が成り立つので、

K1,2 ⇒ hj = −
(α+ + α−)2

4
+ (αi ± α−)2

4
, (4.55)

K2,1 ⇒ hj = −
(α+ + α−)2

4
+ (αi ± α+)2

4
(4.56)

となって hj が求まります。

ここでもし ϕi も degenerate fieldとすると必然的に ϕj も degenerate fieldになることがわかり

ます。というのは、ϕi を degenerate fieldとすると (αi ± α−)や (αi ± α+)は再び、α+ と α− の整

数係数の一次結合となるからです。

従って、Fusion ruleが degenerate fieldだけで閉じることになる。式で書くと

ϕ(2,1)(z)ϕ(n′,n)(z) = [ϕ(n′−1,n)(z)] + [ϕ(n′+1,n)(z)], (4.57)

ϕ(1,2)(z)ϕ(n′,n)(z) = [ϕ(n′,n−1)(z)] + [ϕ(n′,n+1)(z)] (4.58)

となる。もちろん今行なった計算は leadingのところでみているので primary fieldだけでよかっ

たのですが、実際には leading 以外のところに descendants が出てくる。その意味で右辺は [ϕ]:
conformal familyにしてあります。

次にこのことを何回もくり返して使ってやります。すると一般に degenerate fieldの間の積がど

のように従うのか簡単に予想できます。

さらに以下のような仮定をします。もともと conformal dimensionはh(n′,n) = h(−n′,−n), h(n′+p′,n+p) =
h(n′.n)というような性質をもっていたので conformal dimensionが同じものを identifyしてしまい

ます。

ϕ(n′,n) = ϕ(−n′,−n)

ϕ(n′+p′,n+p) = ϕ(n′,n)

もちろん dimensionが同じ場がたくさんあっていいわけですが、こういう identification を仮定し

てみるのです。すると以下の fusion ruleが出てきます。

ϕ(n′,n)ϕ(m′.m) =
min(n′+m′+1,2p′−n′−m′−1)

∑
k′=∣n′−m′∣+1

min(n+m+1,2p−n−m−1)

∑
k=∣n−m∣+1

[ϕ(k′,k)]. (4.59)

● Character formula for the minimal representation

Minimal表現に対するCharacter公式を導くことにします。そのために表現空間内で固有値を与

える様な、対角化された operatorを考えます。今の場合それは L0 すなわち Hamiltonianに対応

するもので、それを用いて、characterをつぎのように定義します。

character:

χn′,n(τ) ≡ TrV(n′,n)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
e
2πiτ(L0−

c

24
)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

(4.60)
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ここで前に述べたように Hamiltonian を定数だけずらして、H0 = L0 − c/24 と定義しました。
従って exponentialの肩にあるのはHanliltonianですから、これは時間推進を表しているように見

えます。ただなぜ Euclideanなのに 2πiτ と書いているかというと、τ を複素数にとっているから

で τ の imaginary partが Euclidean時間で、real partが座標の translationの parameterを表し

ています。結局、時間推進と座標の translationを両方含めてこの形に書いてあるのです。そして

H の固有値が与えられたとして、traceをとったのが characterですから、characterは固有空間の

次元の情報を表しています。

もし Verma moduleで表現が最初から既約だったら、この計算は trivialですけれども、今の場

合 null stateがあるので、それを差し引かなくてはならない。そのためには与えられた表現の中に

null stateがどのように存在しているのか調べる必要があります。

そこでいま出発点として、 level N = n′nのところに null stateができるような degenerate field

S0 をもってきます。

ϕ(n′,n) = ϕ(−n′,−n) = ϕ(n′+p′,n+p) ≡ S0 (4.61)

ここで conformal次元は

hn′,n =
(n′p − np′)2 − (p − p′)2

4pp′
(4.62)

で与えられます。そしてこの上の表現を考えて、このときの singular vectorの構造を調べると図 1

のような seriesに書けます。
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s0(hn′,n)

s1(hn′,−n+2p) s2(hn′,−n)

s3(hn′,n−2p) s4(hn′,n+2p)

s5(hn′,−n+4p) s6(hn′,n−4p)

s7(hn′,−n−4p) s8(hn′,n+4p)

+

−

+

−

+

図 1: The structure of singular vectors (Feigin-Fuchs)
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この seriesを導くときには p − p′ = ±1の条件をはずして、よりー般的に (minimal model)考え

ます。上の null stateの構造自体は pと p′の差が 1でなくても成り立つからです。さて図の意味

を簡単に説明すると S0(hn′,n)の定義から levelが N = n′nのところに null fieldが存在しますが、

この confornlal次元は

hn′,−n = hn′,n + n′n

と書けます。ここまではKacの公式から明らかですが、今minimal表現を考えているのでn′のかわり

に (p′ −n′),nのかわりに (p−n)としたfieldも同じfieldと見なす。従って levelがN = (p′−n′)(p−n)
のところにも null stateがあって、その conformal次元は

hn′,−n+2p = hn′,n + (p′ − n′)(p − n)

となります。今述べた操作がそれぞれ

S0(hn′,n)→ S2(hn′,−n),

S0(hn′,n)→ S1(hn′,−n+2p)

の arrow(or chain)を意味します。このようにしてできた S1, S2は又 null stateですから、まったく

同じようにして null stateの arrowを次々につくっていくことができる。ただ注意することは、Kac

の公式で levelは正に,すなわち (r, s)にとってありますから、S2(hn′,−n)のように、負の suffixが

でてきたら、fieldの identificationを使って正になおしてから新しい null state S3 及び S4 をつく

ります。このようにして無限個の null stateがつくられるので、既約表現は最初の Verma module

の中にできた無限個の sub moduleを zeroとみなして、商空間をつくることです。

V(hn′,n) = V(S0)/V(S1)⊕ V(S2)⊕⋯

このような商空間の構成を character公式で行うには、まず最初に sub moduleをつくる null state

があることを忘れて単純に characterを計算して、そこから sub moduleのつくる characterを次々

にひいていきます。このようなことを実際におこなったのが次の公式です。

χn′,n = TrV(hn′,n)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
e
2πiτ(L0−

c

24
)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

= 1

η(τ)

∞
∑

j=−∞

⎛
⎜⎜⎜
⎝
e
2iπτ
(2p′pj + pn′ − p′n)2 − 1

4p′p − e
2iπτ
(2p′pj + pn′ + p′n)2 − 1

4p′p
⎞
⎟⎟⎟
⎠

ここで

η(τ) = exp{iπτc
12
}
∞
∏
n=1
(1 − e2πiτn) (4.63)

は Dedekindの η-functionと呼ばれます。この character公式の右辺で j = 0が S0(hn′,n)からつ
くられる Verma moduleをあたかも既約だと思って全部足したもので ground stateの energyが

exponentialの肩にのっています。さらに higher excited states があるために Dedekindの η 関数

が全体に係数としてかかっている。つまり ground state上の conformal familyの寄与を表してい
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ます。ただこれだけでは既約ではないので、null stateからつくられる submoduleを引かなくては

ならない。この時、単純に submoduleを引いていくと null stateの arrowが二重構造をもってい

るので、(例えば S4は S1と S2からつくられる。)二重に引いてしまうことになります。そこで重

複が無いように、きちんとひいていくには null stateの arrowの図に書いてあるように、まず S0

の characterは足して (+)、次に S1と S2 characterは引いて (−)、さらに S3と S4の characterは

足して (+)、...というように交互にプラス、マイナスになるように加えていけばいいことが、少し

考えると分かります。このようにして求めたのが既約表現に対する character公式です。

● Hilbert space of general conformal fleld theory

一般の CFTの Hilbert空間はこのようにしてできた既約な Virasoro代数の表現を holomorphic

partと anti-holomorphic partについて適当に組み合わせて構成されます。

H =⊕
h,h̄

V(h, c)⊗ V(h̄, c̄).

このことに対応して、一般に CFTにでてくる correlation functionは次の形にかけます。

⟨∏ϕi(zi, z̄i)⟩ =∑
I,J

dIJ̄FI{zi, τi}F̄J̄{z̄i, τ̄i}.

ここで FI{zi, τi}は conformal blockと呼ばれる analyticな関数を表していて、 higher genusの

Riemann面を考えるときには Riemann面を指定する parameterであるmoduli parameterにも依

存しています。

Conformal block ∶ FI{zi, τi}, τi, ⋯ moduli parameter.

このように correlation functionは holomorphicな conformal blockと anti-holomorphic conformal

blockの積を適当に組み合わせて書けていて、その組合せの係数 dIJ̄ は structure constantや表現

の次元で決まっている。conformal blockの簡単な例としては先ほどの characterがあげられます。

conformal field theoryのもつ、このような構造の、一つの数学的な特徴づけを Friedan-Shenker

が与えました。それを以下に述べます。conformal blockはすべて線形の微分方程式に従っていま

す。今modular変換や、座標変換を考えたときにこれらの変換のもとで、conformal blockがどの

様に変換するのかを考えると、線形の微分方程式の間の変換ですから、当然、線形に変換するは

ずです。その意味で conformal blockは base spaceをmoduli空間 {(zi, τi)}と したときの一種の
vector束になっています。この vector束上には Hermitian metricと呼ばれる計量 dIJ̄ が与えら

れていて、これを用いて、invariantな量 (つまり内積)をつくるのです。座標 zi あるいはmoduli

τi をずらすというのは、言い換えると、energy momentum tensorの作用による conformal変換の

ことで、このもとで fiberがどうずれるのか、ちゃんとわかっている。そういう意味で connection

(EM-tensor)が与えられています。かつ、その connectionは閉じた代数 (Virasoro代数)を満たして

います。このような閉じた代数は実は flat connectionに対応しているのですが、今の場合は central

extentionされているので、その分普通と違って projectively flatと呼びます。この connectionを

非常に大ざっばな analogyでいうと、普通の gauge場 Aµ と gauge potential V の関係式

Aµ ∼ V −1∂µV
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にちょうど energy momentum tensorと partition functionの間の関係式
√
g

2
⟨Tµν⟩ ∼ Z−1 δ

δgµν
Z

が対応している。この対応式からも energy momentum tensorが flat connectionになっているの

が、想像つくでしょう。
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5 Minimal models

5.1 Possibility of Solvable models

solvableなmodelというのは correlation functionが原理的には、すべて計算できるという意味

ですが、そのようなものの具体的な例として、どういうものが知られているか、その結果を述べて

おきます。まず、unitary表現でm = 3の場合を考えると

c = 1 − 6

3 ⋅ 4
= 1

2
, hr,s =

(3r − 4s)2 − 1
48

. (5.1)

ここで、
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ≤ r ≤ 3,

1 ≤ s ≤ 2

となり可能な conformal dimensionを表にすると図 2の様になります。

1
2

1
16 0

0 1
16

1
2

r

s

図 2: conformal grid c = 1
2

minimal表現では fieldの identificationがあるので、この場合の degenerate fieldと、その con-

formal dimensionは

h(1,2) = h(3,1) =
1

2
; ϕ(1,2) ≡ ϕ(3,1),

h(2,1) = h(2,2) =
1

16
; ϕ(2,1) ≡ ϕ(2,2)

となります。実はこれが exactに解ける模型の一つである 2次元 Ising modelの conformal dimen-

sionと、ちょうど一致しています。これらはそれぞれ energy operatorと呼ばれる essentialには

Boltzmann weightを決める energyと spin operatorと呼ばれる order parameterに対応しています。

実際これらの operatorの次元は critical pointでの相関関数の振舞いからわかっていて、(Onsager,

Kadanoff et al.)

ϵ = energy operator (∼ σiσi+1), 2h = 1,

σ = spin operator (∼ σi), 2h = 1

8

となり、holomorphicな conformal dimensionが (2hとしているのは anti-holomorphic partの寄

与も足している)それぞれ先ほどあげた degenerate fieldの次元と一致していることが分かります。

又、これらについて閉じた代数が成り立つことも示されていて次のようになります。

40

Soryushiron Kenkyu



Closed Operator Algebra {I, σ, ϵ} ∶

I ⋅ σ = [σ], I ⋅ ϵ = [ϵ],

ϵ ⋅ ϵ = [I], ϵ ⋅ σ = [σ], σ ⋅ σ = [I] + [ϵ].

ここで、I は identity operator。この例からわかるように Virasoro代数の構造だけから導かれる

性質が実際に知られているmodelで確かに成り立っている。

これからもっと一般の Virasoro代数の表現に対応するmodelが存在するのではないかと予想さ

れます。そこで今いったことを一般化して、すべての primary fieldが degenerate fieldになってい

る modelを考えてみますと、無限個の微分方程式が原理的には成りたっているので、ほとんどの

correlation functionは完全に決まっているだろうと予想されます。すなわち、このmodelは exat

に解けるmodelに相当するはずです。後は具体的な structure constantさえ計算すれば、すべての

correlation functionは原理的には計算できるはずです。このような可能性の最も簡単な classの一

つが minimal modelで、以下この場合に限って話を進めます。(以下では表現の unitarityは仮定

しません。)

Minimal Models:

c = 1 − 6(p − p′)2

pp′
,

hr,s =
(rp − sp′)2 − (p − p′)2

4pp′
,

1 ≤ r ≤ p′ − 1, 1 ≤ s ≤ p − 1, p < p′.

(5.2)

5.2 Methods (or strategies) of explicit construction

実際の構成にあたっていろいろな方法があるのでそれを簡単にまとめておきます。

• Solving differential equations

簡単な場合には実際に微分方程式を解くことが可能。

(p, p′) = (3,4)→ Ising (BPZ),

(p, p′) = (4,5)→ Z3 model (Dotsenko).

しかし明らかに (p, p′)が増えていくと、非常に難しくなって、実際には計算できない。
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• Embedding the models into free field theories (Coulomb gas formalism)

Feigin-Fuchs construction or Coulomb gas表示と呼ばれるもので free fieldの理論に埋め込

むので一応なんでも計算できる。これは後で述べる様に微分方程式を積分表示に直して解いて

いると見なすこともできます。Coulomb gasと言う名称は free fieldとしてmasslessの scalar

場を考えているからです。2次元massless scalarの二点関数は logで与えられ、、これがちょ

うど二次元での Coulomb相互作用をする系の potentialと同じ形をしています。

• Seeking for exactly solvable lattice statistical models corresponding to minimal

CFT’s

必ずしも conformal不変性がなくてもいいから、何か別の方法で exactに解ける modelを

考えてこれを critical pointに持っていって CFTの結果と比較する。但し、この場合解ける

といっても全ての corrdation functionが求まると言うことはほとんどなくて、せいぜい free

energyや相関関数の単純な場合が計算できる程度です。代表的なmodelとしてはRestricted

Solid-On-Solid (RSOS) modelがあり、これはminimal modelを実際に含んでいます。

• Coset construction (embedding into Kac-Moody algebra)

Kac-Moody代数を使って Virasoro代数のいろいろな表現を coset constructionで書き表し

ます。

Vmin ≃ SU(2)N × SU(2)1/SU(2)N+1,

N ∶ level of Kac-Moody algebra,

c = 3N

N + 2
+ 1 − 3(N + 1)

N + 2
= 1 − 6

(N + 2)(N + 3)
.

この式は Kac-Moody algebra の central charge が coset 構成した後に minimal model の

central chargeに等しくなっていることを表していて、これで実際に作れそうだという感じは

分かってもらえると思います。ただ、こういう構成法では代数の表現としては可能ですが、一

般論として correlation functionの計算に常に有用かどうかは、まだ明らかではありません。
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6 Feigin-Fuchs construction of minimal models

6.1 Feigin-Fuchs construction

Scalar場 φの次の actionから出発します。

S = 1

8π
∫ d2x

√
g(∂φ)2 + iα0

4π
∫ d2x

√
gRφ (6.1)

第一項は Polyakov actionで、第二項は二次元の scalar curvature Rに field φが linearに couple

している。これを flat spaceで考えて energy momentum tensorを計算すると、

Tzz = −
1

2
∂zφ∂zφ + iα0∂

2
zφ (6.2)

Tzz̄ = iα0∂z∂z̄φ (6.3)

となります。ここで Tzz̄ の右辺はWeyl不変性の破れを意味しますが、これは actionの中でWeyl

不変ではない Rを含む項からきたものです。これに対して、Polyakov actionはWeyl不変だから

この項には寄与しない。ところが今の場合、運動方程式を使うと

Tzz̄ = 0

となります。運動方程式によって conformal不変性が一見回復するわけです。もちろん曲がった空

間では運動方程式を使っても zeroではなくて Rに比例する項が残ります。

Tzz̄ ∝ iα0R

しかし、これは traceに anomalyがあるようなものですから、前に述べた一般論の枠内で議論する

ことができます。またこの場合 anomalyと言っても量子化してでてきたわけではなくて classicalな

段階で既に入っているので、普通の意味での anomalyとは少し違うことを注意しておきます。以下

ではこのような energy momentum tensorが与えられたとして標準的な方法で量子化し、conformal

field theoryと、どの様に対応しているかを調べます。

まず φは essentialに free fieldだから、その operator積は

φ(z1, z̄1)φ(z2, z̄2) ∼ −2 ln ∣z1 − z2∣ (6.4)

となります。holomorphic partと anti-holomorphic partを分離して

φ(z, z̄) = ϕ(z) + ϕ̄(z̄)

書き直すと、holomorphic partに対しては、

ϕ(z1)ϕ(z2) ∼ − ln(z1 − z2) (6.5)

となる。次に場をmode展開します。

ϕ(z) = q0 − ia0 ln z + i∑
n≠0

an
n
z−n,

∂ϕ(z) = −i
∞
∑

n=−∞
anz

−n−1
(6.6)
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交換関係は、operator積から

[an, am] = nδn+m,0,

[q0, a0] = i

となります。

Holomorphic な energy momentum tensor

Tzz ≡ T = −
1

2
∶ (∂ϕ)2 ∶ +iα0∂

2
zϕ (6.7)

の operator積を計算すると、

T (z1)T (z2) ∼
c/2

(z1 − z2)4
+ 2T (z2)
(z1 − z2)2

+ ∂z2T (z2)
z1 − z2

+⋯. (6.8)

但し、

c = 1 − 12α2
0

となります。ここで、∶∶は、normal orderingを意味します。すなわち、anのマイナスmode(n < 0)
をプラスmode(n > 0)の左に来るように並べます。central chargeの 1というのが量子効果で −12α2

0

が classicalな寄与です。

これを用いて energy momentum tensorのmode展開式を求めると

T (z) =∑
n

Lnz
−n−2,

Ln =
1

2

∞
∑

k=−∞
an−kak − α0(n + 1)an, (n ≠ 0),

L0 =
∞
∑
k=1

a−kak +
1

2
a20 − α0a0,

(6.9)

となります。ここで actionに ϕの二階微分が linearに入っていることに対応してLnに anの linear

な termが入っています。

● Fock space F (α,α0)

真空 (vacuum)を次のように定義する。

vacuum = ∣v(α,α0)⟩ ,

an ∣v(α,α0)⟩ = 0, (n ≥ 1), (6.10)

a0 ∣v(α,α0)⟩ = α ∣v(α,α0)⟩ . (6.11)

真空に生成演算子 a−n (n ≥ 1)を作用させて Fock space

F (α,α0) =
∞
⊕
k=0
⊕
ni

Ca−n1⋯a−nk
∣v(α,α0)⟩
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を定義する。ここで α0は central chargeを決める parameterで、αは a0の固有値、すなわち普通

の free field theoryで言うとmomentumに対応します。

また、F に対して dualな空間を F ∗(α,α0)と書く。すなわち F と F ∗の要素は内積を通して一

対一に対応していて、次の関係式が成り立ちます。

ψ1 ∈ F (α,α0), ψ2 ∈ F ∗(α,α0),

⟨ψ2, Lnψ1⟩ =⟨L−nψ2, ψ1⟩ = ⟨L∗nψ2, ψ1⟩.

この式を an で読みかえると
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a∗n = −a−n (n ≠ 0),

a∗0 = −a0 + 2α0

となることがわかります。この式からわかるように ∗をとるとminus符号が現れますが、Fock space

の定義は anに対して普通に n > 0が annihilation operatorで n < 0が creation operatorにしてい

るので、a∗nで見るとこのマイナス符号は計量が正定値ではない、すなわち indefinite metricになっ

ていることを意味します。また a0の ∗をとる際に定数だけ translateしなければならないというこ

とは background charge(or momentum) が存在するということです。これらの事情をもう少し詳

しく調べてみましょう。

● Indefinite metricとなっていることについて

a−n ∣v(α,α0)⟩を考えると

⟨a∗−nv∗(α,α0), a−nv(α,α0)⟩ = −⟨v∗, ana−nv⟩ = −n (n ≥ 1).

従って normが負になります。

● Background chargeが存在することについて

例えば次のようなmatrix elementを考えると

⟨v∗(α,α0), a0v(α,α0)⟩ = α

= ⟨a∗0v∗(α,α0), v(α,α0)⟩

= ⟨(−a0 + 2α0)v∗(α,α0), v(α,α0)⟩

となる。従って v∗ という dual Fock vacuumの a0 固有値は

a0 ∣v∗(α,α0)⟩ = (−α + 2α0) ∣v∗(α,α0)⟩ (6.12)

となります。すなわち

∣v∗(α,α0)⟩ ∼ ∣v(−α + 2α0, α0)⟩ (6.13)

となり、vacuum v と dual spaceの vacuumを比べるとmomentumが 2α0ずれています。もしこ

れがなければ単に運動量の保存則で、入って来る momentumと出ていく momentum がちょうど
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等しくなっていることを意味しているだけです (−αになっている理由)。 ここで無理やりもとの

vacuumと同じmomentumを持った vacuumを用いて、ある operator Kの真空期待値を計算した

とすると、これが zeroにならないためにはK が charge 2α0 を持つことが必要で、明らかにつぎ

の関係式を満たす必要があります。

⟨v(−α,α0)∣K ∣v(α,α0)⟩ ≠ 0 only when K has a charge 2α0. (6.14)

以上をまとめると Fock space F (α,α0)と、その dual space F ∗(α,α0)との関係は次のようになっ
ています。

F ∗(α,α0) ∼ F (−α + 2α0, α0), (6.15)

a∗n1
a∗n2
⋯a∗nN

∣v∗(α,α0)⟩ ∼ (−1)Na−n1a−n2⋯a−nN
∣v(−α + 2α0, α0)⟩ . (6.16)

最後の式の (−1)N は indefinite metricのためです。

ですから、これからやる議論では普通の free field theoryではなく、negative metric を持つよう

な理論です。なぜそうなるのかというと、minimal modelは一般に unitary表現である必要はなく、

non-unitaryな場合も含むので一般論としては必然的に indefinite metricが入って来るからです。

● Vertex operator (emission of charge α at z)

これまで Virasoro operatorと、その Fock表示を議論してきましたが、次に primary fieldがど

の様に作られるかということが問題になります。free fieldの場合にはいわゆる vertex operatorと

呼ばれるものを使えばよくて、次式で定義します。

Vα(z) =∶ eiαϕ(z) ∶

= eiαq0zαa0eα∑
∞
n=1

a−n
n zn

e−α∑
∞
n=1

an
n z−n .

(6.17)

この vertex operatorと energy momentum tensorとの operator積を計算すると conformal dimen-

sionが

h = 1

2
(α2 − 2αα0) (6.18)

であることが分かります。

● Embedding of the minimal models

この理論の central chargeと、vertex operatorの conformal dimensionを minimal modelに一

致するように parameter(α0, α)を決めてやります。すなわち

c = 1 − 6(p − p′)2

pp′
= 1 − 12α2

0, (p < p′), (6.19)

h = (n
′p − np′)2 − (p − p′)2

4pp′
= hn′,n

= 1

2
(α2 − 2αα0) =

1

2
(α̃2 − 2α̃α0)

(6.20)
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と置きます。4　　ここで、

α̃ = −α + 2α0.

これらの式から α0 と αを解くと

α0 =
1√
2
(α+ + α−), (6.21)

αn′,n =
1√
2
[(1 − n′)α− + (1 − n)α+]. (6.22)

但し、

α+ =
√

p′

p
=
√
1 − c +

√
25 − c√

24
,

α− = −
√

p

p′
=
√
1 − c −

√
25 − c√

24

です。さらにこの性質を使うと次のような symmetryがあることがわかります。

αn′+kp′,n+kp = αn′,n, (k ∈ Z) (6.23)

α−n′,−n = −αn′,n + 2α0 (6.24)

又、あとで重要な役割を果たす α =
√
2α±のときの vertex operatorを考えます。これはちょうど

h = 1

2
(α2 − 2αα0) = 1

を満たすような αのことで、なぜこの場合が重要かというと、このときには少なくとも localには

vertex operatorの zに関する積分が定義できるからです。つまり h = 1から、contour integralに

対して densityの変換性をするので、globalに見て表面積分が残るようなことがなければ、積分が

可能なわけです。積分可能という意味は、積分の pathを連続的に変形して値が変わらないという

ことです。いいかえると Virasoro代数と可換、

[Ln,∮ V±] = ∮ ∂(zn+1V±) = 0

ということです。

以下 notationの約束として

Vn′,n ≡ Vαn′,n ,

V± ≡ V√2α±

と置くことにします。

4補足注：α と α̃ の違いは、一方が Fock space F のとき、もう一方は dual Fock space F ∗ に対応することに注意。
一方、α0 は φ→ −φ,α0 → −α0 の対称性があるので、一つの値に固定して考えてよい。
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● Integration in terms of φ(z, z̄)

Minimal modelと一致するように parameterを決めたのですが、このように決めた parameter

に、どういう意味づけができるのか簡単にふれておきます。φを角度変数と考えて、半径 Rの円

周上にあると仮定します。角度変数だから一周した時には元に戻らなくてはいけない。すなわち

φ(z, z̄)←→ φ(z, z̄) + 2πR (6.25)

を同じ場と見なします。φ = ϕ + ϕ̄をmode展開すると

ϕ(z) = q0 − ia0 ln z + i∑
n≠0

an
n
z−n,

ϕ̄(z̄) = q̄0 − iā0 ln z̄ + i∑
n≠0

ān
n
z̄−n,

[q0, a0] = [q̄0, ā0] = i⇒ [
a0 + ā0

2
, q0 + q̄0] = −i

ですが、(6.25)式は zero modeすなわち q0 + q̄0が 2πRずれても波動関数に周期性があるという意

味で、これを q0と α0の共役性を用いて表現すると最後の式から a0と ā0の固有値は次の形に制限

されます。
a0 + ā0

2
= r
R

r⋯integer

次に complex planeで zを原点の周りに一周したとします。あるいは cylinderの pictureで言う

と cylinderを一周して元に戻ったとします。そのときには元と同じ場になるわけですが、同じ場と

言ったときの定義に円周の整数倍だけ不定性があるので、a0 と ā0 に対して

a0 − ā0 = sR s⋯integer

となればよい。いいかえると、a0 と ā0 は

a0 =
r

R
+ sR

2
,

ā0 =
r

R
− sR

2

,

という固有値を持たなくてはなりません。rはmomentumに対応し sは,いわゆるwinding number

と呼ばれるものです。ここでこの式の Rを R =
√
2α+ と選んでやると a0 の固有値は

a0 Ð→ αn′,n =
1√
2
[(1 − n′)α− + (1 − n)α+],

但し、

1 − n′ = −r,

1 − n = s

となります。

結局 Feigin-Fuchs constructionでminimal modelにするために特定の parameterの選び方をし

ましたが、これは言い替えると、こういう特定の半径を持った circle上の場を考えているといって
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もいいわけです。こういう議論は string理論で torusや orbifoldに compact化したときに、よく

でてきます。

最後に付け加えておきますが、background chargeがどうして出てきたのかは、元の actionから

理解できます。元の actionには φの linear termとして

∆A = iα0

4π
∫ d2x

√
gRφ (6.26)

が含まれています。この項があるために作用は φ→ φ+const. に対して不変ではありません。すな
わち

φÐ→ φ + const.⇒∆AÐ→∆A + iα0χ × (const.), (6.27)

χ = 1

4π
∫ d2x

√
gR

= Euler number

となります。このままでは circle上での translation不変性が壊れる、言い換えると運動量保存則

が成立しなくなるわけです。このずれを打ち消して初めて、non-zeroのmatrix elementが得られ

る。これを回復するには真空が background chargeを持つと考えなければならないわけです。結

局、次のようになります。

Existance of background charge

⇓

Anomaly with respect to translation

● Correlation functions

Energy momentum tensorも primary fieldも決まり、それらがすべて free fieldで書けているの

で correlation functionの計算はただちにできます。correlation functionを計算するには結局 vertex

operatorをいくつか掛けて真空期待値をとればいいわけです。その時、次の性質

lim
z→0

Vα(z) ∣v(0, α0)⟩ = ∣v(α,α0)⟩ , (6.28)

lim
z→∞
⟨v∗(0, α0)∣Vα(z)z2h(α) = ⟨v∗(α,α0)∣ (6.29)

から、異なるmomentumに対応する vacuumは vertex operatorを使って互いに変換できるので、

結局ある特定のmomentum、例えば zero momentumを持った真空から出発して vertex operator

を何個か掛けたものの期待値をとる、という操作に必ず帰着できます。

Correlation functionをWickの定理を用いて実際に計算すると

⟨v∗(0, α0)∣
n

∏
i=1
Vαi(zi) ∣v(0, α0)⟩ =∏

i<j
(zi − zj)αiαj (6.30)
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となります。ここで charge conservationあるいはmomentum conservationから ∑n
i=1 αi = 0 が必

要になります。(6.30)式の右辺はちょうど Coulomb gasの energyになっています。

ただ、ここで問題になるのはminimal modelに制限してあるので、このままでは charge conser-

vationが満たされないことです。この事情を見るのに

Vα = Vn′,n
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ≤ n′ ≤ p′ − 1

1 ≤ n ≤ p − 1
(6.31)

の αの形を思い出すと次のようになっていますが、

αn′,n =
1√
2
[(1 − n′)α− + (1 − n)α+], (6.32)

これを見て明らかなように α±の係数は必ず 0以下です。従って一般に、これらをいくつか加えて

zeroにすることはできません。そこでこの困難を取り除くために screening operatorを導入しま

す。これが background chargeを運ぶようにするのです。screening operatorは、先ほど述べた V±

という vertex operotorを使って作ることができます。この screening operatorを用いて minimal

modelの vertex operator (screened vertex operator) をあらためて次のように定義します。

V r′,r
n′,n(z) ≡ ∫ Vn′,n(z)

r′

∏
i=1
V−(ui)dui

r

∏
j=1

V+(vj)dvj . (6.33)

なぜ、このように定義するのかというと、もともと vertex operatorは conformal dimension だけ

で決まっているので一般にはこのような operatorであっていいからです。V±の積分がwell-defined

である限り、それは V r′,r
n′,n(z)の conformal dimensionに寄与しません。理由は

[Ln,∮ V±] = 0 (6.34)

だからです。

ただ、このように積分すると一見 non-localに見えますが、積分は pathの連続変形に依存しな

いので、そんなに悪いことをしているわけではない。

次にいくつかの必要な交換関係を計算しておきます。

[Lk, V
r′,r
n′,n(z)] = [z

k+1 d

dz
+ hn′,n(k + 1)]V r′,r

n′,n(z), (6.35)

[a0, V r′,r
n′,n(z)] = αn′−2r′,n−2rV

r′,r
n′,n(z). (6.36)

a0との交換関係から分かるように V r′,r
n′,n(z)の chargeは正の方にずれています (suffixは負のほうに

ずれているが)。ですから、screened vertex operatorをいくつか混ぜて、この chargeが変化すると

いう性質をうまく使えば、先ほど満たされなかった保存則 (∑i αi = 0)を回復することができます。
この vertex operatorを用いて non-zeroの correlatioll function を計算することができます。具体

的な計算についてはDotsenko-Fateev ( “Conformal algebra and multipoint correlation functions

in 2D statistical models”, Nucl. Phys. B240, 312(1984);“Four-point correlation functions and

the operator algebra in 2D conformal invariant theories with central charge c ≤ 1”, Nucl. Phys.

50

Soryushiron Kenkyu



B251, 691(1985))を参照して下さい。ただ一言注意しておくと screening operatorの積分はそれが

well-definedになるように積分路を適当に選ぶ必要があります。この時の独立な積分路の数が、微

分方程式として解いたときの独立な解の個数に相当しています。

● “Quasi-unitary”

これで一応計算はできますが、少し考え直してみると本当にこれでいいのか疑間が生じます。

CFTの基本的な仮定は conformal completenessです。すなわち primary stateがあったら、その

descendantだけで完全系が張れている。これがあったからこそ degenerate 表現が出てきたらそれ

をゼロと見なすことができて Green functionは微分方程式を満たしたのです。今の formalismで

本当にそうなっているのかどうかは自明ではありません。つまり今、状態は negative metricを含

む Fock spaceで張られていますが、それがVirasoro 代数の既約表現と同等であることが保証され

ているかどうか?

1 = ∑
{n1,⋯}

a∗n1
a∗n2
⋯a∗nl

∣v(α,α0)⟩ (−1)l ⟨v∗(α,α0)∣an1an2⋯anl

⇕

1 = ∑
{n1,⋯}{m1,⋯}

L−n1L−n2⋯L−nl
∣v(α,α0)⟩C−1{n,m} ⟨v

∗(α,α0)∣Lm1Lm2⋯Lmk

単純に indexの数を比較して状態の個数を比べるというような議論は無限次元では使えません。一

応、analyticityを満たすような correlation functionで、Riemann面上で適当な確定特異点を持つ

ようなものは、ほとんど uniqueに決まりますからその意味で correlation functionの計算結果は

確かに正しい。しかし operatorの levelで、これがどのように置きかわるのかは自明ではありませ

ん。この問題は Felder (“BRST approach to minimal models”, Nucl. Phys. B117,215(1989)) が
BRST-likeな構造に基づいて、その対応関係を明確にしました。詳しい内容は次節で扱うので、こ

こでは具体的な例をもとに考えてみます。

いま charge zeroの Fock spaceの vacuumに L−1 を作用させると、恒等的に次式が成り立つこ

とがわかります。

L−1 ∣v(0, α0)⟩ = 0.

又、chargeが zeroなら、この真空の conformal dimensionは zeroで、その場合にはKac 公式から

level 1に null stateが存在することが分かっています。ところが、ちょうど L−1 ∣v(0, α0)⟩が null

stateを作り出す操作で、これが恒等的に zeroになってしまうというのが上の結論です。このよう

に恒等的に zeroになる stateがあると明らかに

Fock spaceの張る空間 ≠ Primary stateを conformal変換して張られる空間

と言える。それは同じ level 1に Fock spaceでは non-zeroの状態

i.e. a−1 ∣v(0, α0)⟩ ≠ 0

が存在するからです。この a−1 ∣v(0, α)⟩は L−1 を使っては絶対に表せない stateで、確かに Fock

spaceの完全系とVirasoro代数を使ってできる conformal descendantの空間は異なります。もし、
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こういう状態が correlation functionの計算に寄与したとすると、もともと CFTの根本的な仮定

としていた conformal completenessを破るわけで、何かこういうことを起こさないmechanismが

ないといけません。実はこれが BRST的な構造のために、うまくいっているということを示すこ

とができます。

6.2 BRST-like structure of Feigin-Fuchs construction

● Construction of null states by vertex operator

Vertex operatorのうち、例えば V+の方だけをいくつかかけて、次のような operatorを作ります。

Qm ≡
1

m
∫ V+(v0)⋯V+(vm−1)

m−1
∏
i=0

dvi . (6.37)

この時、積分路を適当に取って積分する必要がありますが、具体的には例えば図の様な積分路を取

ります。

v0

vm−1

この積分は一番外側にある v0 を固定して置いて、それ以外の変数について先に行います。例え

ば vm−1というのは zから出発して、又もとにもどってくる。すると end point では singularityが

あるのですが、point splittingの regularization(あるいは、解析接続) によってそれは適当に定義

することにして well-definedにできます。こうしておいて最後に v0 全体を一周させます。

この operatorは Virasoro代数と可換ですから、任意の整数 kに対して

[Lk,Qm] = 0 (6.38)

が成り立ちます。この性質を使って null stateを直接 Fock spaceの中に作り出すことができます。

すなわち、

LkQm ∣v(α,α0)⟩ = QmLk ∣v(α,α0)⟩

= 1

2
(α2 − 2αα0)Qm ∣v(α,α0)⟩ δk,0 k ≥ 0

(6.39)
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ですから、少なくともQm ∣v(α,α0)⟩が zeroにならない限り null stateの条件を満たします。また、

その conformal dimensionは

h = h(α,α0) =
1

2
(α2 − 2αα0) (6.40)

となり、Qmの作用のもとで次元は不変であることがわかります。ただし、これは contour 積分が

well-definedであればの話で、先ほどの v0以外の積分については point splitting (あるいは、解析

接続)で well-definedにしたので、あとは v0の積分について well-defined にできればよい。そのた

めには αをminimal modelに合わせるように決めた parameter にとっておくと、うまくいくこと

が簡単に分かります。

α = αm′,m. (6.41)

このmはQmをつくるときの V+の個数です。どういうことをやればいいかというと、今 v0を一

周させますから v0を基準に取った他の変数 viも、それに応じていっしょに回転しなければならな

い。Integrabilityとは要するに uniquenessですから

vi → e2πivi

と変化したときに Qm がもとに戻るような一価関数であればよい。この条件は実は charge を α =
αm′,m とすると満たされます。

また直接計算することによって、次の性質が確かめられます。

Qm ∣v(αm′,m, α0)⟩
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

= 0 m′ > 0 1 ≤m ≤ p − 1,

≠ 0 m′ < 0 1 ≤m ≤ p − 1.

mの値が 1から (p − 1)に制限してありますが、これは αm′,m の周期性を用いると必ずこの範囲

に制限可能だからです。これからわかるように、m′ < 0にとれば、non-zeroの null stateを Fock

space内に構成することができる。ですから、null stateを作っても、それが最初から zeroになる

場合もあるし、zeroでない場合もある。

それから Qm はその constructionからわかるように chargeを
√
2α+mだけ持っています。

[a0,Qm] =
√
2α+mQm. (6.42)

この性質を使うと次の重要な結果が得られます。まず

∣vm′,m⟩
def≡ ∣v(αm′,m, α0)⟩ ∈ Fm′,m (6.43)

に Qm を作用させると αの definitionから

αm′,m +
√
2mα+ = αm′,−m.

あるいは、

a0Qm ∣vm′,m⟩ = αm′,−mQm ∣vm′,m⟩ (6.44)

より、

Qm ∣vm′,m⟩ ∈ Fm′,−m (6.45)
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となることがわかる。すなわち Fock spaceで

Fm′,m
QmÐ→ Fm′,−m (6.46)

という対応があります。

さらに周期性を用いて

Fm′,−m = Fp′+m′,p−m (6.47)

とすると、(p −m)は再び 1から (p − 1)に入ります。従って、この Fock spaceの元に Qp−m を

operateするのは well-definedで

Qp−mQm ∣vm′,m⟩ ∈ Fp′+m′,−p+m = Fm′,m−2p (6.48)

が成り立つ。これから

Fm′,−m
Qp−mÐ→ Fm′,m−2p (6.49)

がわかる。

実はこの operator Qmには nilpotencyがあることが、直接計算あるいは、もっと一般的な性質

からも分かります。

Qp−mQm = QmQp−m = 0 (6.50)

この nilpotencyの帰結として、mappingの sequence

QmÐ→ Fm′,−m+2p
Qp−mÐ→ Fm′,m

QmÐ→ Fm′,−m
Qp−mÐ→ ⋯

に次の性質があることがわかります。

KerQm ⊃ ImQp−m,

KerQp−m ⊃ ImQm

となります。5

このQmという operatorは gauge理論の BRST operatorとよく似た性質をもっていて physical

operatorと可換です。実際、今の場合は vertex operatorが physical operator ですから、交換関係

Qm+n−2r−1V
r′r
n′n(z) = e

√
2πiα+αn′n(m+n−2r−1)V r′n−r−1

n′n (z)Qm (6.51)

を直接示すことができます。ただし phaseの分だけ異なっているように見えますが、これは operator

に phaseを含めるように再定義すればいいわけですから、essentialではありません。また、その他

の性質

[Lk,Qm] = 0, (6.52)

Q∗m = Qm (6.53)

を付け加えておきます。

5補足注：Ker, Im はそれぞれ mapping の核（kernel），像（image）の意味．
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● Virasoro sub-module structure of Fm′,m

これから問題にするのは conformal completenessです。それがどの様に表現されるのかを調べ

ます。具体例で見たように negative indexを持ったVirasoro operatorを状態に作用させたときに、

恒等的に zeroになるような状態があったら，実はそれに対応して必ずVirasoro operatorの作用で

は書けない Fock spaceの状態が存在します。そこで Virasoro operatorの descendantを作って、

それがどういう時に Fock spaceの中で恒等的に zero になるのか調べればよい。

When ∑
I

cIL−I ∣v(α,α0)⟩ ≡ 0 ?

L−I =monomials of (L−1, L−2,⋯), I = {n}.

いま一般に Ln は Fock spaceの operatorで表現されていますから、必ず an で書けるわけです。

L−I ∣v(α,α0)⟩ =∑
J

CIJa−J ∣v(α,α0)⟩ .

Fock spaceの完全性から、上の条件はCIJ に固有値 zeroの固有ベクトル cI が存在することを意味

する。このような null vectorができるということは、それを同じ levelのところで Lnを使って表

せない状態が Fock spaceの中にあるということを意味します。このような事情があるために Fock

spaceの中で null stateを表すときには本当に zero になる状態と Fock spaceでは zeroにならない

けれども、null stateとして現れる状態を区別しなくてはなりません。このようなことを詳しく調

べてやると図 3のような構造がわかります。
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v0(S0)

u1(S1)

v−1(S3)

u2(S5)

v−2(S7)

u3(S9)

w0(S2)

v1(S4)

w1(S6)

v2(S8)

w2(S10)

Note:

←: action of Virasoro operator

Si: singular vector in Verma module

ui : non-vanishing singular vectors in Fock space

SFn′,n ≡ submodule generated by {ui}

vi : non-vanishing singular vectors in the quotient

F
(1)
n′,n = Fn′,n/SFn′,n, i.e. Lkvi ∈ SFn′,n (k > 0)

SF
(1)
n′,n ≡ submodule generated by {vi}

wi : singular vectors in F
(2)
n′,n = F

(1)
n′,n/SF

(1)
n′,n, Lkwi ∈ SF (1)n′,n

図 3: The structure of singular vectors in Fock space
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この図の意味を簡単に説明しましょう。まず、character公式のところで singular vectorの構造を

議論するときに出てきた embedding pattern S1, S2,⋯を書いて置きます。そのうちで、Fock space

のなかで、Virasoro operatorを作用させて non zeroの状態ができるところは ui と書いたところ

です。例えば S1 は vacuum v0(S0)から null stateを作り出す operationによって作り出されます

が、これは、Fock spaceの中で non zeroの vector になっています。

しかし vi と書いた状態は Fock spaceで直接 Virasoro operatorを作用させてつくると、実は恒

等的に zeroになってしまいます。ですから、この状態に相当するVerma module に属さない Fock

space の状態があるということです。ところがこの状態は、次のように商空間をつくると、再び

singular vectorになります。まず、uiという null stateを highest weight stateとして、sub-module

を作ります。それを SFn′nと書くことにします。viという状態は anを使って書けているFock space

の elementですが、これに Lnを作用させたら、zeroではない。というのは、この状態は null state

ではないからです。しかし、明らかに ui でつくった sub moduleの中に入っています。

Lkvi ∈ SFn′,n (k > 0).

そこで、この sub-moduleをもとに、もとの Fock space Fn′,nの商空間を作ってやります。すると、

その商空間では v1, v−1といった状態は再び singular vectorになります。このことの具体的な例は

先ほど言った一番単純な例がそうです。

さらに後残っている S2とか S6とかいった状態についてですが、これも次のような商空間をつく

ると、やはり singular vectorとみなすことができます。それは先ほどつくった商空間 F
(1)
n′,nや {vi}

によってつくられる sub module SF
(1)
n′,nで割って新しい商空間 F

(2)
n′,nをつくってやります。その中で

wi は singular vectorと考えていい。すなわち wi に positive な indexをもった Virasoro operator

を作用させたら、Lkwi ∈ SF (1)n′,n となりますが、そういうものは商空間の中で差し引いてあります

から定義によって zeroとみなしてよい。したがって singular vectorとみなせます。このようにし

て元の Virasoroの Verma module で singular vectorに対応する状態が Fock spaceの中で分類さ

れます。

最後に図の矢印についてですが、これはいま言ったことを図式で書いたものでVirasoro operator

の作用によって状態がどう変化するかを示しています。たとえば w1 という状態に positive index

を持ったVirasoro operatorを作用させると、それは v1から generate される sub-moduleに入って

いますから、矢印は v1の方へ向きます。又、uiは v0から直接 negativeの indexを持ったVirasoro

の作用で得られるので図の矢印のようになる。他も同様に行って、このような diagramが得られ

ます。

● Mapping of singular vectors among different Fock spaces

先ほど chargeの異なる Fock spaceは screening chargeに相当する operator Qでmap できると

いうことを述べました。

QmÐ→ Fm′,−m+2p
Qp−mÐ→ Fm′,m

QmÐ→ Fm′,−m
Qp−mÐ→ ⋯

そこで Fock spaceの singular vectorがこの mappingのもとで、どのように写されるかを調べる

ことができます。それを表したのが図 4です。
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Fm′,−m+2p Fm′,m Fm′,−m Fm′,m−2p

ghost ♯ −1 0 1 2

v0

v0 u1 w0 v0

u1 w0 v−1 v1 u1 w0 v0

v−1 v1 u2 w1 v−1 v1 u1 w0

u2 w1 v−2 v2 u2 w1 v−1 v1

v−2 v2 u3 w2 v−2 v2 u2 w1

Qm Qp−m Qm Qp−m Qm

図 4: The structure of the mapping of singular vectors

横に書いた矢印が Qによる mapping です。実はこの矢印によって結ばれる singular vectorの

conformal dimensionは等しくなっています。このことを例を挙げて見てみましょう。今 v0として

Fm′,−m+2p に入っている vacuumを選ぶと先ほどの約束に従って、これは

Fm′,−m+2p = Fm′−p′,−m+p
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と identificationできます。ここで 1 ≤m′ ≤ p′ − 1ですからm′ − p′ は負で

Qp−m ∣vm′−p′,−m+p⟩ ≠ 0

となり、この conformal dimensionを調べると u1 と同じ dimensionを持っていることがわかりま

す。だからこの vectorを u1とおいてよくて、実際 u1の持つべき性質を持っています。なぜかとい

うと Qp−mv0 に positive indexをもった Virasoro operator Ln を作用させると Lと Qは可換です

から、vacuumに直接作用して、これは zeroになります。したがって確かに null vectorです。そし

て Qp−mv0 は Fm′,m の中の u1 vectorと同じ conformal dimensionを持っていますから、v0 は u1

にmapされるということがわかります。

同じようにして例えば w0 ∈ Fm′,m から v0 ∈ Fm′,−m へmappingされることもわかります。この

w0はもともと singular vectorではなくて quotient space F
(2)
m′,mで初めて singular vectorと見なせ

るものでした。これが実際に mappingされることを見てみましょう。v0 は Fm′,−m に属している

わけですが、この Fock spaceの dualをとってやります。

(Fm′,−m)∗ = F−m′,m.

そしてこの dual spaceに Qm = Q∗m を作用させると先ほどと同じ理由で、これは non zeroの

vectorです。これが non zeroの vectorなので、必ずこれと dualな状態があるはずで、それを w0

と置くことにします。なぜこう置いていいかというと w0 ∈ Fm′,m と同じ conformal dimensionを

持っているからです。さて v0から w0を決めたわけですが、この w0が本来持つべき性質を確かに

満たしているかどうか調べる必要があります。

いま Qmw0 に positiveな indexを持つ Virasoro operatorを作用させると

LnQmw0 ≡ Lnv0 = 0, (n > 0)

となります。Qm と Ln が可換であることを使うと Lnw0 は Qm の kernelにあることがわかりま

す。つまり Qm で annihilateされる状態と言う意味ですが、実は conformal dimension を調べる

と、この状態は必ず v0 ∈ Fm′,mからVirasoro operatorの作用で generateされる状態に入っている

ことがわかります。なぜかというと、w0に対して positiveな indexのVirasoro operatorを作用さ

せたから、conformal dimensionは下がりますが、w0 より次元が低いところには null vectorはあ

りません。null vectorがなければ、必ず Fock space の状態空間と Virasoroのmoduleの張る空間

は同じです。したがって必ず v0にVirasoro operatorを作用させたところに入っているはずで、こ

れは w0 の定義そのものでした。というのは w0 はどういう意味で singularだったかというと、v0
からできる Virasoroのmoduleの中に入っていればこれは商空間では zeroとみなす。この定義に

そのまま一致してますから、これは w0そのものと考えていいわけです。このようにして図に書か

れたmappingが説明されます。結局、v0という状態を除くと、上で述べたようなQ及びQ∗(= Q)
の作用と内積を通してmappingの pairができます。

ここに現れた構造は gauge理論のBRST formalismにおいて現われるものと非常によく似ていま

す。その対応を見るのに、まず普通の Fadeev-Popov場を考えてみます。BRST 変換の元で gauge

場は ghostに、anti-ghostは gauge fixing条件に変換されます。そして gauge場と gauge fixing条

件が、又、ghostと anti-ghostが互いに dualな関係になっています。dualということは、つまり内
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積が定義されているということです。先ほどの図 4の構造は、ちょうどそうなっていて screening

operator Qで結ばれる pairのうち左にある stateを a,右にある stateを bとすると

”BRST Quartet”, (6.54)

a
QÐ→ b, (6.55)

a∗
Q←Ð b∗ (Q∗ = Q) (6.56)

となります。ここで a∗, b∗は dual spaceの元を表していますが、dual spaceですから当然mapping

の向きは逆になります。ですからこれは gauge理論における ghostと anti-ghostのmappingと内積

の構造に対応しています。このようにBRST変換で結ばれる 4つの組を九後-小嶋に従って quartet

と呼ぶことにします。この quartetは unphysicalな状態ですから projection operatorを導入して、

取り除く必要があります。すなわち physical spaceへの projectionを考えたい。この時 quartetを

projectionする operatorは次の形になります。

∣a⟩ ⟨a∗∣ + ∣b⟩ ⟨b∗∣ = ∣a⟩ ⟨b∗∣Q +Q ∣a⟩ ⟨b∗∣ = {Q, ∣a⟩ ⟨b∗∣}. (6.57)

ここで、{,}は反交換関係を表わす。これからやることは、このprojection operatorを使ってphysical

spaceを取り出すことですが、その前に physical spaceとは何かを、今の場合に考えてみます。も

ともとの出発点は Fock space Fm′,mでVirasoroの descendantの張る空間が completeにできるか

どうかを問題にしていますが、Fock spaceの中では complete になっていないことは確かです。そ

こで BRST chargeを導入して physical stateを BRST operatorで annihilateされる状態として取

り出すことを考えます。但し、annihilateされるものすべてが physical stateではなくて、何か別

の状態を BRST変換してできたような状態は BRST operatorの nilpotencyのために、必ず Qで

annihilateされますが、こういうものは physical stateとみなさない、あるいは zeroと考えるのが

BRST formalism の基本的な仮定です。このことを式で表すために ghost numberを導入します。

”ghost number” of Fm′,jm+2kp = NG,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

j = 1 NG = −2k,

j = −1 NG = −2k + 1

なぜこのように決めるのかというと BRST chargeによるmappingの sequence

QmÐ→ Fm′,−m+2p
Qp−mÐ→ Fm′,m

QmÐ→ Fm′,−m
Qp−mÐ→ Fm′,m−2p

”ghost ♯” − 1 0 1 2

で Q の作用によって Fock space の charge がずれていきますが、この charge のずれを、ghost

numberに対応づけられるからです。いま我々は Fock space Fm′,mに興味がありますから Fm′,mに

physical state conditionである ghost numbor 0を assignします。そして BRST chargeは ghost

数を持っていますからQを作用させると、上に述べた定義に従って Fock spaceの ghost数は変化

して行きます。又、ghost numberの定義によって、次の関係式も成り立つことがわかります。

Q(−1)NG = −(−1)NGQ
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● ”physical” state condition Hp

結局 physical stateの条件は ghost numberが zeroのところを取り出して、かつ BRS operator

を作用させたら zeroになる stateを取り出すこと、さらに別の状態を BRS変換した形に書ける状

態を足しても、元と同じ状態と見なすことです。

”physical” state conditions:

NG ∣ψ⟩ = 0,

Q ∣ψ⟩ = 0 ∣ψ⟩ ∼ ∣ψ⟩ +Q ∣Λ⟩ ,

if NG ≠ 0 KerQ = ImQ

(6.58)

Ô⇒Hp = KerQ/ ImQ

= Vm′,m (irreducible Verma module)
(6.59)

図 4からわかるように、ghost numberが zeroでない状態で、Qで annihilateされる状態は必ずQ

の imageになっています。つまり v0 ∈ Fm′,m のように孤立した状態は存在せず、Qで annihilate

される状態はすべてQの imageになっているのです。従ってNG ≠ 0 ならKer Q = Im Qです。し

かし ghost numberが zeroのところでは v0 という stateが存在して、これは Qm の imageになっ

ていませんから、この時には

KerQ ⊃ ImQ

となっています。そして physical stateは imageの部分を落とすということですから

Hp = KerQ/ ImQ

となります。

ところがこれはちょうど、今の構造があるために Virasoroの既約な Verma module Vm′,m と一
対一に対応がついています。

Hp ≃ Vm′,m

つまり元のVerma moduleで submoduleを落とすということが BRSTの physical condition で v0

だけを残してあとの状態を落とすということに対応している。v0からできる既約な submoduleが

Virasoroの既約なmoduleに対応しているので、後はこのことを使って conformal completenessを

証明すればよい。そのためにはBRST不変性によってHp の状態だけが中間状態に寄与する、とい

うことが言えればいいわけです。そこで vertex operator Oの真空期待値を、例えば tree近似で計

算してみます。そして次にOの間に physical stateへの projection operatorを insertionしたもの

を計算して、前と結果が変わらなければ中間状態に寄与するのがHpの状態だけですから conformal

completenessが満たされることがわかります。すなわち

⟨v∗m′,m∣O1O2 ∣vm′,m⟩ = ⟨v∗m′,m∣O1PO2 ∣vm′,m⟩ ∶ quasi-unitarity
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where

P = 1 − {Q,B} = projection operator onto Hp,

B =∑ ∣a⟩ ⟨b∗∣

が成り立てばよい。これが実際に成り立っていることは容易にわかります。つまり先ほど言ったよ

うに projection operatorは BRST quartetsを落とせばよいわけですから、上のように与えられ、

これを真空期待値の中に代入すると Qと physical operatorの可換性から Qは vacuum ∣vm′,m⟩に
直接かかります。今m′は正ですからQで vacuumは annihilate されて、結局 {Q,B}は寄与せず、
P を insertionしていない、naiveに Fock spaceで計算した真空期待値と一致します。したがって

中間状態として寄与するのは、projectionされたHpの stateだけで conformal completenessが確

かに成り立っていることがわかります。

又、例えば loop振幅を作りだそうと思うと traceの operationが入ってきますが、その際、その

まま単純に traceをとると明らかに Fock spaceの状態がすべて寄与してしまう。それでどうした

らいいかというと、これは普通の場の理論の手続きと同じで次のようにすれば良いことがわかり

ます。

TrVm′,m{O} = TrFm′,m PO

= TrFm′,m P(−1)
NGO

= TrFm′,m(1 − {Q,B})(−1)
NGO

= Tr(−1)NGO ; Fadeev-Popov procedure,

(Tr{Q,B}(−1)NGO = TrQB(−1)NGO −TrB(−1)NGOQ = 0)

(6.60)

これはどういうことかというと、まず physical state へ projection する必要があるために P を
insertionします。さらに physical stateは ghost numberが zeroなので (−1)NG を入れて差し支え

ない。するとあとは traceの計算で最後の式が得られます。これはまさに普通の Fadeev-Popovの

手続きです。つまり physicalな振幅を出そうと思ったら ghost number の分だけ統計性を変えて

ghostについても全部積分しなさいということです。unphysical なmodeも全部加えるとそれらの

相殺が起こって physicalな振幅が得られるというのが Fadeev-Popovの手続きです。character公

式はまさにこれの具体的な例になっています。つまりVirasoroの sub moduleをプラス、マイナス

と加えていって既約なmoduleをつくりましたが、ちょうど今でてきた (−1)NG がこのプラス、マ

イナスに相当していて、physical operator Oが e2πτL0 に相当していることが、すぐに確かめられ

ます (なぜなら e2πτL0 は Qと可換だから)。もちろん他の全ての correlation functionもこうやっ

て計算できます。

結局、最初は Feigin-Fuchsの constructionにおいて conformal completenessが満たされている

どうか、あまりはっきりしなかったわけですが、BRST的な構造のおかげで、成り立っていると

いうことがわかりました。ただ、今の議論はちょっと、ad-hocです。だれでもすぐ疑間になるよう

に、何か対称性のようなものが背後に隠されていて、こういう構造になっているのかどうか、つま

り重要な問題は今の BRST structureに何か幾何学的な意味付けが与えられるのか、ということで

す。もし、そういうことが言えたら、もっと一般の modelについてどういう風に議論したらいい

のかということがわかるはずです。おそらく、これは量子群とか無限個の保存則が存在するという
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ことと関係していることはまちがいないと思います。ただ具体的にどういうことかわかっていませ

んが、それを深く理解できれば、多分、自然にこういう構造を出せると思います。
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7 Further strategies

さらに、一般の modelをどの様に作るか、ということが問題になりますが、いろいろな方向の

一般化がなされています。ここでは、そのようなことをするときの、strategies として、どんなも

のがあるか簡単にまとめてみます。

一つは、operator product expansionが閉じていること、別の言葉でいうと、duality。あるい

は、単純な dualityそのものではないですが、modular不変性。この二つは sewing procedureとい

う言葉で、統一的に理解されるものです。これらを constraintとして理論を制限する。conformal

field theoryの特徴は、holomorphic partと anti-holomorphic partを独立に扱えて、physicalな

correlation functionは必ず conformal blockの組合せでかけるということでした。

∑
I,J̄

dI,J̄FI{zi, τi}F̄J̄{z̄j , τ̄j} ;FI{zi, τi} conformal block

このことがあったので Friedan-Shenkerのような数学的な見方ができたわけです。そこでも、議論

になったように、conformal blockの basisの取り方には、任意性があります。これはベクトルバン

ドルの basisのとり方の任意性です。同じ Riemann面をあらわすにしても、modular変換の自由

度があり、modular parameterの取り方は、uniqueではない。違ったものは、お互いに線形な関

係で結ばれている。physicalな振幅はそれに依存しないで uniqueに定義されるべきです。

String的な描像では普通の Feynman graphのように、基本となる 3点関数の様なものをくっつ

けていって振幅を作りますが、その時、つなぎ方 (sewing procedure)に依らないで理論が定義で

きるということが duality とか modular 不変性の要求です。duality 変換と言うのは essential に

は operator積の associativityですし、modular変換は、essential に nontrivialな cycleにおける

Dehn twistと呼ばれるものです。
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Riemann面の一部に二つ vertexが insertされているところを図 5の左側で表しているとすると、

点線が、ちょうど左右の vertexの sewingに対応する。operator product　の考えによると、ϕiと

ϕj の積を別の primary field の conformal family で展開できる。それを行なうと、図 5の様に書

ける。sewing を見ると今度は、上下につないでいる。同じ振幅が二通りに見られる。これが昔か

ら知られている duality 不変性です。

ϕi ϕj

ϕi ϕj

←→
i j

i j

図 5: duality
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Conformal block はこれらの変換のもとで線形に変換することが期待されます。conformal block

は線形な微分方程式を満たす。従って、duality 変換や modular 変換から出てくる consistency

conditionを満たす必要がある。例として有名なのは Pentagon identity (図 2.5)と呼ばれるもので、

3本足の correlation function を考えます。2,3の足に注目して duality変換する、2と 3が fusion

して次の (b)になる。この新しい足と 1の足をさらに fusion して (c)。一方、先に 1,2を fusion (d)

して、さらに 3と fusion すると (e)。ところが、2,3をさらに fusionすると実は、(c)と同じにな

る。すなわち道筋は違うが結果は同じになっている。このような consistency、一種の discrete群

の integrabilityのような条件を満たす必要があるわけです。

1 2 3

(a)

2 3
1

(b)

2

1

3

(c)

1 2
3

(d)

1

3

2

(e)

図 6: Pentagon identity
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Modular変換については、torusでは平面上で図 7のような平行四辺形を取り出して対辺を identify

することで書ける。ここで sewing procedureを変えるというのは、例えば、対角線上で切り裂い

てはじめに identifyしていた所をくっつける。これがいわゆる T 変換です。また、左下への変換

が S変換です。しかし、これらはもとはまったく同じものですから、結局 τ と書いても −τ−1、ま
たは τ + 1と書いてもよいことになる。道筋を変えて同じ結果に行き着くことが、やはり可能であ
り、ここで得られる。consistency condition は例えば

(ST )3 = S2

というものです。これらの consistency conditionによって conformal blockの性質がかなり制限さ

れ、従って理論を制限することが考えられるわけです。

(ST )3 = S2

= τ

z⌞

S T

−τ τ + 1

図 7:
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また、building blockとしての treeの vertexと、lineを張り合わせる traceの組合せが、この

consistency conditionを満たせば、自動的に任意の correlation functionに対してどんな duality変

換、modular変換をしてもその不変性は保証されます。例えば、図 8にあるように任意の genusの

closed surfaceにいくつ fieldが insertされていても、modular 変換を繰り返せば tree diagramに

tadpoleをいくつか付けたものになり、essentialには、treeの意味での fusionに伴う duality変換

と 1 loopのmodular変換の consistency conditionが満たされていれば、ほぼ証明できるわけです。

この証明はMoore-Seibergらの論文で詳しく議論されています。

1

2 3

4

5

6

2 1

3 4 5 6

図 8:
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ただ、こういう道筋でどれくらい理論が制限できて、具体的にどういうmodelがどの様に分類さ

れるかということは、あまりまだやられていません。例えば、具体的にやられているのは、minimal

表現の枠内で modular不変な partition functionをすべて分類することです。genus 1の torusの

場合、有名な ADE classificationで、なぜかわからないけど、Lie代数の分類をするときの言葉を

使って分類できます。これに相当することをもっと一般的に、genusを高めて、minimal表現も仮

定せずにできればいいわけです。期待は、いくつかの constraintを使ってすべての可能な理論を、

少なくとも有限次元の理論なら (conformal blockが finite)、制限できるのではないかということ

です。が、まだ実現はしていません。

さらに、いろいろな model をもっと一般的な framework で表すという試みがあります。一つ

は、Landau-Ginzberg typeの記述で、Zamolodchikovがminimal modelや、もう少し一般化した

modelでも議論しているものです。例えば、central chargeが、次のような unitary minimal model

の場合、

c = 1 − 6

p(p + 1)
, p ≥ 3 (7.1)

ちょうど、actionが、

L = 1

2
(∂ϕ)2 + λϕ2(p−1) (7.2)

であるような理論の critical pointに対応すると予想されています。p = 3の場合、c = 1

2
で、これは

Ising modelですが、その場合はmasslessの ϕ4理論の critical pointというわけです。結局、適当

な order parameterを用意し、その potentialをうまく工夫することによって、いろいろ違った理

論を表わそうとする目論見です。ただ、実際にはこのmodelは解けないので、対応をつけるのは、

間接的な方法に頼るしかない。いまのところ、operator product expansionの構造を見てやると、

その中に、上の actionから導かれると予想される運動方程式が含まれているということで対応づ

けてます。まだ厳密ではないですが、将来こういう方法で一つのまとまった、かなり多くのmodel

を記述できる可能性があります。とくに N = 2の super conformal symmetryをもつ理論では有効

に働いているようです。というのは、このような symmetryが、potentialの形を強く制限するし、

non-renormalization theoremというものもあって potentialを使うことが有効なわけです。また、

pが非常に大きいところでは、central chargeは、1に近づいて、ほとんど free theoryになる。そ

こでは、摂動展開ができて、違った pの理論が繰り込み群で結び付くことが、Zamolodchikovに

よって議論されています。

それから、他の approachとして、 Wittenの理論があります。これは、何をしようとしている

かというと、2+ 1次元のChern-Simons理論の中に 2次元の理論を埋め込もうというものです。ど

うしてそんなことができるかというと 2 + 1次元でもこういう type の理論は物理的自由度が少な

い、要するに topologicalな自由度しかない。式で書けば

∫ d3xTr(A∂A + 2

3
A3)

⇓

⟨Fµν⟩ = 0 ⋯ flatness

すなわち、運動方程式は field strengthが zero、つまり flatという条件が physical space を決め

る構造になっている。この理論を Hamilton formalismで議論してみると、Chern- Simons理論の
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Hilbert空間は essentialには、2次元 space上での conformal field theory の conformal blockが

作る空間に相当しているということがWittenの主張です。すべての conformal field theoryが、

Chern-Simons理論に埋め込まれるというわけではありませんが、かなり多くの理論についてうま

くいくことがわかっています。

1 2 2 1

1 2 2 1

F

Ω12

F −1

B12 ;

F −1Ω12F

図 9: Braid group

それから他にどんな考え方があるかというと、前のものに関係していますが、結び目の理論、

Braidの理論があります。これは、先ほどの duality変換の代わりに次のような変換を考えます。

B12 を 1と 2の lineを入れ換える変換をとすると、これは duality変換と密接な関係があります。

まず、図 9で 1,2の足を fusionすれば、vertexができる。vertexでは 1,2の足の入れ換えは簡単に

できるので、これをおこないます。そしてまた fusionし直すと結局 1,2の lineを入れ換えたことに

なる。すなわち Braidの操作、(Braid 群の element)は、duality変換と

B12 = F −1Ω12F

という関係がつくことになる。だから、duality 変換の consistency と Braid 群の consistency と

は essentialに同じことを表しているわけです。Bは有名なYang-Baxter方程式（図 10）を満たし

ます。

B12B13B23 = B23B13B12

2,3に着目して入れ換えをして、次に 1,3を入れ換え、さらに 1,2を変換する。一方、1,2に着目すれば

1,3に行って、2,3に行って同じ結果になる。これも積分可能条件になっています。この consistency

を満たすようなBraid群の表現を求めれば、その中に conforlnal blockが入っていないとおかしい。

したがって conformal blockの空間は Braid 群の表現空間になっているはずです。こういう考え方

は、日本の土屋さん達が最初に提唱しました。このような結び目理論の別の表示として conformal

field theoryを理解できないかという目論見もあるわけです。ただ、こういう approachもいろいろ

関係しているわけですが、断片的で、一見偶然に見える形でそれらの関係がわかっているだけで、
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全体の流れというか、理由というか、総合的な見方はできていません。だからこれからそういうも

のを作るのが一番大きな問題です。

1 3 2

3 1 2

3 2 1

2 3 1

2 1 3

1 2 3

B23

B13

B12

B23B13

B12

B12B13B23 = B23B13B12

図 10: Yang-Baxter方程式
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8 Meaning of CFT and prospects

最後に、結論として conformal field theoryの意味と、string theoryにおいての意味を考えてみ

ます。conformal field theoryというのはmass scaleのない理論です。それは standardな場の理論

でいうと high energy behaviorを記述するのに重要でした。

一方、統計物理的にみれば、むしろ large distanceの現象、臨界現象を記述できます。臨界現象

には、modelがなんであろうとその large distance の構造を見ると universalな性質があって、い

ろいろな違ったmodelの中にいろいろな universalな classが存在する。その同じ classの中では、

みな同じ記述ができる。こういう統計物理学的な観点に立つと conformal field theoryは、可能な

2次元、second order (mass scaleがないという意味で) の臨界現象の universality classを model

に独立に分類しようとしていることになります。

つまり confornlal field theory の philosophyというのは Lagrangianとか actionを仮定せず、唯

一 conformal不変性のみを仮定してやってきたのであって、まったく model independentなわけ

です。ですから、何か特定のモデルと対応づけようとすると内在的な方法ではできない、やはり

observableを見るしかない。それはもともと model independent な方法をとっているからしょう

がない。

統計物理的な見方では、なぜ universality classがでてくるのかということの一番基本的な説明は

WilsonやKadanoffらが始めたくりこみ群の議論です。その立場で見たとき conformal field theory

はどういうところを議論しているかを簡単にみておくことにします。

図 11はくりこみ群の pictureにおける理論のつくる空間で、regularizationの枠内で、localな場

の理論 (統計系もすべてふくむ)として可能なもの全体のなす空間とします。もちろん複雑な無限

次元の空間になりますが、ここでは簡単に 2次元で表します。

Wilson的なくりこみ群の考え方を用いると、こういう理論の空間にはある特別な surface があ

る。その一つは critical surfaceというもので、correlation lengthが無限大、つまり理論の mass

scaleが 0になっている surfaceです。ここでは、lineで書いておきます。この line上で、もしくり

こみ群変換をしたら、correlation lengthがはじめから無限大なら変換しても無限大ですから、く

りこみ群の flowは lineにのっています。

一方、一般にはまた非常に特定な点で、fixed pointというのがあります。fixed point ではくり

こみ群変換しても理論は不変ですから correlation lengthは無限大でなければいけない。もし有限

なら、くりこみ群変換で変わるはずですから、必ず critical surface上に fixed pointは乗っている。

一般のmodelはどうかというと、この空間で何か適当な surfaceをとって、理論の持つ parameter

を動かしたときに理論がその上を動くようにする。違う modelは違う surface で表される。その

modelがどこかで critical behaviorを示すということは、modelに含まれる温度などの parameter

を変えていつたときに critical surfaceの上に達するということで、そこで correlation lengthは無

限大になっている。図では、A,Bの点に対応する。

一般に critical surface以外の点で、くりこみ群変換をすれば理論の形は変わって見えます。なぜ

なら correlation lengthは変わっているからです。いま、その correlation length を regularization

の cut offを単位に計ったとします。それを ξとして、ξ =一定の surface を lineで模式的に書いて

おきます。critical lineはξ無限大ですから、これから離れるに従って ξは小さくなっていきます。

もし最初のmodelが Cにあったら、ここでくりこみ群変換をすると、どんどん correlation length
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ξ = 1000
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E
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ξ : measured in unit of lattice spacing

: trajectory of block spin transformation

renormalized trajectory = renormalization group of continuum field theory

Fixed point describes a universal critical behavior independently of models

図 11:
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の小さい方へ移っていく。くりこみ群変換は block spin変換の意味で言ってますから、理論をだん

だん長い scaleの observableを使って見直すわけです。もとと同じ理論を長い scaleで書き直して

見ているので correlation lengthは短くみえます。

また、modelがどこから出発するかによっていろいろな動き方があります。ここで明らかなこと

は、modelの lineが critical surfaceに近いほど、くりこみ変換したときに critical surfaceの近く

にとどまっている時間が長いということです。ξが大きければ、くりこみ変換しても相変わらず大

きいわけです。したがって全体のくりこみの flowはだいたい図のようになると予想がつく。

そうすると一般に fixed pointから何か別な、ある特徴的な lineがでることも予想される。その

lineは、くりこみ変換の flowを critical surfaceに近づけていくと fixed point から離れていく flow

が近づいていく lineです。くりこみを続けて行くと最終的には ξが小さくなっていくのですから図

の上の方へ逃げていく。でも critical surfaceに近いところから出発すれば、critical surfaceの近く

にとどまる時間が長いから Dのような flowが自然です。その極限的なものが、問題の lineです。

これは renormalized trajectoryと呼ばれ、連続理論でのくりこみ群の flowになっている。どうし

てかというと、連続極限をとるということは cut offに比べて十分に長い scaleで理論を見直すこ

とですから ξを大きくしなければいけない。だからどんどんくりこみ変換をして scaleを downさ

せ、physical な scale、例えば ξが 1のところの理論を見るわけです。その stepが長いほど連続理

論に近づきますから a,b,c,d,e,fと行って最終的には renormalized trajectory上の xが連続理論を

記述することになります。そうすると、完全に scale不変な conformal invariant な理論というのは

E,くりこみ変換しても不変な点に対応すると期待されるわけです。こういう理論の場合は、もと

のmodelで critical surfaceに近づいたときには Eの近くに達するまでに無限の時間がかかるわけ

です。だからどんなmodelでもいいのですが、同じ crtical surfaceにぶつかるような理論は、その

critical pointにおける large scaleでのふるまいは Eで記述されるのです。

だから fixed point ごとにひとつひとつの違った universality class が対応し、conformal field

theoryというのは、このような fixed pointがどのように存在するか、どのようなふるまいをするか

を調べていることになります。統計物理の観点から conformal field theory に期待することは fixed

pointとしてどういう種類のものがあり得るのか、conformal不変性の仮定のもとで可能な critical

behaviorがどれだけあるかを分類をしてくれるということなわけです。また fixed pointでの振舞

いがわかれば、そのまわりの近傍もさらに詳しく調べて行くことができると考えるわけです。

次に、string theoryからいえば、どういう意味があるかを考えてみます。String theoryはRiemann

surfaceにもとづいて理論を作っています。そのRiemann surfaceがどういう役割を果たしているか

というと、Riemann面は、普通の場の理論でのFeynman parameterの作る空間に対応しています。

今の string theoryは摂動論ですから、ある新しい Feynman ruleを構成する規則の集合になって

いる。普通の場の理論で摂動をするときは、振幅は、Feynman parameter (Schwinger parameter,

proper timeともいう)で書く。そういうものの空間は普通の場の理論では lineになっている。要

するに Feynman diagram が line で書かれるわけで、vertex と propagator を組み合わせてでき

る。そうすると graphを特徴づけるのは vertexを結ぶ propagatorの長さになり、それがちょうど

Feynman parameterです。

String theoryは propagatorとして lineでなく Riemann surfaceを持ってきて、その Riemann

surfaceを特徴づける parameter、すなわちmoduli parameterを Feynman parameterの代わりと
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して考えるという一般化をしたといえます。だから string theory というのは必然的に、Riemann

surface上の場の理論を使って作る理論であり、Riemann surface上の場の理論は conformal不変性

がなければなりません。Riemann surfaceというのは conformal変換しても変わらないものです。

Riemann surfaceのmoduli空間の（複素）次元は、ちようど Feynman parameterの次元と同じ

になっています。loopの個数がちょうど genusの個数に対応していて、punctureとよばれる vertex

を入れたときの Riemann面の次元がちょうど external lineを入れたときの Feynman parameter

の空間の次元と一致している。この Feynman parameterの次元の持つ物理的意味を考えてみます。

Feynman parameterは、物理的には parameter が大きくなるところで、unitarityから要請される

singularity(Landau singularity)を示す。当然 string theoryも S matrixを作る理論であり unitarity

を満たすべきです。従って Feynman parameterから出てくる unitarity singularityと同じ構造の

singularityをもつべきです。それを自然に出しているのが、同じ次元を持つmoduli parameterで、

無限大の極限 (degenerate limit,あるいは nontrivialな cycleを”pinching”する limit)では unitarity

singularityが出るようになっているわけです。そういう意味でRiemann surface は特別の役割を果

していることになります。Riemann面でないものを考えたら unitarity がなかなかうまくいかない

ことが予想されます。例えばmembraneなどを考えるmodel もありますが、上の意味で unitarity

を保証することは大変難しそうです。

このような対応があることがわかれば、string theoryにはmoduli空間上の積分が必然的に入っ

てくることになります。だから conformal field theoryと string theoryの結び付きとして重要なこ

とは、modulaiについての可積分性です。integrabilityとはそういう意味で、積分が consistentに

おこなわれるということが大切な条件です。

このことができるためには、まず conformal anomalyが打ち消されていないといけない。なぜ

かと言うと、積分を行うときにはいろんな patchを張り合わせていくわけですが、その patchを

張り合わせる時の parametcrとしてmoduli parameterが出てくる。そして、違った道筋にそって

積分した時に同じ結果を与えないといけない。Conformal anomalyがあるということは、あるい

は central chargeがあるということは conformal変換が道筋によって違ったものになるというこ

とです。Central extensionというのは有限変換で言うと、こういうことを意味します。ですから、

moduli parameterを変えて行ってもとに戻ったとき、その道筋によって phaseがあらわれて積分

可能でなくなってしまうのです。また、それに関連して globalな anomalyもあってはいけない。

dualityとかmodular不変性も満たさなくてはいけない。

さらに重要なことは、この integrabilityのために stringの physicalなmodeは conformal dimen-

sionが (h, h̄) = (1,1)のものに限られます。conformal field theoryではなんでもよかったのです

が、string theoryでは physical modeは (1,1)でないといけない。そうでないと、積分できない。
さきほどの Q という operator も次元が 1 だから積分できたのです。この中に必ず、graviton が

入っている。ここで gravitonというのは、conformal field theoryを埋め込んだ target spaceを時

空と見立てたときに、その時空を無限小だけ deformする operatorです。要するに時空の metric

の fluctuationです。

結局まとめると、integrableな conformal field theoryがあれば、それから string theoryのFeyn-

man ruleが作れるという意味で conformal field theoryが現在のところ string theoryにとって非

常に重要だということです。
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Conformal不変性が、string theoryにおいてどういう役割を果しているかというと、二つあり

ます。一つは、もし conformal変換を系全体の conformal変換の generatorを使って書いたとする

と、実は target spaceでの gauge変換を generateする generatorになっています。すなわち、な

にか一つ highest weight stateがあってそれに negativeな indexを持つ Virasoro operatorを作用

させて descendantを作ったとすると、これは必ず physical な modeから decoupleします。何故

かというと、理論に入っている physical operatorはすべて積分されたものであり、negative index

のVirasoro operatorと可換だからです。ですからこういう operatorは中間状態には寄与しないわ

けです。すなわち gauge modeだということです。string theoryではこのように unphysical mode

を作るのに conformal symmetryが使われるのであって、conformal field theoryで spectrumを生

成するという使い方と対照的です。そうすると string theoryで一番問題になるのは ghostがすべ

て今のような unphysical modeに押し込められていて unitaryな理論になるかということで、これ

が no-ghost theoremです。

それでは、いままで conformal field theoryでやってきたような立場は string theory では意味が

ないかというと、そうではなくて例えば、string theoryの totalの Virasoro operatorが、

Ltot
0 = L

flat
0 +∑

i

Li
0 (8.1)

というように、flat spaceの (例えば、4次元Minkowski spaceの)Virasoro operatorと、それに対

して独立に compact化された空間の (例えば、torusとか Calabi-Yau manifold, Orbifoldなど可能

な内部空間の)Virasoro operatorとの和で書ける場合、すなわち群の空間としては積の構造をして

いるような product modelの場合には、再び spectrum generating algebraとしての役割を果たし

ます。どうしてかというと、今言った、次元が 1というのは totalなものについて言えるのであっ

て physical stateの条件は

h = 1 Ô⇒ Ltot
0 ∣phys⟩ = ∣phys⟩ (8.2)

となります。Lflat
0 の spectrumを計算しようとすれば上の関係を使って Li

0の spectrum がわかれ

ばよい。それは compact化された部分が conformal field theoryの公理を満たす様な理論から作

られていれば全部 Virasoroの descendantで出来てしまうわけです。だからこのような modelを

使って内部空間のmodelを作り得るわけで、その時にいままで議論してきたような conformal field

theoryの立場が非常に役にたつのです。この時には使い方が少し違うことに注意してください。こ

ういうことを典型的にやっているのが、いわゆる Gepnerの constructionです。

最後にもっと深く考えたときに conformal symmetryが果してどういう意味を string theoryに

おいて持つのか見てみます。integrableな conformal field theoryの target space (field自体が動

いている空間)が、string theoryの space timeに対応しているわけですが、統計物理的に考える

と conformal field theoryは universality classを記述しています。ということは、同じ conformal

field theoryに target spaceがいろいろ有り得るということです。

例えば、Ising modelは、一番単純には spinの up,downの自由度をもつので target spaceは 1

と-1の値からなります。だから、時空が 1と-1の二つしかない、そういう理論です。ところが一方、

Landau-Ginzburgで記述しますと ϕ4 です。今度は、時空が何かぼけてしまって、potentialでいう

と図 12のように、とる値が 1と-1からずれてくる。また、さらに同じものを Feigin-Fuchsで書き

ました。Feigin-Fuchsというのは物理的な見方をすると circle上に compactifyしたmodelになっ
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ています。したがって今度は、時空は circleであるといっていいわけです。半径が R、Rというの

は
√
2α+ でした。そういう circleであるといっていい。一方さらに、これを coset spaceで見直す

こともできる。coset spaceというのは何か、群のmanifoldの商空間を適当に作ったものです。こ

ういうものは一見、全然違うものです。それが、全部同じ universality classで同じ conformal field

theoryなわけです。correlation functionの levelでみれば。ですから物理量は全部同じになる。だ

から時空は何でもいいわけです。だけどこれを、critical point で、すなわち large distanceで平均

化して見るためにすべて同じに見えるということです。こういうことを考えると、string theoryで

は時空の short distanceの構造がどうなっているかということは全然、意味がないといっているこ

とになる。つまり時空の構造は模型によって 1と-1とか、図の potentialのようだったり、circle

だつたりするのですが、それを平均化してみれば、全部同じ理論になっていて、また、それだけが

observableな意味があるといっているわけです。conformal field theoryを採用するのにはこうい

う意味があるのです。

Ising model ϕ4 model

R

Feigin-Fuchs

図 12:

それでは、そういうものと我々の現実の理論との対応はどこにあるかというと、いわゆる Planck

scale です。string theory の長さの特徴付けというのは、唯一 Planck length しかない。Planck

lengthよりはるかに長い scaleに行ったら、もちろん我々の普通の時空の描像がとれるはずです。

実際、くりこみ群の枠内で scale がずっと大きいところでの理論というのは、2次元の場の理論

の普通の摂動論、いわゆる α′ 展開を使って調べることができて、そこではまさに target spaceは

Riemann幾何学的に記述できる、つまり一般相対論になっていることはわかっています。普通の

摂動論でのくりこみの approachをしたり、S-matrixを直接計算してから α′を 0にする極限をとっ

たりして調べることができる、そういう対応原理的なものがある。だけど Planck scaleの近くま

で行ったら時空の構造を議論しても意味がないということを示唆している。従って、string theory

を本当に non-perturbativeにとらえるためには、今いったことを真剣に考えなければならないわ

けで、どういう枠組みでものごとを考えたらいいのかが問題なわけです。

僕自身の期待というか予想を少し言っておくことにします。conformal field theoryというのは

integrableであれば string theoryになる。その場合、target spaceが時空だと言いました。しかし

その時空の細かいことをいってもしかたない。large scaleで見れば、Riemann幾何学になってい

る。かつ、Planck scaleというのはまさに量子化して始めて出てくる定数です。Planckがこれを

発見して一番喜んだことは、Planck constantがあれば長さの単位を作れる、ということだったの
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です。つまり長さの単位は量子化して初めて出てくる。だから、僕は Riemann幾何学を自然に量

子化したら、今はまだわからない量子化の手続きがあって、本来の量子化をしたら、実は自然に

integrableな conformal field theoryがでてくると期待しています。こういうことを結び付ける何

か、量子化を特徴付ける関係がいろいろあるはずです。一つとしては、時空の短い構造が見えなく

なるある種の不確定性原理、そういうものがあるはずです。そういうものをどう定式化するかが問

題であって、前から色々考えているわけです。上で言ったことをひとまとめに見るような見方が将

来できあがるのではないかというのが、ぼく自身の考えです。

この立場でいうと、universalityというのは、時空はどういうものであってもいいというのですか

ら、ある意味でいえば、general covarianceとか equivalence principleの一般化になってる。general

covarianceというのは 19世紀の物理学からすれば、革命的だったわけです。つまり 20世紀の初め

でも慣性系が重要な役割を果していた。慣性系でないものを考えるのはあまり意味がないと思われ

ていた。だけど Einsteinが言ったことは慣性系でない座標系を使っても物理が同じように記述で

きるということで、これが general covarianceでした。equivalence principleというのも加速度を

もたせるということと重力があることは同じであるという、一見違ったものを同一視することでし

た。そういう意味での拡張だと思われます。universalityというのもいろいろなmodelが全部同等

であるといっているのですから。これを general covarianceというべきか、equivalence principle

というべきかは知りませんが、全部、理論を同じように記述できるという非常に大きな対称性があ

るということです。

こういうことが出来れば、たぶん将来、最終的には現在の量子論と幾何学というものが完全に融

合したような理論ができあがる、というのが一つの夢です。ですから、conformal field theoryは

非常に technicalな側面が強いのですが、実は物理的にも非常に重要な意味を持っているに違いな

いと思われます。ですから、その内容を数学的な面からも物理的な面からもいろいろ追求するとい

うことは今後も一番重要な課題の一つと考えています。
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