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これは、主に大学院 Ml,M2の学生のみなさんの共形場理論への入門を助けること
を念頭において着手夏の学校 (1989年 )で行った講義です。講義の際特に留意した点は、

BPZの オリジナルな論文や他のレビューでは、十分に説明されていないような通常の場

の理論の立場からの共形場理論の背景と考え方につき、前半の部分で詳しく議論したこ

とと、後半部では弦理論の立場から共形場理論への戦略、またその意義や展望を私なりに

議論してみたことです。内容的には上滑りに終っているところや、具体的な例題が少ない

等、不十分なところが目につきますが、共形場理論を学ぶのに一つの参考として利用して

頂ければ幸いです。

終わりに、これだけ詳しく講義ノートをとり、Tex原稿を作成していただいた菊川芳

夫、辻丸詔の両氏と、このような形でノートを印刷する企画をしていただいた土屋昭博氏

に深く感謝いたします。

199541,鯛

東京大学教考静
米谷 民明
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1 Conformal symmetry L tt{ilr' ?

Conformal変換とは各点、各点で角度を保つ様な座標変換のことです。ここで各点、

各点とは、局所的に常にそうなっているということで、例えば、g10balに 見て直線ででき

た三角形が曲線で囲まれた三角形に写されることがあってよい。しかし、頂点の角度は不

変に保たれていなければならない。このことを式でいうと、座標変換

″μ → ″
′″

のもとで、無限小ベクトル△■1,△″2に対して、

△″1・ △χ2  _  △″1・ △″ち
‖△″11111△″2‖

~‖
△″11111△″ち‖

が成り立つことです。この式をlat spaceでみると次のような変換を含んでいることがわ

かります。

1, Poincar6 transformation

2. Scale transformation (dilatation)

/ ' _、  |)ド、√デ
/■
 `

・
1:r'メ

″μ ―→ eλ″
μ

3. Special conformal transfonnation

“

μ+♂κ2 (C : constant vector)Zμ →

1+2c・ ″+c2.2

ここで最後の special conformal trallsformationは 、2次元でいうと、SL(2,C)変換に相当

しています。

次にこのようなconfOrmal対称性をどの様に使うかが問題になります。通常、場の理

論を敵密に解くことは非常に難しいのでt対称性が極めて重要で、例えば、場の理論で最

二重要な相関関数の性質を調べるのに、対称性にもとづいて議論して、その大枠の性質を

貴めます。したがつて対称性が高ければ高いほど理論についての詳しい情報が得られるわ
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けです。それでは、cOnfOrmal対称性とはどういう時に期待されるかというと、

理論の定式化が長さの scaleあ るいは mttsの scaleに よらず、かつその理論を記述し

ている力学が十分に localな時、すなわちLagrangianあ るいは actiOnが 10calな物理量

で書けているとき

です。又、conformal対称性が厳密に成り立っていなくても、対称性の破れ方がわかつて

いればこの対称性が有効です。例えば、実際に我々が扱うconformal leld theoryは この

場合に対応していて、confOrmal anomalyを 通してのみ破れていることがわかっているの

で完全なconfOrmal不変性が成り立っていなくてもconfOrmal対称性をいかに使えばい

いのかが分かります。

ここでどの様な応用例があるのか、歴史的にどうなっているかを簡単に見てみます。

1.場の理論 (摂動論)における、高エネルギーでの振幅の振舞い (℃9～ )

(SCaling arguments in deep incra.stic scatterillg)

高エネルギ‐では、massの scaleは無視できるので essentialに ma.sslessの理論に

なり、従ってここでの振舞いはconfOrmal不変性にもとづいて議論できる。これに

関連して次の様なideaがでてきた。

(a)Light― cone expansion(Operator product expansion)

(b)COnformal bootstrap,Renormalization group,(SkeletOn expansion)

2.4次元 ヽ
ア
田 g― Mills理論と 2次元 nOn_linear σ model('76～ )

特に、instantonの計算に conformal対称性は有用。4次元 Yttg― Mills場の理論で

は、conformal anomalyを通して collfornlal対称性が破れていることがわかってい

r‐?「1ィサーで丁́T,1°1?中∵
°
1?鷲 T詳号Fi争 __

3.2次元の統計系の臨界現象  ('70～ )

Scahng arguments→ Renormahzatbn group method(Kadanor,Wilson)

/1ず `
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;-t'l-r 7z1t
90衡在
｀

2次元 confOrmal ield theoryの最近の発展

Virasoro代 数の発見から始まる

I string theory ]

Virasoro (1969)

Basic framework (- '73;

i matheinatic,l

Gelttld‐Fuchs(1968)

Kact formula(1979)

↓

これらの方法の統一 (1984)

Bdavh―Pdyakギ
i績ッ
dCh[=た 「`マ■■

`|ン
4)「 r

.マ x^よ kジャ,ス′

2  Kinematics of conformal synllnetry

2.l  Conformal transformation and weyl transformation

前節で説明した conformal変換

=

を mertic tensorで 表現すると、全体の normalizationだけ違う次の形に書けます。

4ν (″
′
)=eA(●

)のν(■)             (2)

この関係式を無限小変換  っPr,ヒ )″ こ` し
″μ→ ″
′μ
="μ +cμ (″)             (3)

で書き直してみると、いわゆる conformal killing equationが得られます。

じμ〔ν十鵞与Cμ +Al'メ =0   (confOrFnal killing  equation)         (4)

ここで▽μは共変微分で、metric tensorの 無限小変換は

δEgμν(■)=4ν (π )一 gμレ(π)=~▽μCν 一▽レ
`μ

(5)
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で与えられます。従って、cOnfOrmal変換とは confOrmal killing equationを 満たすような

変換です。この conformal killing equatiOnか らAについての条件が、次のように得られ

ます。

gμ
ν
(ら (ν +α〔μ+A%ν )=0→ 2∂。(+dA=0

∂μ(a146レ +の Cμ +A%ν )=0→ 亀∂α(μ +ら (∂ 。()+らA=0

但し、ここからは簡単のため時空はlatと して計算します。また、dは時空の次元です。

こ,こ鞭
は以下にあるよう|;::露

7ヨ1亨2革itilλ 3」ご|「
電算β〒諄
ができます1。

ぬ∂
α
O私 6ν tt a〆μ)― (α -2)らのA=0         (8)

となり、(4)を代入して

勿九∂αA+o―幼らのA=O       o)
が得られます。この式から2次元が特別であることがわかります。すなわち

{:二 :|||&鰍11      は0
となるので、d=2と α≠2の二っの場合に分けて議論します。

まず、d≠ 2の場合に(10)を解くと、

A=2α +4bμχμ

これを、 c6nformal killing equationを使つて cの式に書き直すと

-6μ =♂ 十ωμ
νπν+α″μ+2"μ (b・・ )一

〆
・
2

(12)

となります。右辺第一、第二項は Poincard変換 (tυμν==tυ 4`)、 第三項は sca10変換、第

四、五項は specid cOnformal変 換に対応している。この変換は 0(d,2)群をなしていて、

その次元は Poincar6変換、scale変換、special conformal変 換のそれぞれの次元の和

dmOこ幼=:《α+⇒ +1+α =:い Ⅸα+幼

(6)

(7)

(13)

1二次元以上では、一般に曲率が存在するため、独立な killing vectOrの個数はnatの場合より減るので
やはり変換群の次元は有限になって以下の議論が成り立つ。
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1■11 ‐■.イ .メ 1っ■ r    Ψ:`‐ '.ヾ'(1'´
ずつζ: 
′

[f.(P,1イ
ー
' ''1111 

′
 r‐
  0   'く 'で

'fず
=f)0事
ti ' °

,・ 6二
''9'へ

「ク

'デ

εご・グ
よ  フアこ.1. F/♀ ι?           

 ` ・

,I.         
ヾ
き
)■ tTパ77∂子

(=ら か

で与えられます。次元が 三以上の場合には結局これしかなくて理論に対する制限もそれ

ほど強くない、それでも実際いろいろ役に立ちます。(Light cOne expallsionに おける制

限や、Yttg― Mills場への応用など。)

これに対して、2次元の場合は事情が一変し、 Aは Klein― Gordon方程式 をみたせば
よい。これは curved spaceで もそうであり(10)式はよリー般に、

▽α▽
αA=0

と書けます。以下、時空は Euclidcanと 仮定して、confOrmal gauge

%レ =t,あν

をとり、複素座標

(14)

(1つ

粋

ご1を集

を用いて、

z=fit*irz, z=rr-ir2
1 r.' 3.1a f

'|

VoV^ = 
,/A)rlt/1n,"0,1= 

4e-60,02

と書けるので、
、                 F

▽α▽。A=40「 1∂2eA=0→ A(″)=ズ Z)十炉レ)

(10

'戒
t')I11

gbi手 l  (17'

(10

となって2次元のcOnformal変換群は無限次元であることがわかる。ここで、が(z),V(2)
はそれぞれ任意のh010mOrphic、 anti― holomorphic関数です9ゎぅV｀は、(4)及び、(6)を
flLr(. conformal killing vector ir み?`,・ 9:〔

=・
 |ィ fr.11'「 1■ )、 1‐・

eP0u=e'(z)0,+e'(Z)0, ← 7・ ,ゝ.CF,  (19)
|    ど c?と書けることからも明らか。

         係で書くと、プしィft私鼻f`ill 
・lF`

これを無限小変換の generatorの 交換関′

『(ノ ),ι (g)l=7(ノ
′g― ノg′) J(ノ )≡ ―(ノ (Z)と +√(″ )∂″)   (20)

となり、特に、∫=z・+1,g=zπ +1を代入するとcentral extensionのないVirasbro代 数

が得られます。

U",l*|: (n - m)ln+^ l.≡ I(Zπ +1)

7

|‐1     1)1.  , fゝ :1,,1  夕Dイ FD争

=   ~1,`う  ― ■
`‐

1' ・ f F'1ク
ニ151)

b^イ

埼 |

=ヒ

:ι l

=ifけ

)

●
(21)
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さて、今までは座標変換としての conformal変 換を議論してきたのですが、ここで

Weyl変換との関係を見てみます。この二つは、しばしば混乱されて使われるので注意が

必要です。Weyl変換は座標変換とは無関係に metric tensor自 身を任意の正定値関数倍

だけ scaleする変換

ヵν(・)→ 勲ν(″ )eρ
(・)         (22)

として定義される。それではなぜ、この Weyl変換が重要かというと、通常の conformal

neld theoryで は gμνは lxし ておいて力学変数として扱わない。(こ れに対して、重力

理論では ■̀
′

は力学変数、すなわち path illtegralす る量である。)こ の時、座標変換と

しての cOnformal変換をして metricが変わってもWeyl不変性があれば、その自由度を

使って元の metricに引き戻すことができる。このことからmetricが ■xさ れていても

conformal不変性があるわけです。従って、座標変換 (以下 Einstein変換とよぶことにし

ます。)と Weyl変換の両方のもとで理論が不変であるとき、conformal不変性があると

言います。

%ν
―→
4ν ― シ

ノ   ＼

/

conformal transf.

€P

Einstein transf.

Weyl transf.

ρ=―A=:▽ ・6

conformal killing eq。 から

ρは cOnfOrmal killing equationを 用いて metric力 '全体として不変になるように決めま

す。このことからわかるように、conformal変換のもとで理論が不変だと言うときには、

場の変換性は Einstein変換とWeyl変換の両方を含めて考える必要があることに注意し

なければなりません。
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′
ノ

Einstein

Weyl

δEφ  (=φ
′
(″)一 φ(″ ))

δ″φ

従って、一般には

cδconfφ =cμδEμφ+:▽ 。cδwφ (23)

というように、場の変化分はEinstein変換とWeyl変換の両方からの寄与を含みます。こ

の事実は、二次元では以下に述べる理由であまり問題になりませんが、四次元では重要に

なります。具体的な例をいくつか挙げます。

・ 計量テンソル

定義よりconfOrmal変換で不変で、

6"onl9p, = 0

●スカラー場

(25)

ｒ

ｉ

′

ヽ

１

ヽ

(24)

‐
―
「
‐
‐―
‐―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
＝

１‐
１１
燒
斃
ヨ
ロ
麺

δEφ 圭―らφ
δ″φ =一三ニヱφ

と変換しますから

軌rφ =くμらφ+款▽・ ←雫う
となります。ここで、Weyl次元を次のように定義します。

δ″φ≡型 ¥φ t゛
 ヵ 与
・
^f｀ デ

。。

また、d=2の場合には、cOnfOrmal変換は単なる座標変換に等しいことに注意してくだ
さ・ 3`

oダージベクトル 11

ゲージ場の場合は Weyl変換に対しては dimension zer6で 、   1｀   二 1 ~‐ `「

・
ヽ
　

‘
―

・
力
こ

棋

！

Ｌ

酵

●

電

Ｅ

Ｅ

Ｉ

ロ

ニ

{:ケ1) :『
(・∂4ν ~“らCμ )スμ

(27)
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ノ

となり、                                     =
6δc:nfスン=~C・ ∂スν―(∂レ(μ )スμ .              (28)     J

この様に、Weyl不変性を4次元で保とうとすれば、ゲージ場は変換しない。通常 4次元    く

のグージ場の scale dimensionを naiveに 1と 言っている理由は、Einstein変換とLVeyl

変換の両方をあわせていっているからで、ゲージ場の Einstein変換の式の右辺第■負は、    1
g10balな 変換 (61∝ ″μ)を とると次元 1と して振舞います。この場合は、Einstein変換の

寄与からきていることがわかります。

●スピノール

スピノール場は local Lorentz fralneの gaugeを ■xしていないときには Einstein

変換に対して不変なので、

1説
llttψ      の  

“

これから、

4酬ψ=―雫ψ     Oの
1となります。

一般には globalな conformal変換に対する場の scale変換をcOnfOrmal次元△cであ

らわすと

△c=『ουer ιθηsο r rαη司―レpper ιθηsοr ran同 +[″eノ dimens`ο可  (31)  し

c o δconfφ =―α(■・∂φ+△ cφ), (μ =α″μ        (32)   
欄

となります。

2。2  2 diine conformal synllnetry    :‐  ´11)‐  .

ここからは 2次元を扱うことにします。2次元のcOnformal symmetryは 複素座標 (複

素構造,complex structure)を用いると一番簡単に書き表すことができます。どの様にし

10
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淋 |

てcomplex structureが出てくるのか、nat slaceでは明白なのですが、曲がらた時空の

1l1111)l復
し詳しく考えて ュ

=す

重゙力理識
F量『
化を考えると

iに

よくでてく

.lκイ)
,｀ し

ds2=(獄夕り
2+響
0メ +翼ア

を 2次元の場合に次のように、(ηl,772)と いう変数で置き換えます。

gll = ♂

Ⅳ上 =e:税  (Lapse)
.     Ⅳl = ηl (Shi乱 )

(■ ,ゅ)は十分局所的には常に定数に澪ぶことができるので、

dz=J″1+ηd■2, d″ =dzl+ηご″
2

η=771+づゆ =η (″
1,・2)

という複素座標を導入して

ds2=eρK山
1+η
lあ
2)2+(っぁ2刈

=eρ (d″
1+(η
l+'772)d″

2)(ぁ 1+(η
l―
`ゅ
)あ
2)

= eρ″ZdZ~1=g2,(dZα″‐十α2鯰 ) (34)

2書き直せる。このηという量は幾何学的に重要な量で、複素構造を特徴付る脚旧meteF

甘 .また、この複素座標でみると座標変換としてのconformal変換は曲がつた時空でも

こ、任意の解析関数∫(z)を用いてあらわせます。

Z→ ″=∫(Z)     .

をするとmetricが scale factOrだ け変わることは明かです。

犠に、Faι ″
“
θで考えると Vヽeyl変換の寄与、

P=1peq-0"e'*02e'

(33)

11

(35)

Soryushiron Kenkyu



は、zの微分と″の微分の和の形に分離していて、(23)式、

cδconfφ =cμδみφ十

“

れ♂)δwφ

妨 辺紅 項を籍 項の Dttdn tens∝ 場
P‐ ‐ ~｀ デ

・
・

‐だ .

こ換性のholomorphic部分、anti― holomorphic

部分にそれぞれ吸収できることがわかります。こういうわけで、2次元の場合はその特殊

性からWeyl変換が tensOrの変換性と同じ形をしているので、conformal変換が一見全

部 tensOrの変換のように扱えます。しかし曲がった時空では少し問題があります。それ

は Ward identityの 議論の時、説明します。

従って、2次元の場合 confOrmal変換のもとでの■eldの変換性は普通の Einstein変換

であるかのように定義するのが自然です。primaη ル Jα と呼ばれる cOnfo「mal tensorを

次のように定義します。

φ(た '1)(Z,2)→ φ(た '1)(″ ,ラ)= φ(た 'た )(Z,″ ) (36)

△c=conformal din■ ension=ん +ん

無限小変換で書くと、

s=spin=h-h

Z―→Z‐+6Zη
+1

δφ(λ '1)(Z,″)=― (2・

+12+ん
(η +1)Zれ )φ

(λ'1)(2,″ )

_←′十1a+乃 (η +1ンれ)φ (ん '几 )(Z,″ )

となり、zと ″の変換性がまったく独立になっています。境界条件が入つて zと ″に関

係がつく場合を除いてこの二つは独立に扱かっていいわけです。

次に保存則をみておきます。Noetllerの定理から、Einstein不 変性に対応する classic」

な保存則は energy― mOmentum tensor

一ヽ
ｌ
‐
′
ノ

．滋
一″

／

′

ｉ

ｌ

ヽ

一ヽ

ｌ

‐

′

／

″
一ル

／

１

ｉ

ｌ

ヽ

(37)

Tμ
ν
≡

島 券

▽μTμ
″
=0,

12

を用いて

(3助
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とかけます。複素座標を使って書くと、

∂
'■
2+eρ a(e―ρ島2)=0
a■,+eρ∂″(e~ρZ″)=0

又、naiveな Weyl不変性があれば、

みνTμ
ν=0

すなわち、

■7=鶏z=0

が成りたち、結局 (40)と (42)か ら、metric依存性がない次の形になる。

∂″Zz=a鶴′=0

すなわち、

写′=22(2), 島,=写 ,(″ )

(40)

(41)

(44)

r、 成り立ちます。量子論では、実はWeyl不変性 (41)が成りたっておらず(We,lanom』 y)、

―
―mOmentum tensorの 保存則にmetric依存性が入つてきます。それでもconfOrmal

彙H th∞ryでは、あたかもWeyl不変性があるかのようにして得られるclassicalな保存

■を使う。その理由については、次のⅥrttd identityの議論の中で説明します。

コ匡mlyがあることは非常にuniversdな性質です。たとえ massLssの理論でも、理

くりこむ時にどうしてもくりこみの scaleが入つてきて、confOrmal不変性は破れる。

たとえば、QCDや curved sp“ eの場の理論でもみられる、場の理論における普遍的な性

Derivation of conformal 'Ward identity

Anomalous \Mard identity

cmmal■ eld theoryに おいて一番大切な役割を果たす、つまり基礎となる Ward

の導出とその意味を場の理論の立場から議論することにします。まず、場の量子

(42)

(43)

13

Soryushiron Kenkyu



論における Ward identityの path integralの 方法による導き方を復習してみます。今,

conformal不変な理論を考えたときに、その理論の actionス は一般に metricに よってい

ますが、ここでは metricは積分しないで lxしておきます。そしてこのもとで相関関数

を定義する。

ここで、Nは規格化因子、φiは場を表わします。

さて actionが Einstein変換に対して不変なので、無限小 Einstein変換に対する変換

性 δEg,δ Eφ を代入して右辺を書き換えることができる。

(φ l(″ 1)…・φ。(χ。))=Ⅳ ~1/μttθ ,φθπp―スレ,a Πo(.)
|=1

→Ⅳ-1/r例 3φθ″p―スレ十δEg,φ tt δEtt Π仇(■ )
|=1

σ=φ +δ Eφ , giν =動″十δEみν

〔αφ
′
l,′ ,φ
′=ldφlg,φ

「
/剛″Cη一川工did切0
の ′は取つてしまっても同じことですから

「
ノμ伽〆η-4∴ ai続切 o

につ

(46)

國

　

ヽ
』

（睡

　

一ｔ

矢印は、(45)式の右辺の書き換えを意味するものとします。

次にφの代わりに変換された新しい場をφ
′として、 φ′を新しい積分変数として選

び直してやる。この時 φからφ
′への measureの変換もおこなうのですが、 Einstein変

換についてはmeasureは不変に取ると仮定をしておきます。reguralizationと してそうい

うものが存在するという仮定のもとでやるのです。これは少なくとも摂動論ではできる、

すなわち metric tensorを 用いてφの空間に不変な長さが、形式的には Einstein不変性

を保つように導入できます。その measureを使って積分 volumeを定義するわけです。こ

れは標準的な仮定で Einstein不変性を破つてしまうと理論を構成するための原理があい

まいになるからです。従って、

一
一
　

で

から、

⇒

となります。さらにφ
′

(47

一」
嘲

編

聰

榔

14
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ここまで変形したものをもとの式 (45)の右辺と比べるわけです。

さてここで、量
武
「

した意味での energy― molnentum tensorを次のように定義します。

轟
r倒 3φ C″p― スレ,倒 ≡―:√ Pν r倒 3φ C″

p― スレ,例

げ′″

“

→面呵平ばり
=Σ lll(″ 1)・・・C(■ )・δE● (■)…仇(″.))

軌いはり=可囲g〆η-4島例喜ば→

→可囲g〆η―川gttφ鋼 喜ば→
δ″g=σ%ν

“

鋤

metHcに依存するのは actiOnと 量子化に対応する積分 volumeですが、その両方合わせ

た部分をmetric tensorで変分したものを量子化した意味での enegy‐ momentum tensorと

定義することにします。operttor orderingな どについての情報はみんなここに入ってい

ると考えられます。

これを使うと(5)式を代入して、次の恒等式が得られます。   も|‐ 卜′  
1`‐

“

の

これは E`“ιθれ変換による 7a翻 づdcηιjινであつて confOrm温 変換そのものではないの

で注意しなければなりません。

一方でまったく同じようにしてWeyl不変性からでてくる ミヽd identityを もとめます。

(51)

(5幼

(53)

ここで考えているのは、confOrmal変換に付随した Weyl変換ではなくて、一般の Weyl

自腱なのでσは勝手な関数です。次にprimeの ついた新しい積分変数  ｀

9'p, = hprl6w9pr, d : d* 6wd

―
えると今度はmeasureが、不変ではありません。先ほど、regularizationを 適当に

て騒誦綻in不変性を保つようにしましたが、今度は、ほとんど必然的にWeyl不変性

― ようにできな
いことは明らかです6~般に必ずnleasureは weyl不変性を破る形

凸
輻
臼
■
■
■
■
■
■
■
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当

〔

係数
lfr熊氏じ

I脱′i[iiみ

こなることがわ
tli■ _t_ぃ =´七|

eXpκ
/R、/τ
σd2″                  (54)

Rはスカラー曲率、また、 σはdimensionlessです。localな量で書けて m慶 次元が 2
の scal田 というと、total derivativeの任意性をのぞいて

/Rttσ
d2ω

しかない。この効果を考慮すると

→
(eXp―
κ/Rad2″)Ⅳ

4/1d凋
∴αθη ―五

『
,州
Ё
に 一δ″の は)1551

となります。再び、σの′をとって、gμνについての変分を先ほどと同様にとれば、79`

不変性に対する И4α 7・」πCttjινが得られます。

一:ウ″(″″0%νの平φl:》 =Σ。10→…ガ″φO…・仇0.》
+κ
ル √
σあ 。1。 1)… .φnm)“ の

ここで、metric tensorの 変分が左辺、場が変換したのが右辺第一項、anOmalyの寄与が

第二項。

次に、(50),(56)を用いて我々が考えているcOnfOrmal変換に対する、Ward identity

を導出します。Einstein変換

6agp, = -(Y pe, * Y,e ,)

“

η

が、もしcOnformal変換ならば、対応してそれを打ち消さなければならない Weyl変換は

同じcを使って

6w9p,- (V'e)gu, i.e. o =Y'e

となる必要がある。

16
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仇
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♂
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あ
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ｒ
ノ

⇔
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一
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今、2次元で考税ていますからconfOrmal変換は、6(z)と こ(2)の二つの任意関数で書

,す ている。場の変換性は、Einstein変換に対して、

δEφ(Z,″)=― ((2と +△多262)φ (z,2)― (6つ′+△『∂〆
2)φ
(Z,″)   (59)

となります。ここで△Jは先ほど△c(32)と 書いたものではなくて、■reyl変換 からの

寄与のないものです。

また、Weyl変換に対してはWeyl dimensionを 使つて、

δwφ ==―
:△
Ч′φσ  △w=Weyl dilnension           (60)

二定義します。以下では、zと ″は独立に扱うので、形式的に c′ は 0に しておきます。

そうすると Einsteill変換の不変性から導いた Ward identityは

:=1

また、Weyl不変性から導いた Ward identityは

イ′I・ ,▽〆つ仇lall…
“
ズ→)=κ /R♂″♂な・ 0…Ⅲ.●.》 1621

-を軌0…晏閉L幾0…ば硼・
もし、classicalな 理論なら energy― momenturn tensorの保存は■′が ″によらないこ

三、すなわちら22=0で表されます。(61)の右辺第一項は classicalな式とのずれを表

_て 1ヽ るわけですが、よく見ると判るように lVeyl変換を表す部分 (62)の左辺になって

`‐ る.こ のことが confOrmal変換を考えるときには Eillstein変換とWeyl変換とを同時

11考 える必要があることの一つの現れです。そこで二つの式を足すと、an/armalフアα7・」

_Iftriry

ウズ写′"仇
0…仇り

=κルπR♂′Ⅲlrll…・仇り
―シ0…Fa+観眸外Иりば0…ほ0 0

ワ
‘
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が得られます。

ここで右辺第二項の場の変換は、ほとんど先ほど定義した primary neldの ものです

が、一つ違うのはWeyl変換の部分が metricに依存していることです。metricが入ってい

ると取り扱いが面倒です。conformal neld tlleoryを 考えるとき、単にRiemann面 でなく

て、その Ri“ann面の上に metricを 入れて、そしてその metricに よって理論が変わる

というのは不都合です。できるだけ metricの依存性を気にしないで議論できるようにし

たいわけです。特にstring theoryについてはこのことはessensialです。〕△略▽2C″φ.(″,)

を与△曜aC′φ.(":)と したいのですが、そのために次のようにleldを redeineします。

$i = (g,r)-^*'12 Q'

この様に、deiniteな Einstein変換性 とWeyl変換性を持った場から、metric依存性を

含んだ場を定義します。そうすると場の微分は

aφ ≡o― △げ
{aあ
:一
午 ば
attφ
・}  1651

となり、covariant derivativeの 定義

“

→

r・  ・ )セ ′ Y,e' = 0,e' + (g" o,g,r) ,'
.;
d\ (?,'

r、 (66)

ィ a+辱iaび +:転り 。 =し→…
″げ a― れa→φ・

三 (g″ )~△″'/2 δc。れ′み         (67)

以上まとめると、cOnfOrmal neld theoryではφについての correlation functionを 計

算していると思い直して、

と合わせると次のように書き換えら√るl?F

(δconfIΠ a(.月 )≡
:=1

―Σ(φ l(21)・ :・ (6Za十んiaC7)φJ(.)・・・φ.(″.))
|=1

~κル″Rr2♂饉φ'0)
げな写z▽〆つあ10-・φnω

18
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け

い

ス

必

一

０

ヽ

64)

生を

65)

66)

67)

ど計

と書き直します。ここで んは、もとの tensorの変換性から決まる次元とWeyl次元との

和です。もちろん今いったことは″についても同じことで、ゃはりWeyl次元が加わり

ます。差をとれば落ちるので spinに は効きませんが、dimensionに は寄与するわけです。

(69)

このように conformal leld theoryで は^のついた 6eldを扱うわけで、特に ofF―criticalな

所で mmifestに cOvarianceが見えるようにして議論する場合、場を同定するのに注意が

必要です。

いま、φは変換性がされいになるように形式的に導入したのですが、特にそれはWeyl

不変になっているという意味があります。

6*d = avv (s!Yt't) = o (7o

結局、Weyl不変な場を定義してちょうど classic」 な理論とparalellに議論したいわけで

す。Wcyl変換に対する場の変換性が zcloということと、先ほどの 、ヽd identityの導出

からφについて Weyl不変性に対する Ward identityを 書くと、次のようになります。

1れ
=辱i+:△И L=△λ+:△陥

φ″咀φjは激=げα
2″ cズのく→十κRa)iφj鱗》

=0 (71)

これは、ちょうどenergy momentum tensorの traceが R√テに比例するというtrace

alllomalyを表す式です。

さらに conforlnal ield theoryと の対応を見るために (68)式 に注目して変形を続けま

す。metricを cOnfOrmal gaugeに とって curvature tensorに 、海 をかけたものを書き直

すと

R桁 =4∂∂ρ                 (72)

∂=∂″, ∂=∂7 gzz==:eρ, g″ =g,2=0

となりますが、この式はちょうどtotal der市at市eで書かれていますから積分するとmetric

O localな性質に依存しないglobalな量、すなわちEuler指数になります。total derivative68)

19
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になることが tOp010gicalな 量であることを表しているわけです。62の covariant derivative

もρで表すと
1ヽ 1

▽z6Z=e~ρ∂(eρ 62)r `

となり、この二つの式を用いて anOmalyの項を書き直すと、

1.,なllfI″:T1/fi(∂
2ρ _夕∂の2)▽〆′   

“
助

〕/ 1・ ● ィ      ィ ll.|
が得られます。このことから(68)式は、

臨
亡
向 イ ル

″ /←

「

転
1与
―
夕の 勢 自

薇の

“

→

となります。結局、何をやったかというと allonlalyの 部分とellergy momelltuin tellsor    t

の項が同じfactor▽ ,62で くくれるようにしたわけです。(71),(74)式 をclassicalな式と    ・
対応させると、neldだけでなくenergy mOmentum tensorも metric依存性 (ρ)を持って

いるように見えます。やはりenergy momentum tensorを 議論する時も一々 metric依存

性が入つてくるのでは、不都合です。最初から且at spaceだ けを議論しているうちはいい

のですが、genusの高い Riemann面 を議論するときには問題です。特にstring theoryで

はそうで、confOrmal leld theoryの もっとも重要な応用の一つは string theoryですから    J
このことは cssentialで す。

■

そこで、energy momentum tensorも metric依存性が見えなくなるようにredenneし

てやるとclassicalな式と対応がつくことがわかります。すなわち

Z″ +4κ∂∂ρ≡z″               (75)

z″ _猛
02ρ
_:ρの
う
≡t′    

“

0 1

と再定義します。壼で書き直した Ward identityは metric independentに なっているわ

けです。普通の場の理論では、ハットのない場を扱うのに対して、conformal■ eld theory   
…

では、ハット付きの場を扱います。両者を比較するときには注意する必要があります。
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lVe 3.2  Pr6perties Of redeflned energy‐ IIlomentum tensor and pri‐

mAry flelds

再定義した energy‐ momentum tensorや primary neldの 性質をまとめておきます。ま

ず^のついた energy― momentum tensorの 保存則||

∂,■′=0, a島,=o

■,=0(θ r a″ =―κR‐o)

となり、classicalな ものとessentialに 同じです。correlation functionの 中では singulttity

をのぞいて成り立つ式です。また、これは cuⅣed spaceで も成り立ちます。2次元時空に

metricが勝手に入っていても、成り立っている。変換性については、redeineし た leld

lま weyl不変ですから、confornlal変換は Einstein変換であるかのように取り扱ってよろ

しい。その時の変換性は

・ :‐・
 δEφ =― {(2と +ん(262)}φ              (79)

ん=△多+:△″              (80)

となります。ここでんは本当の tensorの rankに Weyl dimOnsionの 寄与が加わったも

のです。たとえば、MaiOrana Spinorの場合は (れ ,あ)=(:,0),(0,:)で す。もとの△は

|△多,△ 3)=(:,一 :),(― :,:),△″=告 でしたo

Energy― momentum tensorに ついては cOnfOrmal変換としての Einstein変換

Z→ ξ=((Z)

をおこなうと、重要なことは、ρも次のように変換し、

ρ→ρ, ρ(ξ)=ρ(Z)-ln

つついた energy― momentum tensorの 変換性は

73) (77)

(78)

74)

iSOr

とヽ

つて

女存

′ヽ い

r・で

いら

eし

(75)

(76)
“
扇

わ

　

り

る
　

ｅ。
　
Ｌ

ヽ

１

，

ノ
∂ρ＞
　

４

１承
ん　
脇
し
い
批
２^烈
卵
働

I Z′ (Z)=
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で与えられます。普通の tensorの変換性に、おつりがついている。このおつりが、いわ

ゆる、Schwatz derivativeと 呼ばれる、次のような量です。

それから、普通の notationではκはいわゅるcentral charge

ます。     /

(82)

を使って次のように書け

ヽ

１

‐

′

ノ

“

一ぐ

／

１

１

ヽ

３

一
２一

″
一Ｃ
〓Ｚ

′
ゝ

κ =~憂
雨 '

今述べたことを無限小変換について書くと、conformal変換とEinstein

9yr: ePip,

―δEZ′ ={6Za+226′ }zz+T万″(″ (84)

となり、これが、P01yak∝ 達の論文の出発点になった式です。出発点が何故あの式でい

いのかということはあの論文には書いてなかったのですが、場の理論の立場からはいまの

ように考えればいいわけです。

それから energy― momentum tensorを redeAneするといっても、果して勝手にして

いいかという疑間があります。energy― momentum tensorと いうのは、量子化した場合は

measureの寄与も含みますが、essentialに actbnの微分でした。それを勝手に変えたと

いうことは結局、actionを変えたことになります。ちょうど、変分するとanomalyの 加

わったTがでてくるような actiOnに 変えたことになっている。これがいわゆる Liouville

actionです。

ス→ス=A+κ /♂″v任
'(:ク

μν∂μρ∂レρ+nρ )

(8o

変換が同じなので、

(8o

00

ただし、ここでは上のようにθの代わりにdetorminantを 1に normalizeし た夕を使い、

クについての curvature tensorな どに^をつけてあります。̂付きの量で書いて上のように

なるのであって、もとの gでは簡単に、 localな形では書けません。従つて、これはいわ

ゆる cOuntertermと みなすことはできない。むりやりcountertermと みなそうとすると

non-localに なってしまうわけで、non_localな countertermを 加えたのでは、anOmalyを

打ち消したとはいえず、勝手に手で消したにすぎません。ただ手で消すことが上で議論し
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ハわ

182)

彗け

(83)

|スF、

(84)

たような意味付けをもってできるわけで事。そぅぃぅ意味で、この actionは非常に重要

です。つまりconfOrmal neld theoryでは metricの依存性がなくなるようにクを使いた

いのですが、それに対応してスは metricに 依らなくなっている。スの metric依存性を

おつりの項がちようど打ち消しているわけです。ただし、単にスというのではなく、量

子化したときには、correlation ftlnctionな どの nletric依存性も含めての話しですが。

また、これに関連して、おつりの部分は path integral measureの lVeyl anomalyを

ちょうど打ち消すようになっている。すべて
^のついた量で書けば Weyl変換に対して完

当に不変になっていると思っていいといいましたから、anOmalyは打ち消しているべき

で、実際計算してみると次のようになっていることがわかります。

∴/d2∬ν
写
(■
ρ+:クμναμρ∂レρ)=Rντ

ここでR√ =(■ ―ヾ αヾαρ)ャ0という関係式を使いました。

結局 cθ可"鴇
α:″″d jdcηιjινは次のような単純な式にまとまります。

罐馴 =ウκ鱚鳥→血次の   ・:=1

いつ

い
　
の

Ｃ

　

よ

して

舒は

しと

のカロ

ville

いつ

いの

!い 、

うに

′`わ

ると

yを

命し

= ―(】Eφ l(ω l)…。(6Z∂z十 んj∂z62)φ J(κ j)・…φ.(″.))   (88)
j=1

要になる式です。いろいろな使い方があるわけですが、たとえば localな形

とができます。6は勝手な解析関数ですからυで poleを もつ次の関数にと

これが一番、

、こ書き直すこ

たます。

これから、

♂ =為

″=静qZ-0
が写られ、そうすると、

toな → 魏 り =を {〆 矛
+∴
→
続 0… 僚 瑚 0

こなります。これからの議論で nOtationを標準的なもので表すためにπを含めて、それ

T:ら
・
も面倒ですから取って T,φ とすることにします。

πZ″ → T, φ→φ
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従 って

となります。

又、解析性を使って積分形にも書き直せて、

α→平ばり=を {〆矛十鳥→佃ばり

(嘉 Iズ
ZF(→
平
仇C》 =コ {ズ4L+れ ∫【→}暉φC》・

軍 →ば Zll―
島

ば 0+島 れ 0打 電」田 師

蜜 狐 a～
ポ Ъ
+畿

メ
→ +島 弧 a情 %d肛 螂

となります。(93)式は primary ieldを 特徴づける式です。

もう一つは energy― momentum tensorの argument zに ついての analyticityが議論で

きます。cOrrelation functiOnは leldを insertionした点以外で zについて analyticalで

す。ただし、 backg■Oundに何か隠れたleldが存在する場合があります。つまりinsert

された neld以外に理論の構造から必ずどこかに隠れた leldが存在することがあります。

(90)

(91)

ここで積分の経路はすべての場の insertiOnのある点を含むように取っています。変換性

が上のように与えられていますから、poleか らの residueを ひろってくるわけです。

さらに energy‐ momentum tensorの 変換性もわかっていますから、T(z)の入ったcor_

relation fullctionに ついても同様に ミヽd identityが もとまります。

α狐→立に》=〈占 +得+響 }立に》
+左
{出 ァ

十
フ」|万銭 }α

alば り ・ ②

Conformal ield theoryと いうのは結局この cOnformal Ward identityを いかにうまく使

うかということであり、それの一番単純な帰結をいくつか書いてみます。まず、Tと leld

φ,あるいはT同士が非常に近づいた場合の singularityの 構造がわかります。上の式で z

をどれかひとつの座標に近づけてみます。Tと Tの場合は zを z】 近づける。そのとき

singularに ふるまう項を抜き出せば、

pめ

00
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(90)

(91)

換性

cor―

(92)

く使

leld

iで Z

とき

たとえば ghOst ieldな どで、その場合は新たにその点で、singular

亡意しなければいけません。ここではそのような場はないものとする

小外の点に勝手にもっていっても有限です。

な振舞いをするので

と、zを insertし た

T(Z)→ inite, z→ る (≠ 4)

また、zを無限大にもっていくと、

Ц→→ウ Z→∞
二.ヽった振る舞いをします。この理由については、少し注意が必要です。まず、座標が無

理大になるのはよくないので patchを 張り替えて有限な座標にします。ここでは

二変数変換します。この変換に対しては Schwartz der市 at市eは oなので energy―momentum

1=■30rの 変換は

１
■

一

Ｚ
〓
′
ゝ

鴫=働なの判→ ω→

助゙

ω→

論で

alで

■sert

kす。

‐う SL(2,C)変 換 (あ るいは Mёbius変換 )

i CI不変性から従う correlation function

D{ri*'a,* h;(rr, + l)z:'i (fld,(r,)) : o

二なりr(c)は ぐ=oで有限ですから上の結果になる。T(z)が Zの 4乗で落ちますから
riが無限遠で適当な振舞いをしていれば、cOntOurを 無限遠にもっていって積分を0に
Tこ ことができる。すなわち、これはノ(z)が Zが大きい時に、たかだかz2の振舞いを

テτときです。かつ原点で regularで なければならないのでノ(Z)の関数は三つしかない。

1■嘔=lantと Zと z2です。この三
つがちょうどSL(2,C)変換に対応しています。すなわ

■■式が成り立ちます。

"①
:=1                    ,

tだ し、η=-1,o,1です。 この3つの後 lヽ変換は

azlb
(αご一 bC=1)

の微小形になっています。

を制限する式です。

z-.(: cz*d'
´

二

ヽ
一

25
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あるいは、いまの式を積分すると、

(9η

| :II..1:3

~ず
J

・‐蹂補

f■ 寵

、.r‖ ,「

キ瀞Ll

帯■日

l瀬LJ

(平ば4》 =平
(場)h(秀 )れ呼《G》

fOr ξ=α
Z+b

X=

裏

『

一‐

卍
に
一
　

¨

と書くこともできます。(は上の条件を満たす勝手なα,b,c,d,で与えられる数ですから、

かなりきつい制限です。この制限を利用してneldの数が少ない場合、correlation function

の形を決めることができます。例えば二点関数ならば、1lormalizationを 適当にとって、

(φ.(Z,″ )● (υ ,う ))=δん・,んJlz _υ
)2hi(″
_う
)2ん

:

(98)

と決めることができて conformal dimensionが 等しい時だけ、0でないわけです。また、

三点関数の時には、

(φJ(ZlX場 (Z2)φl(23))=qル (21-22)ん
1~れ ~ん

'(22~Z3)ん
i~ん J―れ
(z8~″ 1)た

J~た1~ん i×
(c.C)

_-    1 . t  ,  1

となります。このように三点関数までは、nOrmalizationを のぞいて決まるのですが、四

点関数以上では、nOrmalizationの 自由度だけでなく任意関数が入ってきてしまいます。

それは何故かというと、4つの点を使って Mbbius変換に対する invarialltを 作れるから

です。invariantが 一旦できてしまうと、その invariantの任意関数が上の条件を満たす。

この invariantは anharmonic ratiosと よばれる、

」

″
ヽ

という量で、この任意関数ならばいいわけです。

いま、使つた対称性はπ=-1,o,1に対応する3つです。2次元の場合 confOrmal対

称性は無限次元ですからほんの一部です。そこで、もっと高い対称性は如何に使えるのか

ということが問題になります。
′83頃まではこのことはあまり真剣に考えられていません

でした。但し、string theoryでは higher symmetryは crucialだったわけですが、ただ使

い方が特殊でした。現在の conformal neld theoryではもう少し一般的に使われ、higller

symmetryは大切な役割を果たします。

ヽ

一

　

「
　

　

　

響

一

　

　

　

”
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ヽ
　
　
ｎ

」
ν
　
　
・Ю
　
　
・
い

98)

た 、

/

3.3 Fundamental axlolms of conforlmal fleld theory(CFT)

高い対称性を如何に使うか,と いう問題を考えるときにはどうしても,も う少し仮定が

二要になります。その仮定がいくつかあるのですが、数学のように公理的にまとめるとい

'こ とは、まだなされていません。またそのようなことをしても、物理的にはあまり役に

ttないでしょう。ただ essentialに はどういう事を仮定するのかという公理のようのも

,があるわけです。confOrmal■ eld theoryでは必ずしもLagrangianな どを仮定しませ

‐_=結局 confOrmal Ward identityだ けを essentialに は基にしている。だから、

fQ) : energy - momentum tensor

d;@) : primary fields

こ.ヽ うものが、Lagrangianを仮定しなくとも、独立に存在していることを仮定します。そ

て́さらにdynamicalに 一番重要な仮定は、operatOrの積が閉じているということです。

111・ま卵等冨II拌響写:∴ ‐onformal transforms      I

Tな わち,operatorの 積をとると、ある Operatorと その Operatorを cOnformal変換した

LEつ線型結合で書けるというものです。いろんな operatorが出てきていいのですが、

そrlがすべて operatorの cOnformal変換したものになっているというのです。これが一

番重要なことです。ただし、積については、assOciat市 ityを満たすとします。

(φ lφ 2)φ3=φ l(φ2φ3)

11も 非常にきつい条件です。こういう仮定のもとに議論をする。そうすると、非常にき

、場合によつてはそのことだけで理論が解けてしまうような mOdelが作れるという

―です。

このようなことを勝手に仮定してもいいのは、実際にそういう理論が存在するからで

τ=tと えば、相互作用のない 2次元,massless,一個の scalar場 はそのような理論です

_ string theoryで もやはりそうなっています。また、おrnliOn(MttOrana)に ついても

)

,四

:す。

から

二す。

al lf
art,

trL
:/i'lt
igher

一
一
　

´
´
　

一，
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そうで、実は、この modelは ちょうど Ising modelに なっているということが昔から知

られています。従って、このような仮定にもとづいて理論を構成するというのは、非常に

意味があることなのです。

こういう仮定から、いろいろな可能性がでてきます。まず、VirasorO代 数の表現論か

ら、primary neldと してどういうものが存在するのか制限がつく可能性があります。さら

に ViratsOro代数との cOnsistellcyか ら、ol)eratorの 積の閉じ方に制限がつく。一番単純

なのは、

Ct(Zl― Z2)～ (Zl-4)~枯
~ん j+た1(zl→ Z2)

というように、係数 σの leading termが operatOrの 次元だけで決まる、といったもの

です。もっと higherな項も原理的には決められます。

また、operatOr algebraが 閉じていることから、係数θ(一種の structure constantで

すが、)に強い制限がつくことになります。とくに重要なのは上のような仮定をしてしまっ

たら原理的には何点の cOrrelation fllnctionも 計算できてしまうということです。Ar点関

数を与えられたら、どこか二つの積をとって一つ減らせて /hr-1点になり、これを続け

れば、最後は必ず 3点関数の組合せで書ける。3点関数は先ほど見たように、係数 qメ

を除いて全部決まっていました。だから、structllrc collStalltさ え与えられれば原理的に

は理論は決つてしまうわけです。そういう意味で非常に強い条件です。

従ってこれからやることは、Viratsoro代 数の表現論からどういう制限がつくかということ

を調べる。次に、operatorの積で二つの場が一つになる仕方、普通 fusiOn rulesと 呼んで

いますが、それからどれだけの制限がつくかを調べる。こういう事を調べて correlation

functionを求めたり、計算する technicsを まとめたりするわけです。
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らヽ知

三常に

I論か

さら

'単純

もの

ntで

ンまっ

点関

続け

αJt.

的に

こと

んで

ttion

4 Virasoro algebra and its representations

4.l  Hilbert space interpretation of correlation functions

今まで path integralで計算できる cOrrelation fllnctionだけで議論してきたわけです

が、表現論の話をするときには OperatOrの 言葉を使った方が簡単なので、operator的 に

手釈しなおします。そのために radial orderingと 呼ばれる Operatorの 順序づけを導入し

ます。それは複素平面上で correlation fllnctionの 中の場の insertさ れる位置を原点から

こ至離に応じてorderingすることです。すなわち

IZll>IZ21>・ … >IZπ l

こした時に correlation functionを 次のように解釈しなおします。

(血ばa))≦ (υ ll)1(zl)φ 2(Z2)・…φπ(22)lυ )
J=1

(9鋤

(100)

υ    :  υacuuη o sιαιθ

υ中   :  dυα:ο∫υ

要十るに何か真空 υに相当するものがあって、これで原点からの距離が遠いものを先に

■るように並べた OperatOrの 積にたいして、期待値をとってやります。一般に、ボソン

=な
場に対して (99)の もとで operatOrの Orderingを radial ordering

R(φl(Zl)φ 2(Z2)…・φη(Z.))=φl(Zl)φ 2(Z2)・ …φ■(Z.)

二仮定し、以下 Rは省略する。なぜこういう定義をするかというと、実際にCFTの公理

を八たすような場の理論 (3.3参照 )では、まさにこうなっているからで consistentに理

論trつ くれるからです。通常の場の理論のオペレーター形式とのアナロジーからすると、

遭論が十分に局所的なものであれば、これは常に可能であると考えられます。
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Ⅸ zDa+ん 1ノてzぉ】〈
iφ
缶》=嘉

兎
=ご

Zズ→C(→
iφ
絋》  但0⇒

でした。但し、Qは ztのみ含む cOntOurで す。一方、これを下図の様に書き直しても
よい。

o Conformal Ward ldentity

OperatOr的 に見直したことに対応して ward identity

みます。Ward identityは

/

を交換関係を使つてあらわして

この積分を実際に書くとcontourの向きが逆であることから交換関係がでてきて

(10⇒ =Ci∠0… .1嘉 /dZズ ZF(→ ,φた0た1…φ.。1→
これをもとの式と比較して、

I嘉 /dZ∫
T,《Zl=げa+んめ《の     は021

が得られます。この式は井∫∫Tが neld φの変換のgenerttorに なってることを示して

いる。
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,して

もしここでノが原点で regular

にこ原点の周りに十分′lヽさくとると

、こΞ接かかつて

嘉 ル
Z/Tl→ =0       (10o

■なります。これは原点で regularな conformal変換に対する vacuumの不変性を意味し

ます.無限遠でもまったく同様で

⇔*1嘉 /αZノr=0
if∫ iS O(Z2)at Z=∞

だと仮定しcontourを operatorの insertiOnが無いよう

orderingの定義によって、変換の generatOrは vacuum

(104)

(105)

(100

1101)

ても

二なることがわかります。

このような意味で vacuumの cOnformal不変性は、解析性に読み変えることができま

Tt CFTの特徴は対称性を解析性に置き換えてほとんど複素関数論そのものになってい

こことにあります。いま述べたことを 1■Ode展開の言葉でいうと、まず Tを

T(Z)= Σ〕Z~・
~2ι
.

I

五・=嘉ムごZZ・・Ц→
二票
=の
まわりで Laurant展開して、vacuumの不変性を使うと

つ

　

て

Ю
　
　
じ

ιれlυ)=O  fOr篤 ≧-1 (10η

同様に無限遠では

(u.l.L"-0 forn(1 (100

■Tから、先ほど言ったSL(2,C)不変性というのは、両者に共通の 72の値であるLl,LO,Z_1

こ可する不変性で、このηの値を持つ generatorと の交換関係の真空期待値は zerOと な

'ま す。

(υ

*|[ι
れ,・ …11υ)=0

■たが真空の St(2,C)不 変性の operatOrで の表現です。

31
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o ln state

Primary ieldの insertionを原点にもってくるという操作をとります。これをin state

と呼び

粉≡鶏《列→

で定義します。この状態に cOnfOrmal変換をほどこしてやりますと、交換関係と先ほど

言った真空の性質を使つて

ι,lφ)=!鶴 {μ,,φ(Z刀 lυ)+φ(Z“れlυ )}
= δ.,0ん lφ) fOr η≧o             (110)

が、得られます。ここで (lo2)式から、

μ.,《 Z】 =←n.∂ 十Цη+⇒zう ∝a    い ⇒

を使いました。すなわちη>oの ときには lφ)は L.で annihilateさ れてπ=oの時に
は固有値がでてきます。

o Out state

まったく同じように定義すればいいのですが、energy momentum tensorの 時と同じで

無限遠を扱うには、正しく座標 patchを とる必要があります。従ってξ=)と して (→ 0

で無限遠を定義して、neldの変換性

φ(z)z2λ =φ(c)                 (112)

を考慮すると

〈φ
*|≡
li男
:(υ

ホ
lφ (Z)Z2λ               (113)

となり、2点関数の性質(98)からbackground chargeが ない場合には〈φ:|と lφ
`)が
dual

な関係にあることは実際に計算してみればすぐにわかります。

〈弓lψ:)=δ J′             (114)
32
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また、このように定義したout sttteに VirasoЮ 代数Ln を作用させると2≦ 0に対して

(ゲ IL. =

(を

T13+1

Ll=(嘉
AdZZn・
lazヴ

=  (―ぅ|万 J:∞山2・
+1:「
(z))*

=嘉ムdξぐ
-2ξ―■■ξ4=0

二嘉鬼Jξξ
―・・軍→=ι_"

わち、

(ι_.ゲ |=(ゲ IL.

り立つ。こういう意味で dual spaceに移るということは、

ヽ

ｌ

′

ノ

●一′ｆ
ヽ

十ηん一
α
一κ

′
ヽ＋

′
ゝ
φ■

月

雅

，
　
　
　
　
′
ｆ
ヽ

け
Ｌ
ド

《→
(115)

ョほど

(110)

(111)

)時に

1じで

ξ→ 0

(112)

(113)

S dual

となります。ここで

{ ;F)111(2λφ(ξ )
Hい ました。
一般にこれらの式から分かるようにdualな stateに移ることは結局、座標の Patchを 張

晴替えること、つまりzからz-1に移ることです。これは普通の場の理論での conjugation,

中_tionに 当たるのですが、注意しなくてはならないのは、ここには複素共役をとる

という概念はまだ入つておらず普通の Hermitian colliugateと は少し違うので区別して考

える必要があることです。ただ unit circle上で考えると、:と することは、ちょうど複素

彙彼をとることに対応しているので、そこで考えれば dual spaceに移ることはちょうど

― itiall CO珂 ugateを とることに対応しています。しかし、一般にはそうではなくて、

■0よ うに Euclidian ield theoryを 考えている場合には、

(116)

(117)

L"一 L_.

33
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とすることです。

●A対om of c10sed operatOr algebra(completness of states)

先ほどCFTの基本的な公理の一つとして Operttor代数が閉じているということを述

べましたが、これは別の言葉で言うと、primary neldsを使つてin statesを作つたらその

空間での complete setは それをconfOrmJ変換したもので張られる、ということです。こ

れは非常にきつい条件で、式で書くと

φJ(Z)|IJ・ )=φ
`(Z)IJ・
(0)lυ )

=Σ 鶴 {Z;―η…‐ηⅣ}L―.1… L_“Nφぉ(0)lυ )
1{P3}

=Σ 鶴 {石―・ ・・―πⅣ}ι―,1… L_.Nlφん)1{73}

となり、また completeness relationは

1= Σ 五一{.}降・)衛
1({η
},{m))(φ Flι {m)

た,I,(・ },{m}

となります。ここで

Z_{“ }≡ι_.1.… ι_.N

で、Q`という行列は

QI({η }{協})=(ψ義IL{"}L二 {れ}lφ :)

で定義されます。QIは普通数学で contttvttiallt formと よばれます。もし、

chttgeがない、つまり普通の場の理論の場合には primary sttteに 対して

(11"

(120)

(121)

(122)

background

(φllφI)=δたI (123)

という直交性がなりたち、こういう場合にはた=Iの時だけ、つまり同じprimary neld

をconfOrmal変換したものの間の内積のみが zeЮ ではない。

QI({π }{m})≠ 0

34
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を述

その

・0こ

119)

121)

120)

０
　
，ｕｎｄ

則
　
剛

124)

35

(129)

二、Ldに 関して

Ir,=D*, ...level (125)

という条件力=必要なことも少し調べればわかります。このような単項式 Z_.1・ …ι_れ″lφ)

と、その線形結合を全部集めたものを bヽrma moduleと 呼びますが、これは VirasOrO代

■,表現の一つです。VirasorO代数とは、先ほど書いた energy mOmentum tensorの 変

―
式

lT(r),T(z】 ={ノ (2)a+2点 z)}T(2)+島ノ(2)
●■漱L展開したもので、すなわち、

lル.,L』 =(η―m)ι .+π +62(η2_1)δ .+m,0

(12o

(12つ

えられます。この式の右辺第二項は、物理的には confOrmal anomalyに 相当してい

― tral extentionと よばれる。Verma moduleは この代数の一つの表現になっている

、その表現がどういう風に特徴づけられるかというと"highest weight vector"lφ )

わち

Inlφ)=んδ.,01φ ) for η>0 (128)

…
によって特徴づけられるわけです。基本的には角運動量の表現を上げ下げ演算

つて議論する仕方と同じです。

to ordinary field theory formalism

ここで少し普通の場の理論的な見方をしてみます。普通の場の理論との対応を見るの

ず 為 を考えます。明らかに

Lb=Lb

ち、またιOと primtty neldは

lLo,φ(Z)1=(ん +Za)φ (z)
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という関係を満たす。これはιOが二次元平面で global

示していますが、zの代わりに

z=eρ;  ρ=s+'θ

と座標変換 して ρで見ると globalな translatiOn

な scale変換を引き起こすことを

(130)
∞

るヽことがわかります。

(132)

tr6 . ' .translation with respect to p

この変換のもとで T(z)と T(ρ )の関

T(2)= (131)

(1:)2=夕
,   {ρ ,Z〕 =募

で与えられますが、この式を使つて Harniltonianを 定義することを考えます。そのため

に (s,θ)と いう二次元空間をシリンダーの様に考えてsを時間とみなしθを空間としま

す。この空間で Hamiltonianを 考えると、energy mOmentum tensor T(ρ )を空間座標θ

について積分すればいいから、

´
ヽ

Ｉ

　

‐

Ｚρ

ｃ

一
‐２
＋ρＴ

融
閉

こ

　

堪

　

・
」
　

　

　

臨
珊
　
］■

　

】
』

世

　

．コ

　

亭
」

中出
　

．■
．　
力％
　

゛
“
　

価

　

嗜ｄ
　

，
一

淵

となります。このことから前に定義した in_state,out―stateは sについてのものである

ことがわかります。一c/12はいわゆる Casimir energに 相当するものです。

同じように二次元空間における運動量を定義しようと思ったら、こんどはθに関して

の translationを考えます。θについての translationを ρでいうと、ρが translateさ れ

れば、ρは逆の方向にtranslateさ れるので、momentumの operttorは h01omorphic Part

から anti― holomorpllic l)artを ひいたものになります。すなわち

∬  ==  
井 ェ

2r dθ

T(ρ)■ anti― h01omorphic part

= ぅ扇7ブldZ:(Z2T(z)_」 1)+anti―‐holomorphic Part
= LO―

洗
+ZO―

」を
=LO十 二0-務

P = う扇:ブ12παθT(ρ)― alti― h01omorphic part
=ι O― L0

(13の

(13o
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ことを

(130)

(131)

つため

ヒしま

整標 θ

(132)

,あ る

尋して

|さ れ

〕Part

/
li婦合には HamiltOnianの 場合と違って central chargeは 打ち消しあって、でてきま

で‐_上 のことからレ|についての radial orderingは sについての time orderingに 等
_.二 とが分かります。

またこの立場からVira.soro代 数がどういう役割をはたしているかというと、いわゆる

:‐1lt,Irご Generating Algebra(SGA)と 呼ばれるものに対応しています。 SGAと は、理

論■与えたときにその理論の Hamiltonianの 固有状態を何かある群の生成子の作用のも

1■■べて作り出せる、あるいはすべてでなくてもいいから、そのspectrumの 一部を作

・二七る、そういう代数のことをいいます。この代数は HamiltOnianの 対称性ではあり

菫て‐́1つまりffの対称性だったら∬ と可換ですからある状態が ″ の固有状態なら、

キ
「
杖態に Operatorを 作用させたものは、やはり同じ固有値を持つた状態で ∬ に関す

1■ 11lipletを つくるからです。だから普通の対称性は∬ に関する multipletを 作り出

下,,こ iす して、今の場合は 〃 の固有値を変えます。けれども、その固有値の変え方が、

rt翫
「
't用の元で起きる。そういうものをSGAと よびます。VirasorO代 数はιOに対し

て1-:二 -2,・ …が LOの固有値を変えるので、そういう意味で SGAになっています。こ
P tt i育 自体は、CFTと は独立に昔からあって、例えば hadrOnの spectrumを分類す

[「 ,こ考えられたこともあります。その昔、Pauliが水素原子を行列力学で解こうとした

1:,二最初に現れた考え方です。

■3よ うに考えると結局、vacuumか ら最初の excited stateである “primary statぴ '

f・, られ、さらに collformal変換を施して次の様な完全系ができます。

lυ)=g10und state of∬

{lφ.)}=primary excited states

{ι―{η }lφ l)}れ >0=COnformal excited states
tacuumか ら primary excited statesを構成するのは、cOnfOrmal変換 ではいけ

、理論に入つている対称性だけからは決まらず、以下でふれる力学的な仮定が必
(13o

(13o

４
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●state‐ operator correspondence

今まで述べたことから sttteと 6peratOrを 一対―に

'十

応づけすることができます。

(

lφづ)←T→ φづ(Z)

L_(.)lφj)←―→ι_(.}φ
`(2)

ここで、

L_{"}φ.(2)= L_.lL… .2・ ~五 ~■NφJ(z)

=嘉 AJ争伍
―→
―
・・ Ц→ … 嘉 兎″

dZⅣレⅣ―→
―・N+り (ZⅣ》(→

となることは先ほどの Wal・d identitけ を使えばすぐに分かります。cOntourはそれぞれ、

zを中心に内側からαぃ その周りを Ci_1、 ……一番外側をσlが回るようにとる。 例
えば、二_"● (z)は OperttOr積

T(Z)φJ(Z)=】EL_“φ.(υ )(Z―υ)n~2
●>0

(135)

のπ≧0に対する展開係数として得られる。

このような理論の枠内では corrclati01l functionあ るいは一般に matrix eleinentは すべ

てprim妃ァstatesに対するものから計算できる。と言うのは prilnary staresで ないものに

は、energy momentum tensorが 入っているので、これは correlation functionに insertiOn

されているときには、先ほどの Ward identityを 使ってはずしていけるからです。

結局 CFTの中に入っている dynamicalな 情報はどこにあるかというと、conformal

familyと それが fusiOnしたときに、どういうneldに 変わるか、という議論の中に入って

います。それでこれらを決める原理は何かと言うと、つぎの三つにまとめられます。

1.associat市ity of OperatOr ttgebra(duality)

2. Inodular invariance

一般の Riemttn面を考えるときに仮定される対称性。
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■ higher symmetry

上記の二つで理論の内容がすべて決まるとは限らないので、一般にはもっと情報が

必要です。その時にはより高い対称性を考えて理論に強い制限をつけることが考え

られます。

mrrent algebra,superconformJ dgebra,WЪ algebra,etc

夕(Z)

ぞれ、

。例 illull states (singular vector)

最初にnull sttteと 呼ばれるものを考えます。まず、cOnformal次元んの highest weight

(135)
lφ)から作られるVerma moduleの 中からあるstate lψ )を一っとってきます。

“

  ]Degenerate representation

この節では VirasOro代 数の表現を実際に構成することを考えます。

lψ )∈ {ι―{れ }lψ): Verma module}

の条件を満たすときに lψ)のことを null sttteと よびます。すなわち、

L.lψ)=O fOr all π≧1
Lolψ)=(ん十Σjη ,)lψ )

(13つ

計算ではムlψ)=L21り)=0と するだけで十分でη≧3に対しては、すべて交換

によって自動的に満たされている。)こ の時 lψ)は もともとある Verma moduleに

っている全ての状態と直交してしまう。それは

((L_πφ)率 lψ)=(φ・lι,lψ)=0

なるからで、特に自分自身との内積は zerO(nu11)になりまする

(138)

〈ψ
*lψ
)=0

39
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つまりこの理論における完全系を構成しているstateのすべてと直交しているわけで、中

間状態を考えたときにnull stateは全く効かないことになり、したがって理論から落とせ

るわけです。だから実質的には今の仮定の元で zerOとおいていい。このようなnull state

が表現の中に入つているので、これは既約ではない。だからそういう表現を落として既約

表現をつくるわけですが、問題はどういう時にnull stateが でてくるのか、ということに

なります。これに対する答えは Kacに よって与えられていて証明はやりませんが、次の

ようになります。

Kacts Theorem

For a given central charge c, a null state exists at level N

when

ん=んr,3 Ⅳ =rs (r,s=pOSitive integer)

ん,,3=―
:(α
++α―)2.:(α+r・ α-5)2

α士=壼型三≡≡
1)デfZF三
≡:.

この公式は先ほど述べた covariant forinの determinallt(Kacヽ determinallt)を 計算して、

そのzero点としてんr,3がでて来るのを示したものです。null stateがあれば、そこで線

形独立ではない状態があるので、det=0と なるからです。

det CⅣ (レ}{m})=虫
{ュ
(ん―んJ}Щ
Ⅳ~D

Π(Ⅳ) :1 0f partitions of N, Ⅳ=】Eづηj=Σ〕づmi
j=1     1

但し、

σⅣ({η },{m})≡ (ん lι『
lL夕 …・五靴LЪ…。|ん )

です。さて、null stateがあると、それを新しい highest weight stateに して、そこから

新しい表現ができますから、最初にあった表現の中に部分表現が作られます。したがっ

て表現は可約になっている。既約表現をつくるためには null stateに よってつくられる

40
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郡lt二 oduleで もとの表現を割って商空間をつ くってやればよい。このような表現

Irreducible Virasoro representationソ
(れ ,C)

資 I恥rnla nlodde1/1」 l Summodubs of nun statesI

鷲 i=generate表現といいます。商空間ソ(ん,c)の なかでは lψ)=0:lψ )null State.こ
=・ |こ とが物理的に何故正当化されるのかというと、恥Ima moduleで完全系が張れ

こ■慣定したからです。すでに述べたようにその中で、null stateは すべての状態と直交

て́.1て 、中間状態としてきかないからで、zerOと おいてよい。このように cOrrelation

iШ嗜1:]ュ の中では必ず zerOと いう役割をはたすので、CFTの枠内で自然にこうなるの

でτ_

●Dttgenerate state(fleld)

=‖

1lt itate

lψ )=】EC(π }ι _{れ }lφ ) (14の

1に 1よ うな元の状態 lφ)を degenerate stateと 呼び、対応するOperator φをdegenerate

ね十三二呼びます。

●IInitary representation

■までの話は、一般的な表現の話で内積は必ずしも正とは限らなかったが、もし話を

鰤ヽ「 種詩の枠内におさめようとすると、内積は正でなくてはならない。このような表現を

出|「 看 表現と呼びます。ただ意味を取り違えないでほしいのですが、これは普通の意味

響
「 1二 it aryではありません。つまりconjugatioFlは ~般には Hermite cOttugateと は違
‖
=す
こ但し unit circle上では Hermitian coniugateと 同じで、この上で VirasOro代 数

『
識三を考えれば、普通の意味での unitary表現になります。そしてそのようにできるの

濡■議が正の場合に限られます。結局この意味で

―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
―
Ｉ
Ｉ
Ｉ
Ｉ
Ｉ
ｌ
開
骰
陶
目
Ξ

戯山y→
{鷲憮
°織讐導峯」ぎ団す
る
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が成り立ちます。それでは unittty表現が、どういう時に可能なのかは、Kac公式を詳し

く調べればわかり、次の結果が知られています,(Friedan… Qiu‐ Shenker)

c>1  ′じ≧0               (141)

Or

c= 1_6(p― P′)2      p_ノ =± 1, 1上 =_二  ‐
α_    p

=1-満 ‐ m=面 く2め ≧3

社,=   ,{:言 :ヨfl l1421
= ん_ち_,

1       = んノ+rlP+3                      ~´

これから分かるように c≧ 1の時にはん≧0である限りすべての unitary表現が可能で

すが、cく 1の時には離散的な値だけが許されます。また c<1の時の unitary表現はす
べてdegenerate表現になっていることもつけ加えておきます。

●Example of null states

null stttesが 具体的に、どのようにできるのかを例を挙げて示しておきます。

level l ZOlφ )=ん lφ)を用いて

ιlL_11φ)=ILlL_111φ )=2ん lφ)=0

よって、ん=oと なります。また、

五2ι -11φ)=0

は自明です。したがって level lの ところで null stateを つくろうと思ったらん=o
です。これは Kac公式の一番簡単な例になってます。
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押 2五 _21φ )と ん111φ)の 2つに対してその線型結合 (L_2+αιll)lφ)に ιl,ι2を作

用させて、zerOに なる条件を求める。但し、 αは定数。

ムい 己釧の=0→ι=_轟
さらに、

から、

L賢12の null state・です。

L2(L-2+αL11)lφ)=o

ん土 = *r, - "* lG:
―
:(α
+・ α―)2+

Or

―
:(α
+―卜α―)2+

:('α
+

:(α
+42α _)2

1)(C― 25)]

+α_)2

ヒで

ます ;c=26と いう特別な場合を考えます。これはstring理論のcritical dilnenslonで

で、もし26次元時空

central charge lま 26

f Es</c ftee A massless scalar field lt central charge is 1

えてその座標が全部 ■eeの matssless scalar ieldで表せるなら

ります。c=26の とき

n* = *(s -26+b) : -t
りますが、それとは無関係に level lの 状態で φの conformal dimensionが zerOな

&-rld(h=0)) {l nullstate tt:tr0 *f. */:4*a)t:ai,b

lL 2+:名 M韓 =4》

重要なことはこの二つのnull state L_11φ (ん =0))と (L_2+

の固有値が 1の固有状態になっていることです。すなわち、

ιolψ )=lψ )

43

】αん十))とがともにι。
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実はstring理論の critical dimensionが、なぜ 26か というと、ちょうどこの事情に関係

しています。今回の講義ではやりませんが、string tlleoryで ghostがないという条件に

対して、この二つの null stateが あるということが essentialで す。

o Role of degenerate fl1lds

degenertte neldの役割を少し述べておきます。degenerate neld φからnull stateを つく

り、これをψとしてcOrrel就 lon functionの中に入れると、これはcOnfOrmal completeness

によってzerOと なります。すなわち、

〈ψ(Z)Π●(υ
`))=(Σ
θ(.}ι_{η }φ(Z)Π O(υl))=0

`=1
{n} づ=1

=吾 q弓〈嘉1ldれい一→
―・・ aZl)嘉鬼ごZズ Z2~→

~"+7(a…

…
嘉 兎 N 

αZⅣ IZN― →
~"Ⅳ‖
Ц ZⅣ》 (→ Π φ Of》

j=1

が成り立つ。この式は confOrmal Ward identityを 使って degenerate neldを ふくんだ

correhion funcionに ついての微分方程式として書き直せる。実際、zを回る cOntour,1.e.

内側からθⅣ,… .,Gを 、{υj}たちの周りを逆向きに回るcontour,i.e.内側から♂1,∂ 1,

…"CⅣ
に変形し、Ward ldentityを 用いればよい。

簡単のために、φ をすべて prinlary neldと仮定すると、微分方程式

ΣCt,}£ _.N(Z;υⅣ)£_.N+1(z;υ.Ⅳ_1)…£_鉤 (Z;υl)(φ(Z)Πφ(υ・))=0 (143)
{・}                               :

が得られます。ここで、

軸 0=―PH+み l。 (14o

結局、相関関数 (φ(2)Π iφ(υl))は高々、ψの levelの Orderの微分方程式を満たすのが

わかります。これは非常にきつい条件で、理論に対する一つの dymmicalな (cOnfOr轟」

symmetryか らはでてこない)inputになっています。

44

Soryushiron Kenkyu



こ関係

S件に

んだ

「,1.e.

,Cl,

143)

144)

のが

imal

rkion rule for degenerate fields

例えば簡単のためレベル 2の null stateを作り出すような do,ztQ) L v'i degenerate

をもってくる。いま言ったことから correlation function

繭自分方程式

します。(Note;L_lφ =2φ )

この微分方程式を使うと Green

られる。

ただしα土

←
「
赫 うにボ→iばあ=0

わち、

{覇鶏姦―諦甥―左∴Xにメ→Ёばか=0

されます。実際、

したときに、どういうsingularityがあるのかを調べるために、

φ(1,2)(Z)φJ(Zj)～ (Z― Zj)κ
l'2{φ
′(4)+ご esCCηαα2ι s}

てヽ、微分方程式に代入すると、κl,2に対する代数方程式、

(al,a(z)Πば4))
:=1

(145)

(146)

(14η

(149)

O)WO conformal

fllnctionの性質、例えば singularityの構造がきつく

Z～ 4

(148)

●
　
　
　
¨

る

赫
馬ズ」
・
ρT⊃ 十為ρ―れ=0

るp=:μ ―己 土飩司

は不acの公式にでてきたもので、またα:は φ:

うに paranletrizeしたものです。

んj=_(α +■α_)2.:α′

αj― η
′
α++ηα_

(150)

(151)

を次のよ
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同様にしてφ(2,o(2)に 対して調べると

馬ュ=:「 ―α隼土鉾Ql

となります。

さて、ここで operator lJ・ の dimensiOnを ′りとすると、

(152)

(153)

が成り立つので、

rfl,2=LJ・ ~んi― ん1,2

ス12→ ん′=~(α
++α_)2+(Q土 に )2

κ薫→ん′=―
(α++α _ソ +(偽

土鉾ソ

φ(2,1)(2)φ(.,,.)(Z)=lφ (.′ _1,■)(Z)l+lφ (.,+1,■ )(Z)|

φ(1,2)(Z)女が,・)(Z)=lφ(″ ,._1)(2)1+lφ (.′ ,五十1)(2)l

(154)

(155)

となってん′が求まります。

ここでもしφiも degenerate neldと すると必然的に● もdegenerate neldに なるこ

とがわかります。というのは、φJを degenertte neldと すると (αづ土α_)や (αづ士α+)は

再び、α+と α_の整数係数の一次結合となるからです。

従って、Fusion ruleが degenerate neldだけで閉じることになる。式で書くと

(15o

(15つ

となる。もちろん今行なった計算は leadingの ところでみているので primtty■eldだけ

でよかったのですが、実際には leading以外のところに descendantsが 出てくる。その意

味で右辺は ld i cOnforlllal faFllilyに してあります。

次にこのことを何回もくり返して使つてやります。すると一般にdegenerate■ eldの

間の積がどのように従うのか簡単に予想できます。

さらに以下のような仮定をします。もともとconfOrmd dimensionは ん
(.′,.)=ん (―ば,_.l,

ん
(″ +ム.+p)=ん (が ,■)というような性質をもっていたのでcOnfOrmal dimensionが 同じもの

をidentifyしてしまいます。

0@,,n) = d1-n,,-n1
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53)

54)

55)

52)

56)

57)

]け

)意

の

こ

　

は

・＞，
　
の

φ(.′ +ノ ,.+p)=φ (■ ,μ )

性■ろんdimensionが 同じ場がたくさんあっていいわけですが、こういうidentincation

i慣定してみるのです。すると以下の fusion ruleが出てきます。

min(n' +m' + 1,2p' - nt - mt - l) min(nlm{ l,2p -n - n - l)

夜が,・ )俊れ′,m)=   Σ
た′=|れ
′―れ'|+1

h司  い5o

(159

Σ
た=|・ ―ml+1

●Cnaracter formula for the lllinilnal representation

〕,linimal表 現に対する Character公式を導くことにします。そのために表現空間内で

置百恒を与える様な、対角化された operatOrを 考えます。今の場合それは LOすなわち

侃Lこ 1lolliallに 対応するもので、それを用いて、chttactcrを つぎのように定義します。

コλl『
「 =fter

χが,.(γ)≡■k″→卜
2π jγ (ιo―尭)l

ここで前に述べたようにHamiltonianを 定数だけずらして、∬ =ιO― 壷 と定義しま

t́=従って exponentialの肩にあるのは HanliltOIliallですから、これは時間推進を表し

て,る ように見えます。ただなぜ Euclideanな のに 2π jγ と書いているかというと、γを

積著まにとっているからでγの inlaginary partが Euclidean時間で、real ptttが座標の

欄旺 lationの parameterを 表しています。結局、時間推進と座標の trallslationを 両方含

鵡てこの形に書いてあるのです。そして∬ の固有値が与えられたとして、traceを とっ

t r if charactcrですから、charЖtcrと は固有空間の次元を表しています。

tし Verma moduleで表現が最初から既約だつたら、この計算は trivialですけれど

崎 ■の場合 null stateが あるので、それを差し引かなくてはならない。そのためには与
itl■た表現の中に null state力 ど`のように存在しているのか調べる必要があります。

そこでいま出発点として、 level Ⅳ =7プηのところに null stateができるような

理町■erate neld易 をもってきます。

φ(.′ ,.)=φ (_.′ ,_")=φ (れ′+P′ ,"+′ )≡ S0

47

(160)

Soryushiron Kenkyu



ここで cOnformal次元は

(161)

で与えられます。そしてこの上の表現を考えて、このときの singular vectorの構造を調

べると図 1の ような seriesに書けます。

この seriesを 導くときにはP― P′ =± 1の条件をはずして、よリー般的に (minim」

model)考 えます。上の null stateの 構造自体は Pと P′ の差が 1でなくても成り立つか

らです。さて図の意味を簡単に説明すると助(′け,.)の定義からlevelが Ⅳ =71′2の とこ

ろに null leldが存在しますが、この cOnfornlal次元は

ん.′,_"=ん ,t′,.4η
′
71

と書けます。ここまでは Kacの公式から明かですが、今minimal表現を考えているので

■′のかわりに (P′ ―げ),2のかわりに (P-71)と した neldも 同じneldと 見なす。従って

levelが Ⅳ=げ ―η′)(p― η)の ところにもnull stateが あって、その conformal次元は

ん■',一η+2P=ん■'9tt+(P′ ―″)(p― η)

となります。今述べた操作がそれぞれ

跳 (ん
“
′μ)一→島 (んπ′,_1)

So(んが,.)一 Sl(んぼ,_n+η )

の arrow(or chain)を 意味します。このようにしてできた Sl,島 は又 null stttcで すか

ら、まったく同じようにして null stateの arrowを次々につくっていくことができる。た

だ注意することは、1(acの公式で lcvclは正に,すなわち (7｀ ,S)に とってありますから、

あ(んが,_")の ように、負の sunixがでてきたら、leldの idelltincationを使って正になお

してから新しい null state島 及び品 をつくります。このようにして無限個の null stttte

がつくられるので、既約表現は最初の Verma moduleの 中にできた無限個のsub module

を zerOと みなして、商空間をつくることです。

ソ(ん .′Ⅲ)=νCお)/ ソ(Sl)①ソ(S2)①・…
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を調

卜か

た

ら、

1お

;ate

lule

So(れがa) +

闘
勁
」 Sl(んれ′,_.+2P) S2●″,一■)

S4(ん″ρ+2P)

jまん″r-4D

S8じπ′β+4の

+

+

|

|

SIんぼュー2p)

S50が
,―■+4の

S70■′r-4の

The structure of singular vectors ( Feigin-Fuchs )
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このような商空間の構成をcharacter公式で行うには、まず最初にsub moduleを つくる

null stateがあることを忘れて単純に char“terを計算して、そこからsub mOduleのつ

くる characterを 次々にひいていきます。このようなことを実際におこなったのが次の公

式です。

χ,′ ,■ =ЪスλぽⅢ)卜
2π jγ

(LO―去)]
2'7rγ
(暉ゃヽ +pげ ―P′η)2_1
4/P

― e

ここで

ｅ

／

ｒ

ｉ

‐

‐

ｌ

ヽ

∞
や
ん

一

上
η＜７＞
〓

(TPブ +pげ +ノη)2_
4/P

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

′

ノ

ー

一

く→=♂等量←_e2痛τη) (162)
ll=1

は Dedekindの η―functionと 呼ばれます。この character公式の右辺でブ=0が 5o(ん .′ ,.)
からつくられるVerma mOduleを あたかも既約だと思って全部足したもので gFOund State

の ellergyが expOnentialの肩にのっています。さらに higher excited statesが あるため

に Dedekindの η関数が係数としてかかっている。つまりgrOund state上 の conformal

h面lyの寄与を表しています。ただこれだけでは既約ではないので、null sttteか らつく

られる submOduleを引かなくてはならない。この時、単純にsub moduleを 引いていくと

null stateの 籠rowが二重構造をもっているので、(例えば乱 は Slと 島 からつくられ

る。)二重に引いてしまうことになります。そこで重複が無いように、きちんとひいてい

くには null sttteの arrowの図に書いてあるように、まず 助 のchttacterは 足して (+)、

次に Slと S2Characterは 引いて (― )、 さらに島 と&の cllaracterは足して (+)、 ….
というように交互にプラス、マイナスになるように加えていけばいいことが、少し考える

と分かります。このようにして求めたのが既約表現に対する chalracter公式です。

●Hllbert space of general conformal fleld theory

一般の CFTの Hilbert空 間はこのようにしてできた既約な Virasoro代数の表現を
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える

Lobmorphic partと anti_holomorphic partに ついて適当に組み合わせて構成されます。

〃 =Q ソ(ん ,C)Θ ソ(ん ,こ )
んん

このことに対応して、一般に CFTにでてくる cOrrclation functiollは 次の形にかけます。

(Π仇レらス))=Σ ttJ乃 {4,■ }島 {z′ ,η }
f,J

二こでノl{Zi,■ }は COnfOrmal blockと 呼ばれる analyticな 関数を表していて、 higher

I=nusの Rielnann面 を考えるときには Rieinann面 を指定するparameterで ある moduli

[ararneterに も依存しています。

Conbrmd bbck; 乃 {4,■} ■・―  moduh parameters

このように correlation functionは h010morphicな confOrmal blockと anti― holomOrphic

t conformal blockの 積を適当に組み合わせて書けていて、その組合せの係数 JノJは

1lructure constantや 表現の次元で決まっている。c01lfOrmal blockの 簡単な例としては先

liどの characterがあげられます。

conformal ield theoryの もつ、このような構造の、一つの数学的な特徴づけを Fl・iedan―

Sbenkerが与えました。それを以下に述べます。conformal b10ckはすべて線形の微分方

程式に従っています。今 mOdular変換や、座標変換を考えたときにこれらの変換のもと

で、confOrlllal blockが どの様に変換するのかを考えると、線形の微分方程式の間の変換

ですから、当然、線形に変換するはずです。その意味で conforIIlal blockは bttc spaceを

二oduli空間 {(4,■ )}と したときの一種の vector東 になっています。この vector東上に

,ま Hermitian metricと呼ばれる計量 皓Jが与えられていて、これを用いて、invariantな

量 (つ まり内積)をつくるのです。座標 4あ るいは moduli ηをずらすというのは、言い

■えると、energy mOmentum tensorの 作用によるconformal変換のことで、このもとで

ibreが どうずれるのか、ちゃんとわかっている。そういう意味で connectiOn(EM― tensOr)

が与えられています。かつ、その connectionは 閉じた代数 (ViraSOr。 代数 )を満たして

.ヽ ます。このような閉じた代数は実は lat cOllnectionに対応しているのですが、今の場

封まcentral extentionさ れているので、その分普通と違って prOjectively natと 呼びま

見を
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す。この cOnnectiOnを非常に大ざっばなana16gyでいうと、普通のgaugё 場ス,と gauge

pOtential yの関係式

スμ～
y~lall1/

にちょうどenergy ln。面entum tellsOrと partition fllnctiOnの間の関係式

fばり～Z4轟Z
力敏寸応している。この対応式からも enёrgy momentum tensorが ■at cOnnectionになっ

ているのが、想像つくでしょう。

5 Minilnal models

5。 l  Posibility of Solvable models

sOlvableな mOdelと いうのは cOrrelation functiOnが原理的には、すべて計算できる

という意味ですが、そのようなものの具体的な例として、どうぃうものが知られている

か、その結果を述べておきます。まず、unitary表現でm=3の場合を考えると

c=1_」 L_:

ここで、

とな り可能 な cOnfOrmal

lま neld の idelltincation

dilnensiOnは
１

一
２

１

一
１６

ほ3=

{1言 [1:
dimensiOnを 表にすると図 2の様になります。

があるので、この場合の degcnerate ieldと 、

ん(1,2)=ん (3,1)=

ん(2,1)=ん (2,2)=

i d1,z) = d(a,r)

i dp,g = dp,z1

(163)

(16→

minimal表 現で

その cOnformal
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図2:conformal grid c=ゥ

となります。実はこれが exactに解ける模型の一つである2次元 Ising modelの cOnformal

dinlellsionと 、ちょうど一致しています。これらはそれぞれ energy operatorと 呼ばれる

=ssentialに
は Boltzmalln weightを 決める energyと spin Operatorと 呼ばれる Order

parameterに対応しています。実際これらの operatorの次元は critical pointでの相関関

数の振舞いからわかっていて、(01lSager,I(adanor etal)

€ : energy operator (- o;o;+t)
o = spin operator (- or)

となり、holomorphicな confOrmal dinlensionが (2ん としているのは allti_h01omorphic

Partの寄与も足している)それぞれ先ほどあげた degenerate neldの 次元と一致している

ことが分かります。又、これらについて閉じた代数が成り立つことも示されていて次のよ

うになります。

Closed Operator Algebra { i, o, e }

f・ σ=lσ] r.6=[(l

(・ C=ifl (・ σ=lσl  σ・σ=ifl十 1(l

ここで、fは identity operator。 この例からわかるように Virttoro代数の構造だけから

導かれる性質が実際に知られている mOdelで確かに成り立っている。

これからもっと一般の Vil・ asoro代 数の表現に対応する mOdelが存在するのではないか

と予想されます。そこで今いったことを一般化して(すべての prilllary neldが dcgenerate

neldに なっている modelを 考えてみますと、無限4固の微分方程式が原理的には成りたっ

１

一

１

一
８

一一　

〓

ん
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２

―
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ているので、ほとんどの cOrrelation functionは 完全に決まっているだろうと予想されま

す。すなわち、この modelは ex“ tに解ける modelに 相当するはずです。後は具体的な

structure constantさ え計算すれば、すべての cOrrelation functiOnは 原理的には計算でき

るはずです。このような可能性の最も簡単な classの一つが nlinilnal modelで、以下この

場合に限つて話を進めます。(以下では表現の unitarityは仮定しません。)

Miniinal Models

c = 1-T

んr,9 =

1≦ r≦ p′ -1,

(rp― SP′ )2_(p_P′ )2
4pp'

1(s(p-1, p<p'

(165)

5.2  Methods(or Strategies)of expliCit cOnstruction

実際の構成にあたっていろいろな方法があるのでそれを簡単にまとめておきます。

● Solving ditterential equations

簡単な場合には実際に微分方程式を解くことが可能。

(P,P′ )=(3,4)一 Ising (BPZ)

(P,P′ )=(4,5)一→ Z3mOdel(Dotsenko)

しかし明らかに(P,ノ )が増えていくと、ひじょうに難かしくなって、実際には計算

できない。

Embedding the models into free neld theories(Cou10mb ga.s formalism)

Feigin―Fuchs construction or COulomb gas表示と呼ばれるもので fl・ ee neldの 理論

に埋め込むので一応なんでも計算できる。これは後で述べる様に微分方程式を積分

表示に直して解いていると見なすこともできます。COulomb gasと 言う言葉は■ee
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neldと して maslessの scalar場 を考えているからです。2次元 mttsless scalarの 二

点関数は logで与えられ、、これがちょうど二次元での Coulomb相 互作用をする系

の potelltialと 同じ形をしています。

Seeking for exactly solvable lattice statistical models corresponding to nlinilnal

CFT's

必ずしもcOnfOrmal不 変性がなくてもいいから、何か別の方法で exactに解ける

modelを考えてこれを critical pointに持つていつて CFTの結果と比較する。但

し、この場合解けるといっても全ての corrdation ilnctiOnが 求まると言うことはほ

とんどなくて、せいぜい■ee ellergyや 相関関数の単純な場合が計算できる程度で

す。代表的な mOdelと しては Ristricted Solid― On―Solld(RSOS)mOdelが あり、こ

れは minimal mOdelを 実際に含んでいます。

Coset construction(embedding into Kac― Moody algebra)

Kac― Moody代数を使って Virasoro代 数のいろいろな表現を cOset constructionで

書き表します。

レ缶j.蟹 Sび (2)Ⅳ x S1/1(2)1/Sy(2)Ⅳ +1

ハ「;  level of Kac― Moody algebra

C=畿 +1-W=1-
(Ⅳ +2)(Ⅳ +3)

この式は Kac‐ Moody algebraの central cllargeが cOset構成した後にminimal model

の central chargeに等しくなっていることを表していて、これで実際に作れそうだ

という感じは分かつてもらえると思います。ただ、こういう構成法では代数の表現

としては可能ですが、一般論として correlation functionの 計算に常に有用かどうか

は、まだ明らかではありません。
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6  Feigin― Fuchs construction of lniniFrlal rnodels

Scalar場 9の次のactionか ら出発します。

s=券ノα
2″√(∂の2+弊 /d2″√R9 (16o

第一項は PolよOv actionで 、第二項は二次元の scalar curvature Rに ■eld 9が linearに

coupleしている。これを■at spaceで考えて energy mOmentum tensorを 計算すると、

T″2 = ―
:∂
29∂29+Jα O∂:ψ

■, = 'α Oa∂ 2ψ

となります。ここで■,の右辺は lVeyl不変性の破れを意味しますが、これは actiOnの

中で Weyl不変ではない Rを含む項からきたものです。これに対して、Polyakov action

は Weyl不変だからこの項には寄与しない。 ところが本ゝ場合、運動方程式を使うと

写2=0

となります。運動方程式によって confOrmal不変性が一見回復するわけです。もちろん曲

がった空間では運動方程式を使っても zerOではなくて Rに比例する項が残ります。

Z″ ∝ ZαOR

しかし、これは traceに anomalyがあるようなものですから、前に述べた一般論の枠内

で議論することができます。またこの場合 al10malyと 言っても量子化してでてきたわけ

ではなくて classicalな 段階で既に入っているので、普通の意味での anomalyと は少し違

うことを注意しておきます。以下ではこのような energy momellttlm tensorが 与えられた

として標準的な方法で量子化し、collforHlal icld tllcolyと 、どの様に対応しているかを

調べます。

まず 9は essentialに free neldだから、その operator積 は

(16つ

(168)

9(Zl,″ 1)9(Z2,″ 2)～
~21n lzl― Z21 (169)
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となります。holomorphio partと anti_h010morphic partを 分離して

,(Z,2)=φ (Z)十 あ(2)

holomorphic partに ヌ寸しては、

《→=的―危Ohz十づ
llttZ~π      ←子:)

∂《z澤 ―づΣ απz~・
~1

交換関係は、operator積から

書き直すと、

φ(Zl)φ(22)～ ~ln(Zl― Z2)

となる。次に場をmOde展開します。

lα.,αml=ηδ.+m,。

1的 ,αol=j

となります。

Holomorphicな energy momentum tensor

Zz≡ T=―
::(∂
zφ)2:+づαO∂:φ

の OperatOr積 を計算すると、

(170)

(172)

(17o

但し、

c== 1-12α 8

となります。ここで、::は 、nOrIIlal orderingを 意味します。すなわち、anのマイナス

mOde(η <0)を プラス mode(η >0)の左に来るように並べます。central chargeの 1と

いうのが量子効果で-12α8が cla・SSicalな寄与です。
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これを用いて energy momentum tensorの mode展開式を求めると

T(Z)=】EL.Z~・
~2

ι7t  =  :た」:を。α・―たαた一αO(η 41)α .  (7L≠ 0)
ιo = ΣE α_laた +:α :― α000

となります。ここで actionに りの三階微分が linearに 入っていることに対応して

a“ の linearな termが入つています。

o Fock space F(α ,αO)

真空 (vЖuum)を次の様に定義する。

υacuttm=lυ (α ,αo))

απlυ (α ,αo))=0 2≧ 1

0olυ (α ,αo))=α lυ (α ,αo))

真空に生成演算子 α_.(η ≧1)を作用させて Fock space

(17→

ιnに

(170

(170

F(α,Oo)=①鷹O①,iCα_.1… 。α_.11υ (α ,αo)〉

を定義する。ここでαOは central chargeを決めるparameterで 、αはαOの固有値、す

なわち普通の iee neld theoryで言うとmOmentumに対応します。

また、Fに対してdualな 空間を F中 (α ,αo)と 書く。すなわち Fと F中 の要素は内積

を通して一対一に対応していて、次の関係式が成り立ちます。

ψl∈ F(α ,αo)  ψ2CF・ (α ,αo)

(ψ2,L“ψl)=(ι _.ψ2,ψl)=(31ψ 2,ψ l)
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この式をα.で読みかえると

{:|:]:II:1… 2αO(η

≠0)
となることがわかります。この式からわかるように *を とるとminus符号が現れます

が、Fock spaceの 定義はαれに対して普通にη>oが annihilatiOn Operatorで η<0が
creation operatorに しているので、αlで見るとこのマイナス符号は計量が正定値ではな

い、すなわち indeinite metricに なっていることを意味します。またαOの *を とる際に

定数だけ trallslateし なければならないということは backgrOund charge(or momentum)

が存在するということです。これらの事情をもう少し詳しく調べてみましょう。

o lndeinite metricに なっていることについて

α_nlυ (α ,αo))を考えると

(al.υ
・
(α,αo),α _.υ (α ,αO))=― (υ

Ⅲ
,α.α _.υ)=― η

従って nOrmが負になります。

o BackgrOund chargeが存在することについて

例えば次のようなmatrix elementを 考えると

η>1

〈υ
ホ
(α ,αo),α oυ (α ,αo))= α

= (αもυ・(α ,αo),υ (α ,αO))

,                 = ((― αo+2αO)υ
*(α
,αO),υ (α ,αo))

となる。従ってυ・ というduJ Fock vacuumの αO固有値は

αolυ
*(α
,αo))=(― α+2α O)lυ

*(α
,αo))

lυ

*(α
,αo))～ lυ (―α+2αO,αO))

59
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となります。すなわち

(17o
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となり、vacuum υとdual spaceの vacuumを 比べるとmomentumが 2α。ずれています。

もしこれがなければ単に運動量の保存則で,入って来るmomentumと 出ていくmOmentum

がちょうど等しくなっていることを意味しているだけです (一αになっている理由)。 ここ
で無理やりもとの vacuumと 同じmOmentuinを持つた vacuumを 用いて、ある operator

Kの真空期待値を計算したとすると、これが zerOに ならないためには Kが charge 2α。
を持つことが必要で、明らかにつぎの関係式を満たす必要があります。

(r(-o, os)lKlu(o, ail) * 0 only when I( has a charge 2as (17り

以上のことをまとめると Fock space F(α ,α。)と 、その dual space FⅢ (α ,αo)と の関係は

次のようになっています。

F*(o,oo) - r,(-o * 2os' o6) (180)

allα 12~・ αINlυ
*(α
,αo))～ (-1)Ⅳα_.lα _.2…・α~nNlυ (-2αO+α ,αO))    (181)

最後の式の (-1)Ⅳ は indeinite metricの ためです。

ですから、これからやる議論では普通の iee neld tlleoryで はなく、negative metric

を持つような理論です。なぜそうなるのかというと、minimal modelは 一般に unitary表

現である必要はなく、nOn― unitaryな 場合も含むので一般論としては必然的に indeinite

metricが入つて来るからです。

o Vertex operator(emmiSiOn of charge α at z)

これまで Virasoro operatorと 、その Fock表示を議論してきましたが、次に primary

neldが どの様に作られるかということが問題になります。free neldの場合にはいわゆる

vertex operatorと 呼ばれるものを使えばよくて、次式で定義します。

4(Z)=:ぎαα2):

= eiα
90 zα・OeαΣ■1≒し'c―αΣ■1午 Z~・ (182)

この vertex operatorと energy momentum tensorとのOperatOr積 を計算するとconfOrmal
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(183)

であることがわかります。

o Embedding of the ininillllal l■ odels

この理論の central chttgeと 、verte文 operatOrの cOnformal dimensionを minimal

mё delに一致するように parameter(α o,α)を決めてやります。すなわち

dimension i{

と置きます。ここで、

これらの式からαOと αを解くと

αO =

`Y.′
,.  ==

但し、

,==:(α
21 2ααO)

. 6(p - d)2c=L- -1-L2o,o2, (p<p')
pp'

一一
　

　

〓

ん (71′P― ηp′ )2_(p_p′ )2
=ん

"′
,.

d:-a*2as

(α++α _)

降―→α―+O―→α」

4PF)′

(18o

(185)

(186)

(187)

(tnt*kpt,n*kp: Qn',nt (k e Z)

:(α

2_2α
αO)二
:(a2_2aα O)

上
の

上
√

α+ = vl「 =V/1~C+V25-c
α― = ―√『==⊆玉≡「ラデf堅≡三二

です。さらにこの性質を使うと次のような symmetryがあることがわかります。
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α_"′ ,_"=―αれ′,れ +2α。 (189)

又、あとで重要な役割を果たすα=/b士 のときのvertex operatorを 考えます。こ
れはちょうど

ん=:(α
2_2α
αO)=1

を満たすようなαのことで、なぜこの場合が重要かというと、このときには少なくとも

locdに は vertex Operatorの zに関する積分が定義できるからです。つまりん=1から、
contour integralに対して densityの変換性をするので、g10balに見て表面積分が残るよ

うなことがなければ、積分が可能なわけです。積分可能という意味は、積分の pathを 連

続的に変形して値が変わらないということです。いいかえるとVirasOrO代 数と可換、

ということです。

以下 nOtationの約束として

4′r≡ LF,.

4≡ 場 。.

と置くことにします。

c lntegration in terms of 9(z,″
)

Minimal modelと 一致するように parameterを 決めたのですが、このように決めた

脚蘭凪eterに、どういう意味づけができるのか簡単にふれておきます。9を角度変数と考

えて、半径 Rの円周上にあると仮定します。角度変数だから一周した時には元に戻らな

くてはいけない。すなわち

9(Z,″)←→ 9(Z,″)+2πR

を同じ場と見なします。ψ=φ +φ をmode展開すると

(190)

μれ,/4!=/∂(Z"+14)=0

■一Ｚ
鶴
一
η
Σ
ロ

＋Ｚｎａ一的〓りヽ
φ
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《→=働―施oh″ +j忍争″
~・

19o,αd=L,ad=づ ⇒IT,⑩ +働l=― i

ですが、(190)式はzerO mOdeすなわち 90+価 が 27Rずれても波動関数に周期性があ

るという意味で、これを的 とαOの共役性を用いて表現すると最後の式からαOと aOの

固有値は次の形に制限されます。

αO‐十aO   r

2  ~瓦   r。
…integer

次に complex planeで zを原点の周りに一周したとします。あるいは cylinderの

Pictureで言うとcylinderを 一周して元に戻つたとします。そのときには元と同じ場にな

るわけですが、同じ場と言ったときの定義に円周の整数倍だけ不定性があるので、αOと

aOに対して

aO― 乙0=sR  s・ …integer

となればよい。いいかえるとαOと 動は

r  R
αO=瓦 +S7

r  R
αO=瓦 ~S,

という固有値を持たなくてはなりません。「 はmomentumに対応じsは ,いわゆるwinding

numberと呼ばれるものです。ここでこの式の Rを R=輌 α+と 選んでやるとαOの固
有値は

αO一αぼρ=湯 Kl―″》―+(1-η川
但し、

1-η ′=― r

l― η = s

となります。

結局 Feigin‐Fuchs constructionで minimal modelに するために特定の paraFneterの

選び方をしましたが、これは言い替えると、こういう特定の半径を持ったcircle上の場を
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考えているといってもいいわけです。こういう議論は string理論で torusや Orbifoldに

compact化 したときに、よくでてきます。

最後に付け加えておきますが、backgrOund chargeがどうして出てきたのかは、元の

actionか ら理解できます。元の actionに は ,の linear terlnと して

△/1=聖2/α2″ v●R9                  (191)

が含まれています。この項があるために作用はり→ 9+cOnstに対して不変ではありま

せん。すなわち

g ----+ p * const. :+ A/ -----* AA * iasy x (const.) (192)

χ = =T/α2″ντR

= Euler number

となります。このままでは circle上での translation不変性が壊れる、言い換えると運動

量保存則が成立しなくなるわけです。このずれを打ち消して初めて、nOn― zeroの matrix

elementが得られる。これを回復するには真空が backgrOund chargeを 持つと考えなけれ

ばならないわけです。結局、次のようになります。

Existance of background charge

↓

Anomaly with respect to translation

o Correlation functions

Energy momentum tensorも primary neldも 決まり、それらがすべて free ieldで書

けているので correlation functionの 計算はただちにできます。correlation functibnを 計

算するには結局 vertex operatorを いくつか掛けて真空期待値をとればいいわけです。そ

の時、次の性質

!鶴 4(Z)lυ (0,αo))=lυ (α ,αO))
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彙L(υ・(0,αO)14(z)Z2Ц
→
=(υ・(α ,αO)| (194)

から、異なる momentumに 対応する vacuumは vertex operatorを 使って互いに変換で

きるので、結局ある特定の momentum、 例えば zerO mOmentumを 持った真空から出発し

てvertex operatorを 何個か掛けたものの期待値をとる、という操作に必ず帰着できます。

Correlation fllnctionを Wickの定理を用いて実際に計算すると

(υ
・
(0,α o)IΠ 4.(4)lυ (0,α o))〒 Π(4-ぅ )'・

αグ
:=l                   i<」

(195)

(196)

(197)

となります。ここで charge conservationあ るいはmOmentum conservationか らΣLlα:=

0が必要になります。(195)式 の右辺はちょうど Cou10mb ga.sの energyに なっています。

ただ、ここで問題になるのは minimal lllodelに 制限してあるのでこのままでは charge

conservationが満たされないことです。この事情を見るのに

4=‰、"{:言 #ξ′二
1

のαの形を思い出すと次のようになっていますが、

9″ュ=湯 Kl―めα_+(1-→αJ
これを見て明らかなようにα土の係数は必ず0以下です。従って一般に、これらをいく

つか加えて zerOにすることはできません。そこでこの困難を取り除くためにscreening

operatorを導入します。これがbackgrOund chargeを 運ぶようにするのです。screening

operatorは 、先ほど述べた 4と いうVertex operOtorを 使って作ることができます。この
screening operatorを用いて minimal modelの vertex operator(SCreened vertex operator)

をあらためて次のように定義します。

嘲 →≡μ 剤 二
Ц →れ

Ё
寮 りも   岡

なぜ、このように定義するのかというと、もともとvertex Operatorは confOrmal dimcnsiOn

だけで決まっているので一般にはこのような operatorで あっていいからです。y.の積分
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が well―deinedで ある限り、それは哺 1(z)の conformal dimensionに 寄与しません。理

由は

μれ,/41=0 (199)

だからです。

ただ、このように積分すると一見 nOn_localに見えますが、積分はpathの連続変形に

依存しないので、そんなに悪いことをしているわけではない。

次にいくつかの必要な交換関係を計算しておきます。

μb協例=レ印携+婦ュlt・朝イ,ま→

hイI(zH=α″_2rtn―"嘔I(Z)

(200)

(201)

αOと の交換関係から分かるように 1イ,I(z)の chargeは正の方にずれています (sumxは

負のほうにずれているが )。 ですから、screened vertex operatorを いくつか混ぜて、この

chargeが変化するという性質をうまく使えば先ほど満たされなかった保存則 (Σ :α:=0)を

回復することができます。この vertex operatorを 用いて 1loll―zeroの correlatioll fullctioll

を計算することができます。具体的な計算については Dotsenko― Fateev(Nuclear Physics

B240('84)312;B251('85)691)を参照して下さい。ただ一言注意しておくと screening op―

eratOrの積分はそれが well― deinedに なるように積分路を適当に選ぶ必要があります。こ

の時の独立な積分路の数が、微分方程式として解いたときの独立な解の個数に相当してい

ます。

O“QuaSi‐ unitarity"

これで一応計算はできますが、少し考え直してみると本当にこれでいいのか疑間が生

じます。CFTの基本的な仮定はconfOrmal completenessです。すなわち primary stateが

あったら、そのdescendantだけで完全系が張れている。これがあったからこそdegenerate

表現が出てきたらそれをゼロと見なすことができて Greell fllllctionは 微分方程式を満たし

たのです。今の formalismで本当にそうなっているのかどうかは自明ではありません。つ

まり今、状態は negative metricを 含む Fock spaceで張られていますが、それが ViracsOrO

一
‐
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代数の既約表現と同等であることが保障されているかどうか ?

1=Σ αllα12…αl′ lυ (α ,αo))(-1ソ (υ *(α ,α。)lα.la.2…αη
{711,}

0

1= Σ ι_.lL_.2・・'L~Ⅲ lυ (α ,αo))θttm}(υ中(α ,αo)lιmlLm2・・・Lml
{nl,… }{ml,… }

単純にindexの数を比較して状態の個数を比べるというような議論は無限次元では使えま

せん。一応、analyticityを 満たすような cOrrelation functionで 、Riemann面上で適当な確

定特異点を持つようなものは、ほとんどuniqucに 決まりますからその意味で correlation

functionの計算結果は確かに正しい。しかしoperatorの levelで 、これがどのように置き

かわるのかは自明ではありません。この問題は■lderが BRST― likcな構造に基づいて、

その対応関係を明確にしました。詳しい内容は次節で扱うので、ここでは具体的な例をも

とに考えてみます。

いま charge zeroの Fock spaceの vacuumに ι_1を作用させると、恒等的に次式が

成り立つことがわかります。

ι_11υ (0,αo))=0

又、chargeが zerOな ら、この真空の cOnformal dimensionは zerOで 、その場合には Kac

公式から level lに null stateが 存在することが分かっています。ところが、ちょうど

ι_11υ (0,α O))が ntlll Stateを 作り出す操作で、これが恒等的に zeroに なってしまうとい

うのが上の結論です。このように恒等的に zeroに なるstateがあると明らかに

Fock sがaceの張る空間 ≠ Primary Stateを cOnfOrmal変 換して張られる空間

が成り立つ。それは同じlevel lに Fock spaceで は nOn― zeroの状態

l.e. α_11υ (0,α o))≠ 0

が存在するからです。このα_11υ (0,αo))は 五_1を使っては絶対に表せない stateで、確

かに Fock spaceの完全系とVirasOrO代 数を使ってできる conformal descendantの 空間
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は異なります。もし、こういう状態が cOrrelation fllnctionの計算に寄与したとすると、

もともとcFTの根本的な仮定としていた cOnfOrmal completenessを 破るわけで、何かこ

ういうことを起こさない mechanismが ないといけません。実はこれが BRST的な構造
のために、うまくいっているということを示すことができます。

BRST‐like structure of Feigin―Fuchs construction

o Construcion of null states by vertex operaters

Vertex operatorの うち、例えば y.の方だけをいくつかかけて、次のような operator

を作ります。

υ02)

この時、積分路を適当に取つて積分する必要がありますが、具体的には例えば図の様な積

分路を取ります。

この積分は一番外側にあるυOを 固定して置いて、それ以外の変数について先に行いま

Om=島 /4いの…・40m.)菖 dη
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す。例えばυm_1と いうのは zから出発して、又もとにもどってくる。するとend pOint

では singularityがあるのですが、point splittingの regularization(あ るいは、解析接続)

によってそれは適当に定義することにして well― dennedにできます。こうしておいて最後

にυO全体を一周させます。

この operttorは Virasoro代 数と可換ですから、任意の整数 kに対して

ILた ,Cm〕 =0 (203)

が成り立ちます。この性質を使って null stateを 直接 Fock spaceの 中に作り出すことが

できます。すなわち、

ですから、少なくともの
“
lυ (α ,αo))が ZerOに ならない限りnull stateの条件を満たしま

す。また、その cOnformal dimensionは

Lた9mlυ (α ,αo))= Omιヵlυ (α ,αo))

=:ぃ2_ね00Jに 匈》印 た≧0

ん=Ц%0=:い 2_%哺

o04)

(205)

となり、omの作用のもとで次元は不変であることがわかります。ただし、これは cOntOur

積分が well_deinedで あればの話で、先ほどの υ。以外の積分については pOint splitting

(あるいは、解析接続)で wen_deinedに したので、あとはυOの積分について well― deAned

にできればよい。そのためにはαを minilllal modelに 合わせるように決めた parameter

にとっておくと、うまくいくことが簡単に分かります。

A : Olnt,1n (206)

この mは 9れ をつくるときの y.の個数です。どういうことをやればいいかというと、

今節 を一周させますからυOを基準に取った他の変数υJも 、それに応じていっしょに回

転しなければならない。 Integrttilityと は要するに uniqunessですから

'ui "-'+ e2ni'ui
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と変化したときにomがもとに戻るような一価関数であればよい。この条件は実は charge
をα=αが,"と すると満たされます。

また直接計算することによって、次の性質が確かめられます。

偽 口喘 ハ 瑚
{軍 :写 配 :E罵 言;II

mの値が 1から (p-1)に制限してありますが、これはαm′ ,mの周期性を用いると必ず
この範囲に制限可能だからです。これからわかるように、m′ く0に とれば、non_zerOの

null stateを Fock space内 に構成することができる。ですから、null stateを 作っても、

それが最初から zerOに なる場合もあるし、zeroでない場合もある。

それからのれはその constructionからわかるように chargeを νのα+772だけ持ってい

ます。

lao,9mi=νワα+77LOm

この性質を使うと次の重要な結果が得られます。まず

lυが,れ )警 lυ綺が,れ ,α O)〉 ∈島′,m

にの1を作用させるとαのdeinitiOnか ら

e^,,^* r,/i*o*: aat,-m

あるいは、

αoOmlυ m′ ,m)=α m′ ,_momlυπ′,π )

より、

Cmlυ m′ ,m)∈
=m′
,_れ

となることがわかる。すなわち Fock spaceで

Fm,,m‐9Ъ Fm′ ,_m

(207)

(208)

υO鋤

01の

という対応があります。
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さらに周期性を用いて

Fh′ ,_π =FP′ +m′ ,P―π                    (212)

とすると、(P-7Pり は再び 1から(p-1)に入ります。従って、この Fock spaccの 元に

op_口 をOperateするのは well_dennedで

Op-7■ Omlυ m′二)∈ fシ +m,,― P+m=E=′ ,m_2p (21o

が成り立つ。これから

F胤′,_れ
q生ぷき、′,れ _2p (214)

力`わかる。

実はこの operator oれ には nilpOtencyがあることが、直接計算あるいは、もっと一

般的な性質からも分かります。

9P_mOm=Oπ CP_m=0

この nilpotencyの帰結として、mappingの sequence

°Ъ f悦′,_m+2P tt Fm′ ,7nユЪ f悦′,_m彎

に次の性質があることがわかります。

(21つ

Ker om D Im Op― m

Ker op―m⊃ Imのm

となります。

この cmと いうoperatorは gauge理論の BRST operatorと よく似た性質をもってい

て physical operatorと可換です。実際、今の場合は vertex Operatorが physical operttor

ですから、交換関係

Om+1-2●-1琳竹(z)=θνワ鷲α+α /.o■ +・
-2r-1)ィ

r―
r_1(Z)Om
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を直接示すことができます。ただしphascの分だけ異なっているように見えますが、こ

れは operatorに phatseを 含めるように再定義すればいいわけですから、essentialで はあ

りません。また、その他の性質

lLた ,Oml=0

0為 =Om

91つ

010

をまとめておきます。

o Virasoro sub_1.odule structure of F猛 ′,m

これから問題にするのは confOrmal completenessです。それがどの様に表現されるの

かを調べます。具体例で見たように negat市 e indexを 持った VirasOro operatorを 状態に

作用させたときに、恒等的に zeroに なるような状態があつたら実はそれに対応して必ず

Virasoro operatorの 作用では書けない Fock spaceの状態が存在します。そこで Virasoro

operatorの descendantを作って、それがどういう時に Fock spaceの 中で恒等的に zerO

になるのか調べればよい。

ΣCIL― rlυ (α ,αo)〉 =0?
f

L_J=monomials of(L_lZ_2… ・) f={η }

いま一般に L.は Fock spaceの operatorで表現されていますから、必ずαれで書けるわ

けです。

L_rlυ (α ,αo))=Σ GJα―Jlυ (α ,αo))
J

Fock spaceの 完全性から、上の条件は G」 に固有値 zerOの 固有ベクトル cIが存在する

ことを意味する。

このような null vectorができるということは 、それを同じ levelの ところで ι.を

使って表せない状態が Fock spaceの 中にあるということを意味します。

このような事情があるために Fock spaceの 中で null stateを表すときには本当に zero

になる状態とFock spaceで は zeroに ならないけれども、null stateと して現れる状態を
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区別しなくてはなりません。このようなことを詳しく調べてやると図 3の ような構造が

わかります。

この図の意味を簡単に説明しましょう。まず、character公式のところでsingulaJl vector

の構造を議論するときに出てきた embedding pattern Sl,島 ….を書いて置きます。その

うちで、Fock spaceの なかで、VirasOro opcratorを 作用させて nOn zeroの状態ができる

ところはし,と 書いたところです。例えば Slは vacuum υO(So)か ら null stateを 作り出

す operatiOnに よって作り出されますが、これは、Lck spaceの 中で nOn zeroの vector

になっています。

しかしηと書いた状態は Fock spaceで直接 Virasoro operatorを 作用させてつくると、

実は恒等的に ze■oになってしまいます。ですから、この状態に相当する Verma module

に属さない Fock spaceの状態があるということです。ところがこの状態は、次のように商

空間をつくると、再び sillg11lar vcctorに なります。まず、しJと いうnull statcを higllcst

weight stateと して、sub_moduleを 作ります。それを Sュ 2′ ,2と書くことにします。υJと

いう状態はαれを使って書けている Fock spaceの elementで すが、これに Lれ を作用さ

せたら、zerOではない。というのは、この状態は null stateで はないからです。しかし、

明らかにしjでつくった sub moduleの中に入っています。

ιたυi∈ S鳥′,. (ん >0)

そこで、この sub―moduleを もとに、もとの Fock space」鴫′rの商空間を作ってやります。

すると、その商空間ではυl,υ_1と いった1大態は再び singular vectorに なります。このこ

との具体的な例は先ほど言った一番単純な例がそうです。

さらに後残っているぁ とか島 とかいつた

'大

態についてですが、これも次のような商

空間をつくると、やはりsillgular vcctorと みなすことができます。それは先ほどつくった

商空間二|ム を {η }によってつくられるsub module S二 1で割って新しい商空間二1を
つくってやります。その中でη は singular vectorと 考えていい。すなわちυ

`に
positive

なindexを もったVirasorO operatorを 作用させたら、Lたυ:cS二|)となりますが、そう

いうものは商空間の中で差し引いてありますから定義によって zcrOとみなしてよい。し

たがって singular vectorと みなせます。このようにして元の Virasoroの Verma module
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υo(So)

ヽ

+ ; action of Virasoro operator
Sc ; singular vector in Verma module
u; I non-vanishing singular vectors in Fock space

SFn,,n: submodule generated by {rr}
u; i Don-v&nishing singular vectors in the quotient

fll,)" = Fn,,nf SFn,,n, i.e.Lxu; € SFn,,n (k > 0)

S4l,l : submodule generated by {u;}
tu; ; singular vectors i, 4?,)" - rll)^1srllt,, L*w; e s4ll

/

咄
―
嘲
―
蝸
―
朔
―
嚇
―

朔
―

咄
―

耐
―

醐
―

咄
「

Note

図 3:The structure of si五gular vettors in Fock sptte
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で singular vectorに 対応する状態が Fock spaceの 中で分類されます。

最後に図の矢印についてですが、これはいま言つたことを図式で書いたもので Virasoro

operatOrの 作用によって状態がどう変化するかを示しています。たとえばη という状態

に positive indexを持った VirasOro operatorを 作用させると、それは υlか ら generate

される sub‐ moduleに入つていますから、失印はυlの方へ向きます。又、a:は υOから直

接 negativeの indexを持った VirasOrOの作用で得られるので図の矢印のようになる。他

も同様に行って、このような diagramが得られます。

o Mapping of singular vectors amang difFerent Fock spaces

先ほどchargeの異なるFock spaceは screclling chargeに相当する Operator Qで map

できるということを述べました。

L鳥 ′
,_れ+2p彎 鳥 ′ρム Fh′ ,_π 彎 .…

そこで Fock spaceの singular vectorが この mappingの もとで、どのように写されるかを

調べることができます。それを表したのが図4です。横に書いた矢印がQに よるmapping

です。実はこの矢印によって結ばれる singular vectorの cOnformal dimensionは 等しく

なっています。このことを例を挙げて見てみましょう。

今 υOと して Em′ ,_れ +2Pに入っている vacuumを 選ぶと先ほどの約束に従って、これは

二
"′
,_.t+2p― f悦′_P′ ,_“ +p

とidelltincationで きます。ここで 1≦ P71′ ≦ν
′-1ですからηプーρ′は負で

のP_mlυ .l′ _p′ ,_.l+p)≠ 0

となり、この conformal dimensionを 調べるとし1と 同じdimensionを持っていることが

わかります。だからこの vectorを し1と おいてよくて、実際 し1の持つべき性質を持っ

ています。なぜかというとのP_η l υOに positive indexを もった Virasoro operator ιれを

作用させると Lと Qは可換ですから、vacuulFlに直接作用して、これは zeroに なりま

す。したがつて確かに nllll vectorで す。そして 9p― mυoは JL′ ,mの 中の しl vectorと 同
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,_れ  ―――‐  =m′,m_2p~

1                       2
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図 4:
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じconformal dimensionを 持っていますから、υOは 21に mapさ れるということがわか

ります。

同じようにして例えばυO∈ Fm′mからυO c=m′ ,_れ へ mappingさ れることもわか

ります。このυ。はもともとsingular vectorではなくてquOtient space=駐 mで初めて
singular vectorと 見なせるものでした。これが実際にmappingさ れることを見てみましょ

う。υOは 島′,_れ に属しているわけですが、この Fock spaceの dualを とってやります。

(Fm′ ,-77t)*=F― ,711,22

そしてこの dual spaceに om=01を 作用させると先ほどと同じ理由で、これは nOn
zeroの vectorです。これが nOn zerOの vectorなので、必ずこれとdualな状態があるは

ずで、それをυOと 置くことにします。なぜこう置いていいかというとυO∈ Em′ ,mと 同

じcollfOrlllal dinlcllsionを 持っているからです。さて 2ブ0か ら?″0を決めたわけですが、こ

のυOが本来持つべき性質を確かに満たしているかどうか調べる必要があります。

いまom物 にpositiveな indexを持つ Virasoro operatorを 作用させると

ι
"0れ
υO≡ L.υO=0,(7ι >0)

となります。cmと Lれが可換であることを使うとι。物 はOmの kernelにあることがわか

ります。つまりのれでannihilateさ れる状態と言う意味ですが、実はconfOrmal dimension

を調べると、この状態は必ずυO∈ Jh′ ,_からVirttorO operatorの 作用で generateさ れる

状態に入っていることがわかります。なぜかというと、助 に対して pOsitiveな indexの

Virasoro operatorを 作用させたから、cOnforΠlal dimensiollは 下がりますが、物 より次

元が低いところには null vectorは ありません。1lull vectOrが なければ、必ず Fock space

の状態空間とVirasOrOの moduleの張る空間は同じです。したがって必ずυOに Virasoro

operatorを作用させたところに入っているはずで、これは tl10の定義そのものでした。と

いうのはυOは どういう意味で singularだ ったかというと、υOからできる Virasoroの

mOduleの中に入っていればこれは商空間では zerOと みなす。この定義にそのまま一致

してますから、これはυOそのものと考えていいわけです。このようにして図に書かれ

た mappingが説明されます。結局、υOと いう状態を除くと、上で述べたような 9及び

の
中
(=0)の作用と内積を通して 11lappingの 1)abができます。

ウ
‘
ウ
‘
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ここに現れた構造はgallge理論の BRST form」islnにおいて現われるものと非常によ

く似ています。その対応を見るのに、まず普通の Fadeev―Popov場を考えてみます。BRST

変換の元で gauge場は ghostに 、 anti―ghostは gauge nxing条件に変換されます。そし

て gauge場 とgauge nxillg条 件が、又、gllostと anti_g1lostが互いにdualな 関係になっ

ています。dualと いうことは、つまり内積が定義されているということです。先ほどの

図 4の構造は、ちょうどそうなっていて screening Operator Qで 結ばれるpairの うち左

にある stateを α,右にある stateを bと すると

"BRST Quartet"

α≦≧ b

α中ユ b* (9*=9)

010

92の

(221)

となります。ここでα
*,b*は dual spaceの元を表していますが、dual spaceですから当然

mappingの向きは逆になります。ですからこれは gauge理論における ghostと anti_ghost

のmappingと 内積の構造に対応しています。このようにBRST変換で結ばれる4つの組

を九後―小嶋に従って quartetと 呼ぶことにします。この quartetは unphysicalな 状態

ですからPIojcCtiOn operatorを 導入して、取り除く必要があります。すなわち physical

spЖeへの projectionを 考えたい。この時 quartetを prOjectionす る operatorは 次の形

になります。

lα )(α

*|+lb)(b*|=la)(b*|の 十のlα)(b*|={9,lα )(b*|} (222)

ここで、{,}は反交換関係を表わす。これからやることは、この projection operatorを 使っ

て physical spaceを取り出すことですが、その前に physical spaceと は何かを、今の場合

に考えてみます。もともとの出発点は Fock space E“ ′,mで Virttoroの descendantの張る

空間が completeに できるかどうかを問題にしていますが、Fock spaceの 中ではcomplete

になっていないことは確かです。そこで BRST chargeを導入してphydcal stateを BRST

operatorで annihilateされる状態として取り出すことを考えます。但し、annihilateさ れ

るものすべてが physiCal stateではなくて、何か別の状態を BRST変換してできたよう

な状態は BRST operatorの nilp6tencyのために、必ず Qで annihilateさ れますが、こ
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ういうものは physical stateと みなさない、あるいは zerOと 考えるのが BRST formalism

の基本的な仮定です。このことを式で表すためにghost numberを 導入します。

“ghost nuniber''Ofき、,Jm+2た′=NG

{;:Ll  l::三:|+1

なぜこのように決めるのかというとBRST chargeに よるmappingの sequence

°■   Em′ ,_π+2p 彎  =m′ ,.t 
ユЪ E"′ ,_れ  彎  Em′ ,π _2P

“ghost#"   -1        0       1        2

で Qの作用によって Fock spaceの chargeがずれていきますが、この chargeのずれを、

ghost numberに 対応づけられるからです。いま我々は Fock space」鴫′,mに興味がありま

すから二が,れ に pllysical state collditionで ある ghost numbor Oを 器signし ます。そし

てBRST chargeは ghOst数 を持っていますからQを作用させると、上に述べた定義に

従って Fock spaceの ghost数は変化して行きます。又、ghost numberの 定義によって、

次の関係式も成り立つことがわかります。

0(-1)Ⅳ
C=―
(-1)Ⅳ
C0

o“physical''state condition lビ p

結局 pllySical stateの 条件は ghost numberが zerOの ところを取り出して、かつ BRS

opcratorを 作用させたら zcrOに なる statcを取り出すこと、さらに別の状態をBRS変

換した形に書ける状態を足しても、元と同じ状態と見なすことです。

``physical''state condition

」Vclψ)=0
01ψ)=01ψ )～ lψ)+01A)       (223)

if  NG≠ O  Kero=IIno
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t Ho : KerQ lImQ

= V-,- (irreducible Verma module) 92→

図4か らわかるように、ghost nuinberが zeroでない状態で、Qで annihilateさ れる状

態は必ず Qの imageに なっています。つまりυO∈ fL′ ,mの ように孤立した状態は存在せ

ず、Qで annihilateされる状態はすべてQの ilnageに なっているのです。従って ,Vc≠ 0

ならKero=ImOで す。しかしghost numberが zerOの ところではυ。というstateが

存在して、これは cmの imageに なっていませんから、この時には

Kero D Imo

となっています。そして physical stateは imageの部分を落とすということですから

πP=Kero/1m0

となります。

ところがこれはちょうど、今の構造があるためにVirttorOの既約な bヽrma module

2,1′ ,mと 一対―に対応がついています。

πp αソγが,m

つまり元の Verma moduleで submoduleを落とすということが BRSTの physical cOndi―

tionで υOだけを残してあとの状態を落とすということに対応している。υOか らできる既

約な submOduleが VirttorOの既約な 1110dulcに対応しているので、後はこのことを使っ

て conformal completenessを 証明すればよい。そのためには BRST不変性によってπp

の状態だけが中間状態に寄与する、ということが言えればいいわけです。そこで vertex

operator Oの 真空期待値を、例えば tree近似で計算してみます。そして次に 0の間に
physical stateへの projection operatorを insertionし たものを計算して、前と結果が変

わらなければ中間状態に寄与するのが %Pの状態だけですからc01lformal colnpletenessが

満たされることがわかります。すなわち

(ui,,*lO {)zlu ̂ ,,*) = (ui.,,*lO rP O 2la ^,,^) : quaslunitarity
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where

2=1-{9,β }=projection operator onto ttp

β =Σ lα )(b十 1

が成り立てばよい。これが実際に成り立っていることは容易にわかります。つまり先ほど

言つたようにprojectiO1l operatorは BRST quartetsを 落とせばよいわけですから、上の

ように与えられ、これを真空期待値の中に代入するとQと phySiCal operatorの可換性か

らQは vacuurn lυ m′ ,れ )に直接かかります。今 ,7プ は正ですからQで vacuumは annillilate

されて、結局 {9,β }は寄与せず、2を insertionしていない、naiveに Fock spaceで計

算した真空期待値と一致します。したがって中間状態として寄与するのは、projectionさ

れたπPの stateだけで conformal completenessが 確かに成り立っていることがわかり

ます。

又、例えば loop振幅を作りだそうと思うとtraceの operationが入つてきますが、そ

の際、そのまま単純にtraceを とると明らかに Fock spaceの 状態がすべて寄与してしま

う。それでどうしたらいいかというと、これは普通の場の理論の手続きと同じで次のよう

にすれば良いことがわかります。

ЪL′,m{0}=■ L′ ,m2ο

=T碑鷺,,m2(~1ソ鮨0

=Trら,,m(1~{C,B})(-1)恥 0

=Tr(-1)恥 O i Fadeev― Popov procedure υ20

(・ {9,3}(-1)Ⅳ
Cο =ЪOB(-1)恥 0-TrB(_1)ⅣC09=0)

これはどういうことかというと、まず physical stateへ projectionす る必要があるために

2を insertionします。さらにphysical stateは ghOst numberが zeroなので (-1)恥 を入

れて差し支えない。するとあとは traceの計算で最後の式が得られます。これはまさに普通

のFadcev‐ Popovの手続きです。つまりphysicalな振幅を出そうと思ったらghost number

の分だけ統計性を変えて g110stについても全部積分しなさいということです。unphysical

なmOdeも 全部加えるとそれらの相殺が起こって physicalな 振幅が得られるというのが
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Fdeev‐ Popovの手続きです。character公式はまさにこれの具体的な例になっています。

つまりVirasoroの sub modllleを プラス、マイナスと加えていって既約な mOduleをつ

くりましたが、ちょうど今でてきた (-1)NCがこのプラス、マイナス に相当していて、

pllysical operttor Oが θ27●■0に相当していることが、すぐに確かめられます (なぜなら

c2,7ιOは Qと 可換だから)。 もちろん他の全ての correlation functionも こうやって計算

できます。

結局、最初は Feigin― Fuchsの constructionにおいて conformal completenessが 満た

されているどうか、あまりはっきりしなかったわけですが、BRST的な構造のおかげで、

成り立っているということがわかりました。ただ、今の議論はちょっと、ad_hocです。だ

れでもすぐ疑間になるように、何か対称性のようなものが背後に隠されていて、こうい

う構造になっているのかどうか、つまり重要な問題は今の BRST structureに何か幾何学

的な意味付けが与えられるのか、ということです。もし、そういうことが言えたら、もっ

と一般のmodelに ついてどういう風に議論したらいいのかということがわかるはずです。

おそらく、これは量子群とか無限個の保存則が存在するということと関係していることは

まちがいないと思います。ただ具体的にどういうことかわかっていませんが、それを深く

理解できれば、多分、自然にこういう構造を出せると思います。
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Further strategies

さらに、一般の modelを どの様に作るか、ということが問題になりますが、いろいろ

な方向の一般化がなされています。ここでは、そのようなことをするときの、strategies

として、どんなものがあるか簡単にまとめてみます。

一つは、OperttOr product expansionが閉じていること、別の言葉でいうと、duality。

あるいは、単純な dualityそ のものではないですが、modular不変性。この二つは sewing

procetureと いう言葉で、統一的に理解されるものです。これらを cOnstraintと して理

論を制限する。COnformal neld tlleoryの 特徴は、ho10Ⅱ10rphic partと 祖ti_h01omorphic

Partを独立に扱えて、physicalな correlation functionは 必ず conformal blockの組合せ

でかけるということでした。

ΣdIJ乃 {4,η }島 {り ,η} 1乃 {4,■}COnbrma bbck
′,J

このことがあったので Friedan‐ Shenkerの ような数学的な見方ができたわけです。そこで

も、議論になったように、conformal b10ckの basisの取り方には、任意性があります。こ

れはベクトルバンドルの basお のとり方の任意性です。同じRicinann面 をあらわすにし

ても、mOdular変換の自由度があり、mOdular paralneterの取り方は、uniqucで はない。

違ったものは、お互いに線形な関係で結ばれている。physicalな振幅はそれに依存しない

で uniqueに 定義されるべきです。

String的な描像では普通の Feynman graphの ように、基本となる3点関数の様なもの

をくっつけていって振幅を作りますが、その時、つなぎ方 (sewing prOcedure)に 依らない

で理論が定義できるということが dualityと か mOdular不変性の要求です。duality変換

と言うのは essentialに は operatOr積 の associativityで すし、mOdular変換は、essential

に nontrivialな cycleにおける Dehn twistと 呼ばれるものです。
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RiemaIIn面の一部に二つ vertexが insertさ れているところを図 5の左側で表してい

るとすると、点線が、ちょうど左右の vertexの sewingに対応する:operator prOduct

の考えによると、φ:と IJ・ の積を別の primary neldの cOnformal familyで展開できる。

それを行なうと、図5の様に書ける。sewingを 見ると今度は、上下につないでいる。同

じ振幅が二通りに見れるもこれが昔から知られているduality不変性です。

-

図 5:duality
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Conformal blockは これらの変換のもとで線形に変換することが期待されます。con_

formal blockは 線形な微分方程式を満たす。従って、duality変換や mOdular変換から出て

くる consistency conditionを 満たす必要がある。例として有名なのは Pentagon identity

(図 6)と 呼ばれるもので、3本足の cOrrelation functionを 考えます。2,3の足に注目し

て duality変換する、2と 3が fusiOnして次の (b)になる。この新しい足と 1の足をさ

らに fusionして (c)o一方、先に 1,2を fusiOnして、さらに 3と fusiOnす ると (e)。 と

ころが、2,3を さらに fusionすると実は、(c)と 同じになる。すなわち道筋は違うが結果

は同じになっている。このような consistency、 一種の discrete群の integrabilityの よう

な条件を満たす必要があるわけです。

lil/

(ご )

(a) ＼n血上

EI 6: Pentagon identity
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Modular変換については、tOrusで は平面上で図 7のような平行四辺形を取り出して

対辺を identi取 することで書ける。ここで sewing procedureを 変えるというのは、例え

ば、対角線上で切り裂いてはじめに identiサ していた所をくっつける。これがいわゆるT

変換です。また、左下へ変換が S変換です。しかし、これらはもとはまったく同じもので

すから、結局 γと書いても一τ-1、 またはγ+1と 書いてもよいことになる:道筋を変え

て同じ結果に行き着くことが、やはり可能であり、ここで得られる。Onsistency condition

は例えば、

(sT)3=s2

というものです。これらの consistency conditionに よって confOrmal blockの性質がかな

り制限され、従って理論を制限することが考えられるわけです。

(ST)3:S2
/S

図 7:
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また、building blockと しての treeの vertexと 、lineを 張り合わせる traceの組合せ

が、この consistency conditionを 満たせば、自動的に任意の cOrrelttion functionに 対し

てどんなduality変換、mOdular変換をしてもその不変性は保証されます。例えば、図8に

あるように任意のgenusの closed surfaceに いくつ■eldが insertさ れていても、mOdular

変換を繰り返せば tree diagralnに tadpoleを いくつか付けたものになり、essentialに

は、 treeの意味での fusionに 伴うduality変換と 1 loopの modular変換の consistency

conditionが満たされていれば、ほぼ証明できるわけです。この証明は Moore―Seibergら

の論文で詳しく議論されています。

図 8:
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ただ、こういう道筋でどれくらい理論が制限できて、具体的にどういうmodelがどの

様に分類されるかということは、あまりまだやられていません。例えば、具体的にやられ

ているのは、minimal表現の枠内で mOdular不変な partition fllnctionをすべて分類す

ることです。genus lの torusの場合、有名な ADE cla.ssincationで 、なぜかわからない

けど、Lie代数の分類をするときの言葉を使って分類できます。 これに相当することを

もっと一般的に、genusを 高めて、minimal表現も仮定せずにできればいいわけです:期

待は、いくつかの constraintを 使ってすべての可能な理論を、少なくとも有限次元の理

論なら(confOrmal blockが inite)、 制限できるのではないかということです。が、まだ

実現はしていません。

さらに、いろいろな mOdelを もっと一般的な■ameworkで表すという試みがありま

す。一つは、Landau― Ginzberg typeの 記述で、Zalnolodchikovが minim」 mOdelや、も

う少し一般化したmOdelで も議論しているものです。例えば、central chargeが、次のよ

うな unitary minimal modelの 場合、

ちょうど、actiOnが、

ι=1-P(P+1) P13

ん=:cの2+“笏→

(226)

o2つ

であるような理論の critical pointに 対応すると予想されています。P=3の場合、c=:

で、これは Ising modelですが、その場合は nlasslessの φ
4理論の critical pointと い

うわけです。結局、適当な order prameterを 用意し、その potentialを うまく工夫する

ことによって、いろいろ違った理論を表わそうとする目論見です。ただ、実際にはこの

modelは解けないので、対応をつけるのは、間接的な方法に頼るしかない。いまのとこ

ろ、operator product expalltiollの 構造を見てやると、その中に、上の actionか ら・i3かれ

ると予想される運動方程式が含まれているということで対応づけてます。まだ厳密ではな

いですが、将来こういう方法で一つのまとまった、かなり多くの modelを 記述できる可

能性があります。とくに N=2の super conformal symmetryを もつ理論では有効に働
いているようです。というのは、このような ,ymmetryが 、pOtentialの形を強く制限す

るし、non― renOrmalization theorelnと いうものもあって potelltialを 使うことが有効なわ
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けです。また、Pが非常に大きいところでは、central chargeは 、1に近づいて、ほとん

ど■ee theoryに なる。そこでは、摂動展開ができて、違った Pの理論が繰り込み群で結

び付くことが、Zarn01odchikovに よって議論されています。

それから、他の approachと して、 Wittenの理論があります。これは、何をしよう

としているかというと、2+1次元の Chern―Simons理論の中に 2次元の理論を埋め込も

うというものです。どうしてそんなことができるかというと2+1次元でもこういうtype

の理論は物理的自由度が少ない、要するに topologicalな 自由度しかない。式で書けば、

/d3χ
Tr(/1∂ス +:ス 3)

↓

(みν)=0・ …latness

すなわち、運動方程式は leld strengthが zero、 つまり■atと いう条件が physical space

を決める構造になっている。この理論をHamilton formalismで議論してみると、Chern―

Simons理論の Hllbert空間は essentialに は、2次元 space上 での conformal ield theory

の conformal blockが作る空間に相当しているということが Wittenの主張です。すべて

の conformal ield theoryが 、Chern‐Simons理論に埋め込まれるというわけではありま

せんが、かなり多くの理論についてうまくいくことがわかっています。

B12

11

F~lΩ12F

Ω12

図 9:Braid group
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それから他にどんな考え方があるかというと、前のものに関係していますが、結び目

の理論、Braidの理論があります。これは、先ほどの duality変換の代わりに次のような

変換を考えます。島2を 1と 2の lineを 入れ換える変換をとすると、これは duality変

換と密接な関係があります。まず、図 9で 1,2の足を fusiOnすれば、vertexができる。

vertexで は 1,2の足の入れ換えは簡単にできるので、これをおこないます。そしてまた

fusionし直すと結局 1,2の lineを入れ換えたことになる。すなわちBraidの操作、(Braid

群の element)は、duality変換と

312=F~lΩ 12F

という関係力'つ くことになる。だから、duality変換の consistencyと Braid群 の consis―

23

β12 1       B12313B23=B23β
13312

2    3    1

31) | | |

図 1)Yang‐ Baxter方程式

tencyと は essentialに 同じことを表しているわけです。βは有名な Yang― Baxter方程式

を満たします。

312313323=323313B12

1    2    3

＼
 |||

l β12

3    2    1

111
ノ/′1323
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2,3に着目して入れ換えをして、次に 1,3を入れ換え、さらに 1,2を変換する。一方、

1,2に着目すれば 1,3に行って、2,3に行って同じ結果になる。これも積分可能条件に

なっています。この collsiStencyを 満たすような Braid群の表現を求めれば、その中に

conforlnal blockが入っていないとおかしい。したがって conformal blockの空間は Braid

群の表現空間になっているはずです。こういう考え方は、日本の土屋さん達が最初に提唱

しました。このような結び目理論の別の表示として conformal ield tlleoryを 理解できな

いかという目論見もあるわけです。ただ、こういうapproachも いろいろ関係しているわ

けですが、断片的で、一見偶然に見える形でそれらの関係がわかっているだけで、全体の

流れというか、理由というか、総合的な見方はできていません。だからこれからそういう

ものを作るのが一番大きな問題です。
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Meanings of CFT and prospects

最後に、結論として conformal neld theoryの意味と、string theoryに おいての意味

を考えてみます。conformal ield theoryと いうのは mass scaleの ない理論です。それは

stalldardな場の理論でいうとhigh ellergy behaviorを 記述するのに重要でした。

一方、統計物理的にみれば、むしろ large distanceの 現象、臨界現象を記述できます。

臨界現象には、modelがなんであろうとその large distancё の構造を見るとuniversalな

性質があつて、いろいろな違った nI()(lclの中にいろいろな llnivcrsalな clatssが存在する。

その同じclassの中では、みな同じ記述ができる。こういう統計物理学的な観点に立つと

conformal ield theoryは 、可能な 2次元、secOnd order(maASS SCaleが ないという意味で)

の臨界現象の universality classを modelに独立に分類しようとしていることになります。

つまりconfOrnlal ield theoryの pllilosopllyと いうのは Lagralgianと か actionを 仮

定せず:唯一 conformal不変性のみを仮定してやってきたのであって、まったくΠlodel

indepelldentな わけです。ですから、何か特定のモデルと対応づけようとすると内在的な方

法ではできない、やはりobservableを 見るしかない。それはもともとmOdelindependent

な方法をとっているからしょうがない。

統計物理的な見方では、なぜ universality classが でてくるのかということの一番基

本的な説明は WilsOnや Kadallofら が始めたくりこみ群の議論です。その立場で見たと

きcollformal ield tlleoryは どういうところを議論しているかを簡単にみておくことにし

ます。

図 11は くりこみ群の pictureに おける理論のつくる空間で、regularizationの 枠内で、

10calな場の理論 (統計系もすべてふくむ)と して可能なもの全体のなす空間とします。も

ちろん複雑な無限次元の空間になりますが、ここでは簡単に2次元で表します。

Wilson的なくりこみ群の考え方を用いると、こういう理論の空間にはある特別な sur_

fЖeがある。その一つは critical surfaceと いうもので、correlatioll lellgthが無限大、つ

まり理論の mass scaleが 0になっている surfaceです。ここでは、lineで書いておきま

す。この line上で、もしくりこみ群変換をしたら、correlation lengthがはじめから無限

大なら変換しても無限大ですから、くりこみ群の■owは lineにのっています。
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renormalized
traieEtory model II

ξ=1

ξ=10

ξ=100

ξ=1000

ξ=∞

F破ed pOint

6 :mesured in unit of lattice spacing

<- trajectory of block spin transformation

renormalized trajeCtory: renormalization group of continuous

field theory

Fixed point describes a universal critical behaviour
independently of models

図 11:

parameter space of
model I
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一方、一般にはまた非常に特定な点で、lxed pointと いうのがあります。食xed point

ではくりこみ群変換しても理論は不変ですからcOrrelation lengthは 無限大でなければい

けない。もし有限なら、くりこみ群変換で変わるはずですから、必ず critical surface上

に flxed poilltは 乗ってVヽ る。

一般の modelは どうかというと、この空間で何か適当なsurf∝ eを とって、理論の持つ

parameterを 動かしたときに理論がその上を動くようにする。違うmodelは違うsurface

で表される。その modelがどこかで critical behaviorを示すということは、mOdelに含ま

れる温度などの parameterを 変えていつたときに critical surfaceの 上に達するというこ

とで、そこで correlation lengthは 無限大になっている。図では、A,Bの点に対応する。

一般に critical surface以 外の点で、くりこみ群変換をすれば理論の形は変わって見え

ます。なぜならcorrelation lengthは 変わっているからです。いま、その correlation length

をregulaizationの cut ofを単位に計ったとします。それをξとして、ξ=一定の surfЖ e

を lineで模式的に書いておきます。critical lineは ξ無限大ですから、これから離れるに

従ってξは小さくなっていきます。もし最初の modelが Cにあったら、ここでくりこみ

群変換をすると、どんどん correlation lengthの 小さい方へ移っていく。くりこみ群変換は

block spin変 換の意味で言ってますから、理論をだんだん長い scJeの observalDleを使っ

て見直すわけです。もとと同じ理論を長い scaleで書き直して見ているので cOrrelation

lengthは短くみえます。

また、mOdelが どこから出発するかによっていろいろな動き方があります。ここで明

らかなことは、mOdelの lineが critical surfaceに近いほど、くりこみ変換したときに

critical surfaccの 近くにとどまっている時間が長いということです。ξが大きければ、く

りこみ変換しても相変わらず大きいわけです。したがって全体のくりこみの lowは だい

たい図のようになると予想がつく。

そうすると一般に■xed pointか ら何か別な、ある特徴的な lineがでることも予想さ

れる。その lineは、くりこみ変換の 10wを critical surfaceに 近づけていくとAxed pOint

から離れていく■Owが近づいていくlineです。くりこみを続けて行くと最終的にはξが

小さくなっていくのですから図の上の方へ逃げていく。でもcritictt surfaceに 近いところ

から出発すれば、critical surfaceの 近くにとどまる時間が長いからDのような lowが自
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然です。その極限的なものが、問題の lincです。これは renormalized trajectoryと 呼ば

れ、連続理論でのくりこみ群の 10wになっている。どうしてかというと、連続極限をとる

ということは cut Orに比べて十分に長い scalcで理論を見直すことですからξを大きく

しなければいけない。だからどんどんくりこみ変換をして scaleを dOwnさせ、physical

な scale、 例えばξが 1の ところの理論を見るわけです。その stepが長いほど連続理論

に近づきますから a,b,c,d,e,fと 行って最終的には renormalized trttectry上 の xが連

続理論を記述することになります。そうすると、完全に scale不変な confOrmal invariant

な理論というのは E,く りこみ変換しても不変な点に対応すると期待されるわけです。こ

ういう理論の場合は、もとの modelで critical surfaceに 近づいたときには Eの近くに達

するまでに無限の時間がかかるわけです。だからどんな n10delで もいいのですが、同じ

cHtical surfaceに ぶつかるような理論は、その critical pointに おける large scaleで のふ

るまいは Eで記述されるのです。

だからlxed pointご とにひとつひとつの違った universality classカサ寸応し、conformal

■eld theoryと いうのは、このような lxed pointが どのように存在するか、どのようなふ

るまいをするかを調べていることになります。統計物理の観点からconfOrmal neld theory

に期待することは lxed pointと してどういう種類のものがあり得るのか、confOrmal不

変性の仮定のもとで可能な critical bellavior力 'どれだけあるかを分類をしてくれると
いう

ことなわけです。また lxed pOintで の振舞いがわかれば、そのまわりの近傍もさらに詳

しく調べて行くことができると考えるわけです。

次に、string theoryか らいえば、どういう意味があるかを考えてみます。String theory

は Riemann surfaceに もとづいて理論を作っています。その Riemann surfaceがどういう

役割を果たしているかというと、Riemann面 は、普通の場の理論でのFeynman parameter

の作る空間に対応しています。今の string theoryは 摂動論ですから、ある新しい Feynman

ruleを構成する規則の集合になっている。普通の場の理論で摂動をするときは、振幅は、

Feynmall paralneter(ScllWinger parameter,propcr timeと もいう)で書く。そういうもの

の空間は普通の場の理論では 11lleに なっている。要するに Feynman diagramが lineで書

かれるわけで、vertexと propagatOrを 組み合わせてできる。そうするとgraphを 特徴づ

けるのは vertexを 結ぶ prOpagatorの長さになり、それがちょうどFeynman parameter
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です。

String theoryは prOpagatorと して lineでなくRiemann surfaceを 持ってきて、そ

の Riemann surfaceを特徴づける paranleter、 すなわち mOduli parameterを Feynman

paranleterの代わりとして考えるという一般化をしたといえます。だから string theory

というのは必然的に、Rielnallll surfaCe上 の場の理論を使って作る理論であり、Riemalln

surface上の場の理論は confOrlllal不変性がなければなりません。Riemann surfЖ oと い

うのはconfOrmal変換しても変わらないものです。

Riemann surfaceの moduli空 間の次元は、ちようど Feynman parameterの 次元と

同じになっています。100pの個数がちょうどgenusの個数に対応していて、punctureと

よばれる vertexを 入れたときの Riemalln面 の次元が ちょうど external lineを 入れた

ときの Rynman paranleterの空間の次元と一致している。この Rynman parameterの

次元の持つ物理的意味を考えてみます。Feyll11lall paralneterは 、物理的には parameter

が大きくなるところで、unitarityか ら要請される singularity(Landau singularity)を 示

す。当然 string theoryも S matrixを 作る理論でありunitarityを満たすべきです。従っ

て Feynman parameterか ら出てくる ullitarity sillgularityと 同じ構造の singulctrityを も

つべきです。それを自然に出しているのが、同じ次元を持つ mOduli parameterで、無限

大の極限 (degenerate linlit,あ るいは nOntH宙alな cycleを “1)illcllinピ 'する limit)で は

unitarity singularityが 出るようになっているわけです。そういう意味で Rielnann surface

は特別の役割を果していることになります。Riemanll面 でないものを考えたら unitarity

がなかなかうまくいかないことが予想されます。例えば lllembraneな どを考える model

もありますが、上の意味で unitaHtyを 保証することは大変難かしそうです。

このような対応があることがわかれば、strillg tlleoryに は 11loduli空 間上の積分が必

然的に入ってくることになります。だからconfOrmal neld tlleoryと string theOry・ の結び

付きとして重要なことは、1110(luliについての可積分性です。intcgral)Hityと はそういう

意味で、積分が consistentに おこなわれるということが大切な条件です。

このことができるためには、まず confornlal anomalyが打ち消されていないといけな

い。なぜかと言うと、積分を行うときにはいろんなpatchを 張り合わせていくわけですが、

そのpatchを張り合わせる時の parametcrと して mOduli parameterが 出てくる。そして、
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違った道筋にそって積分した時に同じ結果を与えないといけない。Confornlal anomalyが

あるということは、あるいは celltral cllargeが あるということは confOrinal変換が道筋

によって違ったものになるということです。Celltral extcnsionと いうのは有限変換で言

うと、こういうことを意味します。ですから、mOduli parameterを 変えて行ってもとに

戻ったとき、その道筋によって phaseがあらわれて積分可能でなくなってしまうのです。

また、それに関連して globalな anOmalyも あってはいけない。dualityと か mOdular不

変性も満たさなくてはいけない。

さらに重要なことは、この integrabilityの ために stringの physicalな mOdeは cOn‐

formal dimensiOnが (ん ,乃)=(1,1)の ものに限られます。conformal■ eld theoryで はなん

でもよかったのですが、string thcoryでは pllysical modeは (1,1)でないといけない。そ

うでないと、積分できない。さきほどののというoperatorも 次元が 1だから積分できた

のです。この中に必ず、grⅣitonが入っている。ここで gravitonと いうのは、confOrmal

neld theoryを 埋め込んだ target spaceを 時空と見立てたときに、その時空を無限小だけ

deformす る Operatorで す。要するに時空の nletricの ■uctuatiOnで す。

結局まとめると、integrableな confOrlnal icld tlleoryがあれば、それからstring theory

の Feynman rule力 '作れると
いう意味で conformal ield theoryが 現在のところ string

theoryに とって非常に重要だということです。

Conformal不変性が、string theoryに おいてどういう役割を果しているかというと、二

つあります。一つは、もしconformal変換を系全体の conforlnal変換の generatorを使っ

て書いたとすると、実は target spaceでの gauge変換をgenerateするgelleratorに なって

います。すなわち、なにか一つ highest weight stateがあつてそれに negativeな indexを

持つ Vira.soro operatorを 作用させて descaldalltを作ったとすると、これは必ず physical

な mOdeからdecOupleし ます。何故かというと、理論に入っている pllysical operatorは

すべて積分されたものであり、negative indexの ViraAsor0 0peratorと 可換だからです。で

すからこういうoperatorは 中間状態には寄与しないわけです。すなわち gauge mOdeだ

ということです。string theoryで はこのように unphysical modeを 作るのに conformal

synlmetryが使われるのであって、confOrinal ield theOryで spectrumを 生成するという

使い方と対照的です。そうするとstring theoryで一番問題になるのはghostがすべて今

Soryushiron Kenkyu



のような unphysical modeに押し込められていて unitaryな理論になるかということで、

これが nO― ghOst theoremです。

それでは、いままで conformal leld theoryでやってきたような立場は string theory

では意味がないかというと、そうではなくて例えば、 string theoryの totalの Virasoro

operator力
'、

L『
ι
=L`:α
t+Σ
EL:

というように、nat spaceの (例えば、4次元 MinkOwski spaceの )ViraSOr。 。peratorと 、

それに対して独立に compact化 された空間の (例 えば、torusと か Calabi―Yau manifold,

Orbifoldな ど可能な内部空間の)VirttOr。 。peratorと の和で書ける場合、すなわち群の空間

としては積の構造をしているようなprOduct modelの 場合には、再び spectrulll generatillg

algebraと しての役割を果たします。どうしてかというと、今言った、次元が 1と いうの

は totalな ものについて言えるのであって physical stateの 条件は

ん=1  →  ιFtレんνS)=レんνS〉

となります。L♂・
1の
spectrul11を計算しようとすれば上の関係を使って Lも の spectrulll

がわかればよい。それは cOmpact化 された部分が conformal leld theoryの 公理を満たす

様な理論から作られていれば全部 Virttoroの descendantで出来てしまうわけです。だか

らこのような modelを使って内部空間の modelを作り得るわけで、その時にいままで議

論してきたような confOrmal icld theoryの 立場が非常に役にたつのです。この時には使

い方が少し違うことに注意してください。こういうことを典型的にやっているのが、いわ

ゆる Gepnerの constructionです。

最後にもっと深く考えたときにconformal symmetryが 果してどういう意味を string

theoryに おいて持つのか見てみます。integrableな confOrmal neld theoryの target space

(leld自 体が動いている空間)が、string theoryの space timeに対応しているわけですが、

統計物理的に考えるとconfOrmal leld theoryは universality classを記述しています。と

いうことは、同じconformal neld theoryに target spaceが いろいろ有り得るということ

です。
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例えば、Ising mOdelは 、一番単純には spinの up,downの 自由度をもつので target

spaceは 1と -1の値からなります。だから、時空が 1と -1の二つしかない、そういう

理論です。ところが一方、Landau‐ Ginzburgで記述しますとφ
4です。今度は、時空が何

かぼけてしまって、potentialで いうと図 12の ように、とる値が 1と -1か らずれてく

る。また、さらに同じものを Feigin‐ Fuchsで 書きました。Feigin‐ Fuchsと いうのは物理的

な見方をすると circle上 に compacti取 した mOdelに なっています。したがつて今度は、

時空は circleであるといっていいわけです。半径が R、 Rと いうのは√あ+でした。そ

ういうcircleで あるといっていい。一方さらに、これを coset spaceで見直すこともでき

る。coset spaceと いうのは何か、群の manifoldの商空間を適当に作ったものです。

こういうものは一見、全然違うものです。それが、全部同じuniversality classで同じ

conformal neld theoryな わけです。correlation functionの levelでみれば。ですから物

理量は全部同じになる。だから時空は何でもいいわけです。だけどこれを、critical point

で、すなわち large distanceで 平均化して見るためにすべて同じに見えるということで

す。こういうことを考えると、string theoryでは時空の short distanceの構造がどうなっ

- -

ising model @a model Feigin-fuchs

図 12:

ているかということは全然、意味がないといっていることになる。つまり時空の構造は模

型によって 1と -1と か、図の potentialの ようだったり、circleだつたりするのですが、

それを平均化してみれば、全部同じ理論になっていて、また、それだけが obseⅣ島leな

意味があるといっているわけです。confOrmal neld theoryを採用するのにはこういう意
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味があるのです。

それでは、そういうものと我々の現実の理論との対応はどこにあるかというと、いわ

ゆる Planck scaleで す。string theoryの長さの特徴付けというのは、唯一 Planck length

しかない。Planck lellgtllよ りはるかに長い scaleに行ったら、もちろん我々の普通の時

空の描像がとれるはずです。実際、くりこみ群の枠内で scalcがずっと大きいところでの

理論というのは、2次元の場の理論の普通の摂動論、いわゆるα
′
展開を使って調べるこ

とができて、そこではまさに target spaceは Rielllann幾何学的に記述できる、つまリー

般相対論になっていることはわかっています。普通の摂動論でのくりこみの appro∝hを

したり、S―matrixを直接計算してからα
′を 0にする極限をとったりして調べることがで

きる、そういう対応原理的なものがある。だけど Planck scaleの 近くまで行つたら時空

の構造を議論しても意味がないということを示唆している。従って、string theoryを 本

当に nOn― perturbativeに とらえるためには、今いったことを真剣に考えなければならな

いわけで、どういう枠組みでものごとを考えたらいいのかが問題なわけです。

僕自身の期待というか予想を少し言っておくことにします。cOnformal■ eld theoryと

いうのは integrableで あれば string theoryに なる。その場合、target spaceが 時空だと

言いました。しかしその時空の細かいことをいってもしかたない。large scaleで 見れば、

Riemann幾何学になっている。かつ、Planck scaleと いうのはまさに量子化して始めて

出てくる定数です。Planckがこれを発見して一番喜んだことは、Planck constalltがあれ

ば長さの単位を作れる、ということだったのです。つまり長さの単位は量子化して初めて

出てくる。だから、僕は Rielnann幾何学を自然に量子化したら、今はまだわからない量

子化の手続きがあって、本来の量子化をしたら、実は自然に 11ltcgrablcな confOrmal icld

theoryが でてくると期待しています。こういうことを結び付ける何か、量子化を特徴付

ける関係がいろいろあるはずです。一つとしては、時空の短い構造が見えなくなるある種

の不確定性原理、そういうものがあるはずです。そういうものをどう定式化するかが問題

であって、前から色々考えているわけです。上で言つたことをひとまとめに見るような見

方が将来できあがるのではないかというのが、ぼく自身の考えです。

この立場でいうと、universalityと いうのは、時空はどういうものであってもいいとい
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うのですから、ある意味でいえば、general cOttrianceと か equivalence principleの 一般

化になってる。general covarianceと いうのは 19世紀の物理学からすれば、革命的だっ

たわけです。つまり20世紀の初めでも慣性系が重要な役割を果していた。慣性系でない

ものを考えるのはあまり意味がないと思われていた。だけど Einsteinが言ったことは慣

性系でない座標系を使っても物理が同じように記述できるということで、これが general

covarianceで した。equivalence principleと いうのも加速度をもたせるということと重力

があることは同じであるという、一見違ったものを同一視することでした。そういう意味

での拡張だと思われます。universalityと いうのもいろいろな mOdelが全部同等であると

いっているのですから。これを general covarianceと いうべきか、equivalence principle

というべきかは知りませんが、全部、理論を同じように記述できるという非常に大きな対

称性があるということです。

こういうことが出来れば、たぶん将来、最終的には現在の量子論と幾何学というものが

完全に融合したような理論ができあがる、というのが一つの夢です。ですから、cOnformal

neld tlleoryは 非常に tcc111licalな 側面が強いのですが、実は物理的にも非常に重要な意

味を持っているに違いないと思われます。ですから、その内容を数学的な面からも物理的

な面からもいろいろ追求するということは今後も一番重要な課題の一つと考えています。
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