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概要

位相的場の理論 (topological quantum field theory; TQFT)は赤外固定点における場の理論であ
り，時空の計量によらない物理を記述する枠組みを与える．TQFTは数学的定式化に成功し
たクラスの場の理論であるという点もその特徴の一つである．その中でも 2+1次元のTQFT

は，低次元重力理論の模型や分数量子ホール効果を記述する理論として，素粒子理論・物性
物理の分野で広く研究されているだけでなく，低次元トポロジーの文脈でも大きな関心を持
たれている．ところが，時間反転対称性のある TQFTは，向き付け不可能な多様体上で理論
を考えることと等価であり，豊かな構造が知られている一方，未解決な問題も多く残されて
いる．本修士論文ではTQFTの基礎的事項から始まり，時間反転対称なTQFTの理解の現状
を外観した後，未だ成されていない向き付け不可能な多様体上の TQFTの構成への筆者の
考える展望を述べる．なお，特に断りがなければ 2 + 1次元のBosonicな TQFTを考えてい
るものとする．
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0 導入
位相的場の理論 (TQFT)は物理屋/数学屋の両者から興味を持たれる対象となっている．そ
こで，ここでは筆者の考える TQFTの概要とその応用を物理屋/数学屋の観点からそれぞれ
述べることにする．

0.1 物理屋にとっての位相的場の理論
我々物理屋にとっての TQFTとは一体どういった理論であるだろうか．まず物理的にどの
ように TQFTが現れるか説明した後，いくつか応用に触れる．

Figure 1: 低エネルギー極限における理論の分類

低エネルギー有効理論としての位相的場の理論 物理屋にとって，TQFTとは記述する物理
が時空の計量によらない場の量子論 (QFT)のことと言える．理論が時空のトポロジーのみ
に依存するQFTと言っても良い．そんな理論は制限が強すぎてつまらないと感じる読者も
いるかもしれないが，TQFTは低エネルギーにおける物理を記述する枠組みとして自然に現
れる．

TQFTは低エネルギー極限をとった先の赤外固定点 (IR fixed point)における物理を記述
する場の理論の一種である (図 1).理論を一つ指定してその低エネルギー極限 (長距離極限)

を取り，その元で赤外固定点があったとする．すでに極限をとっているのだから，そこで理
論のエネルギースケール (距離スケール)を多少変えたところで理論は不変である事が期待
される．実際，一般論として，そうした赤外固定点における場の理論は基底状態における質
量ギャップの有無で TQFTと共形場理論 (Conformal field theory; CFT)のいずれかに分類で
きる事が知られている．本修士論文では CFTについて深く扱わないが，大まかにいうと計
量には依存する (トポロジカルではない)が形を変えない変換 (共形変換)に対して不変な理
論と言え，TQFTと深い関係がある (2.2.2, A等を見よ．).
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以下では，TQFTの応用先をいくつか列挙していく．

量子重力理論 量子重力に TQFTが応用できる場合がある．古くから知られる例を一つ挙
げておこう [BBG98]．三次元の負の宇宙項をもつ重力理論は，三脚場 ea = eaµdx

µとスピン
接続 ωa = ωaµdx

µ を用いて

Sgrav =
1

8πG3

∫
d3x e (R + 2/`2) (0.1)

と書ける．ここで e = det(eaµ), Rはスピン接続から定まる曲率，`は AdS半径である．一
方，Lie代数 sl(2,R)の生成子 Ta を用いて

A =

(
ωa +

1

`
ea
)
Ta, Ā =

(
ωa − 1

`
ea
)
Ta (0.2)

という 2つのゲージ場を定義する．すると，これらを用いた Chern–Simons作用

SCS =
k

4π

∫
Tr

(
AdA+

2

3
A3

)
− k

4π

∫
Tr

(
ĀdĀ+

2

3
Ā 3

)
(0.3)

に，ねじれがない条件 dea+ εabc ω
bec = 0を課して整理し，k = `

4G3
とすることで上の重力作

用と一致する．ここで上で定義したChern–Simons理論は物理における TQFTの代表例であ
る．ここで時空に境界を考えると境界にはWess–Zumino–Witten模型と呼ばれる CFTが現
れ，Ads/CFT対応の例の一つとなっている．Chern–Simons理論とWess–Zumino–Witten模
型の対応については 2.2.2を見よ1.

分数量子ホール効果 TQFTは物性理論分野にも広く現れる．TQFTで記述できる最も広く
知られる現象は分数量子ホール効果である．まずホール効果とは低温，強磁場の二次元電子
系において電流の垂直方向に電場が生じる現象であり，その伝導度をホール伝導度という．
さらにこの系の基底状態にギャップがある時，この伝導度は量子化され量子ホール効果と呼
ばれる．その際，その量子化はある定数の整数倍となるが，実験系の試料の純度が特に高い
場合，電子間の相関が無視できなくなり，結果的に量子化がその分数倍となる．この現象を
分数量子ホール効果といい，その有効理論は Chern–Simons理論となる [ZHK88]. そうした
分数量子ホール効果にはボソンともフェルミオンとも異なるスピン統計性を持つエニオン
(anyon)が現れる．その詳細については 2.1.1及び 2.1.2を見よ．

アノマリー流入 現在，d次元時空におけるアノマリーは d+ 1次元の対称性に守られたト
ポロジカル相 (Symmetry-Protected topological phase; SPT相)により記述できると考えられて

1本修士論文では sl(2,R)は扱わないが本質的な議論に大差はないと考える．
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おり，その機構をアノマリー流入 (anomaly inflow)と言う．ここで SPT相とは基底状態が一
つだけ存在する，自明な質量ギャップを持つ TQFTのことである．SPT相は何らかの対称
性Gに関係した位相不変量で特徴付けられ，ギャップを閉じない限り異なる SPT相には移
る事ができない．そこで d + 1次元の境界付き時空の上で対称性Gで守られた SPT相を考
えよう．すると境界の外側の真空は自明な SPT相と見做せるため，間にある境界の上には
ギャップを閉じた d次元系が現れる事が分かる2．ここでGの背景場を導入すると一般には
境界上の理論はゲージ不変にならずアノマリーを持つが，バルクの SPT相も境界の存在に
よりアノマリーを持ち，それらが相殺しあうことで全体として整合的な理論を得る．これが
アノマリー流入の直感的説明である．従ってアノマリーについて知りたければ，SPT相に
ついて調べればよく，さまざまな代数的手法を用いてその分類が研究されている．詳しく
は 3.4.3を見よ．

一般化対称性 近年対称性の概念が大幅に拡張されつつある．これは従来の対称性演算子
が余次元 1の位相的欠陥演算子 (topological defect operator)となることから，より一般に余
次元 pの位相的欠陥演算子を含むように対称性の概念を拡張しようという試みである．そう
した対称性を一般に高次対称性 (higher form symmetry)と呼び，余次元 pの位相的欠陥演算
子に対応する対称性を p-form対称性と呼ぶ．その考えに立つと群演算は位相的欠陥演算子
の融合で記述する方が自然に感じてくるだろう．そうして対称性の概念は必ずしも群として
の逆元を持たない非可逆対称性 (noninvertible symmetry)に拡張する．そうした拡張された
対称性たちを総称して一般化対称性 (generalized symmetry)と呼ぶ．こうした拡張された対
称性を統一的に扱う方法として Sym TFTという手法がある．Sym TFTとはざっくり言えば
d次元系の一般化対称性は，d + 1次元の TQFTとそのトポロジカル境界条件上の演算子の
組により実現できるという概念である (e.g. [ABGE+21, FMT22])．ここでトポロジカル境界
条件とは，トポロジーを変えない範囲で自由に動かす事ができる境界のことである．詳しく
は 4.1.1を見よ．
実際，2次元系のWess–Zumino–Witten模型における非可逆対称性演算子の一種である

Verlinde lineは，3次元系のChern–Simons理論のWilson lineとして実現できる [Wit89]．本
修士論文ではこの概念について詳細は追わないが，TQFTの理解がこうした近年進展してい
る一般化対称性の理解につながることは言うまでもないだろう．

0.2 数学屋にとっての位相的場の理論
それでは数学屋にとっての TQFTとは一体なんなのだろう．筆者は物理屋であるため語弊
を生む恐れもあるが，その知識の範囲で数学屋にとっての TQFTがどういったものである
かとその応用に触れよう．

2物体内部が絶縁体だが境界上には電気を通すトポロジカル絶縁体を思い出すと良い．
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対称モノイダル関手としての位相的場の理論 d次元のTQFTは次のように定義する事がで
きる (詳細は 1.1.1を見よ):

Z : BordHd−1,d → VectC. (0.4)

すなわち，TQFTとは何か，と聞かれればボルディズム圏からベクトル空間の圏への対称モ
ノイダル関手である，と答えれば良い．本修士論文で扱うReshetikhin–Turaev TQFTであっ
たり，そのアノマリーを記述すると考えられている Crane–Yetter TQFTであったり，格子
模型と相性の良い Turaev–Viro TQFTであったりと，そうした TQFTの定義を満たす関手に
もいろいろな構成が知られている．と言ってもこの定義は実は完全ではなく，どういった
TQFTを記述したいかによって定義を拡張する必要がある．例えば，我々の議論したいエニ
オンを含むような 2 + 1次元の TQFTを記述するにはモジュラーテンソル圏の情報も加えて
定義する必要がある (脚注 6を見よ.).

さらに観察すると，その定義からこの枠組みでは境界付きの空間の時間発展は考える事
ができない事が分かる (ボルディズム圏の対象は空間を表す閉 d− 1次元多様体であり，射
は時間発展を表す d次元のボルディズムである．)．現在,最も完全と考えられている記述は
充満に拡張された位相的場の理論 (fully extended TQFT)である．この枠組みでは∞–圏と呼
ばれる道具を用いて，境界付きの空間や d− 2, d− 3, · · ·次元多様体のみならず，そうした部
分多様体にサポートを持つ作用素も自然に記述できる [Lur09]．本修士論文ではそうしたト
ピックは扱わないが，いずれにせよ TQFTは多様体の不変量といったトポロジー的分野と，
圏論といった代数的分野に大きくまたがり，それそのものがリッチな研究分野と言える．そ
れでは TQFTの応用先をいくつか見ていこう．

量子トポロジー 量子トポロジーと言ったとき何を指しているか曖昧である事が多いが，筆
者には結び目理論や低次元トポロジーの中で量子群と関係したもののことを指している事
が多いように感じる．量子群とは Lie代数のある意味での量子化のことである (すなわち群
ではない．具体例は脚注 19を見よ．)．さて，量子トポロジーにおける古くから知られる結
び目不変量としては Jones多項式が挙げられる．Jones多項式は Uq(sl2(C))の表現論を用い
て構成できる不変量であるが，Wittenはこの量を Chern–Simons理論のWilson loopの期待
値として再現することに成功した [Wit89]. ここで物理的にはChern–Simons理論は結び目の
不変量だけでなく時空多様体に対する不変量も与えるため，対応して三次元多様体の不変
量の存在が示唆された．実際その２年後にはそうした量子不変量の構成，さらにその TQFT

への拡張3にも成功しており，数学と物理の相互作用の最たるものとも言える [RT91]．ここ
で定義されたものをReshetikhin–Turaev不変量，及びReshetikhin–Turaev TQFTと呼び，本
修士論文で扱うものである．その具体的構成のスケッチについては 5を見よ．

3この TQFTは Chern–Simons理論の数学的定式化であると理解されているが，この不変量は組み合わせ論
的に構成したものであり，経路積分を用いて厳密に定義したものではないことに注意．
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ゲージ理論 TQFTはゲージ理論にも応用されている．ここでゲージ理論と言ったときは，
物理に由来する偏微分方程式から四次元多様体の不変量を構成してエキゾチック構造を判定
する類の分野を指すこととする．四次元多様体には同相であるが微分同相ではないような組
が多く存在し，そうしたもの同士をエキゾチックであると表現する．そうした違いを判定す
るのに例えば物理に由来する Seiberg–Witten不変量が使われるが，数学的には四次元多様体
に対して定義された偏微分方程式の解の個数を数えることに他ならず，非常な困難が伴う．
一方で，この不変量は TQFTへの拡張が部分的4に成功している (e.g. [Don02]を見よ．)．す
ると四次元多様体の不変量を，より計算しやすい二つの境界付き多様体に分解してその内
積として計算できる事が示唆される (内積は共通の境界における貼り合わせとして定義され
る 1.1.2.).このように TQFTを利用することで，複雑な計算を簡略化できる場合がある．

関手的場の理論 この話は数学屋にとっての応用先の一つとは呼べないかもしれないが，深
く関連する話題としてここで触れておこう．上で見たように位相的場の理論は (どの程度の
構造を要求するかにも依存するが)数学的に関手として定義を与えることに成功している．
このような定式化ができる場の理論のクラスを広げたいと考えるのは自然であろう．例え
ば位相的であるという条件を緩めて共形構造を要求すれば，共形場理論を記述できるある
種の関手が与えられることが期待され，ある程度まで成功していると言える [Seg88]．この
ように経路積分形式の場の理論を関手として実現しようとするアプローチを関手的場の理
論 (functorial quantum field theory)と呼び，その代表例が TQFTという事ができる．そうし
た意味で TQFTから広がりを見せる研究分野であるため応用先の一つとしてここに記した．

0.3 時間反転対称な位相的場の理論
さて，本修士論文で特に扱うのは時間反転対称なTQFTである．これは向き付け不可能な多
様体上における TQFTと言っても良い．その主張の意味と根拠については 3.1を見よ．ここ
では時間反転対称な TQFTを物理屋/数学屋のそれぞれの視点から簡潔に導入する．

物理屋視点 二つのゲージ場A1, A2を持つU(1)2 Chern–Simons理論を具体例に，時間反転
対称な位相的場の理論がどういった理論であるかを解説しよう (詳細は 3.3.3). U(1)2 Chern–

Simons理論の作用は次式で与えられる:

S =
1

4π

∫
M3

KIJAI ∧ dAJ =
1

4π

∫
M3

(
A1, A2

)0 2

2 0


dA1

dA2

 . (0.5)

4全ての多様体を含むような構成にはなっていない．
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ここで時間反転を考えると時空の向きが反転するため

S =
1

4π

∫
−M3

(
A1, A2

)0 2

2 0


dA1

dA2

 =
1

4π

∫
M3

−
(
A1, A2

)0 2

2 0


dA1

dA2

 (0.6)

となる．ただし，多様体の向きの反転を−M3と書いた．ここで T =

 0 1

−1 0

とすると
TTKT = −K (0.7)

が成り立ち，作用は次のように書き直せる:

S =
1

4π

∫
M3

−
(
A1, A2

)0 2

2 0


dA1

dA2


=

1

4π

∫
M3

(
A1, A2

)0 −1

1 0


0 2

2 0


 0 1

−1 0


dA1

dA2


=

1

4π

∫
M3

(
A2,−A1

)0 2

2 0


 dA2

−dA1

 .

(0.8)

これは，時間反転に伴ってゲージ場の組に (A1, A2) 7→ (A2,−A1)という作用が入ったこと
を意味し，この理論の持つ物理量であるWilson loop演算子を次のように取り替える Z2作
用が入ったことに対応する:

T : exp(πi

∮
γ

A1) 7→ exp(πi

∮
γ

A2). (0.9)

こうしたWilson loop演算子たちはそれぞれエニオンに対応するため，これはエニオンに対
して何らかの時間反転に対応するZ2作用が入ったことになる．このように，我々の議論す
る時間反転対称な位相的場の理論は Z2作用という構造付きのエニオン系であると言える．

数学屋視点 時間反転対称な位相的場の理論は次のような対称モノイダル関手として定義
できる:

Z : BordO2,3 → VectC． (0.10)
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あるいは，次の図式を可換にするようなZの持ち上げ Z̃が存在することと言っても良いだ
ろう:

BordSO2,3 BordO2,3

VectC

κ

Z Z̃

. (0.11)

ただし，κ : BordSO2,3 → BordO2,3は向き付けを忘れる忘却関手である．このように我々は向き付
け不可能な位相的場の理論の定義を有しているが，(少なくとも筆者の知見の中では)その具
体的構成は未だ知られていない．実際，我々の扱うReshetikhin–Turaev TQFTはReshetikhin–

Turaev不変量から構成される TQFTであるが，その不変量自体が向き付け可能なものしか
扱えないため，こうした関手に素直には拡張できない事がわかる．そうした中，物理屋はそ
うした未だ知られていない TQFTの存在を仮定して議論しているのだ．というより向き付
け可能な場合に不変量を用いた具体的構成が知られている方が特殊であると言った方がよ
かろう．例えば，上述の extended TQFTは具体的構成が知られているものは少ないが5，そ
れでも代数的に議論できるため盛んに研究されているし，そもそも一般の場の量子論自体は
定義すらなくても，その正しさ (何らかの枠組みの存在)を実験との整合性を根拠に仮定し
て研究している．

0.4 本修士論文の目的と構成
本修士論文の目的は 2 + 1次元 TQFTについて入門することから始まり，筆者の最近の結
果 [Ori25b, Ori25c, Ori25d]を交えながら時間反転対称な TQFTにおける分野理解の現状を
外観することである．読者の圏論の知識は仮定しない．

本修士論文は次のように構成されている:

• 1章: TQFTの定義やエニオンの概念等，TQFTを議論する上で必要最小限の知識をま
とめる．

• 2章: 2 + 1次元 TQFTの代表例である Chern–Simons理論について幾つかの観点から
解説する．

• 3章: 時間反転対称性について議論する中で現れる様々な数理構造について解説する．

• 4章: 時間反転対称性に関するアノマリーに制限をかける公式が知られていたが，筆者
によるその公式の一般化についてレビューする [Ori25c].

5例えば [FHLT09, KJB10]が知られている．
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• 5章: 向き付け可能三次元多様体の不変量である Reshetikhin–Turaev不変量の構成と，
そこから関手としての TQFTが定まることを解説する．また，その向き付け不可能多
様体への拡張への筆者の考える展望を述べる.

ここで 2章はそれ以降の章とは独立しているため飛ばして読み進めることもできるが，
他の章の理解の助けとなるはずである．また 4章と 5章もそれぞれ独立した内容となってい
るため好きな順で読むことができる (図 2).特に 1,3,5章の内容に関しては,かなりパラレル
な内容のオンライン講演の録画もあるためそちらも参照されたい [Ori25a]．

Figure 2: 本修士論文の構成
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第I部 時間反転対称な位相的場の理論のこれまで

1 位相的場の理論の基礎
この章ではTQFTの基礎的概念を説明する.物理屋向けの教科書的文献は [Sim23, BBCW14],

数学屋向けの教科書的文献は [Tur94]を挙げておく．

1.1 位相的場の理論の定義
1.1.1 Atiyahの公理系

まず位相的場の理論の定義を述べた後，直観的説明を与える:

位相的場の理論とは，ボルディズム圏からベクトル空間の圏への対称モノイダル関手で
ある a:

Z : BordHd−1,d → VectC. (1.1)

a多くの場合ここにユニタリー性が課されている.すなわち，(d− 1)次元閉多様体の向きの反転にベク
トル空間の複素共役が対応する:

Z(−Σ) = Z(Σ).

これによりベクトル空間に正定値な Hermite内積が入りヒルベルト空間となる [FH16].

ここでボルディズム圏は

• 対象が (d− 1)次元の閉多様体

• 射がそれらを境界に持つ d次元の多様体を微分同相で割ったボルディズム

であるような圏であり，ベクトル空間の圏は

• 対象が複素ベクトル空間

• 射がそれらの間の線型写像

であるような圏である．Hと書いているのは tangential structureであり，多様体が向き付け
可能なら SO,向き付け不可能ならO,スピン構造付きなら Spinといったように時空の持つ
構造を表している6.ここでは，まだ圏の定義やボルディズムの概念も導入していないため，
上の定義を次の四つの公理に言い換えよう [Ati89, Sim23]:

6実際にはこの定義では我々の記述したい物理は定義しきれていない．例えば 2 + 1次元の位相的場の理論
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• I: (d− 1)次元閉多様体Σに有限次元複素ベクトル空間 V (Σ)をアサインする．

• II:二つの閉多様体の非交和の上のベクトル空間は次式で与える

V (Σ1 t Σ2) = V (Σ1)⊗ V (Σ2). (1.2)

• III: d次元多様体M にその境界Σ上のベクトル空間の元をアサインする

Z(M) ∈ V (∂M). (1.3)

• IV:多様体の向き付けの反転にはベクトル空間の双対を対応させる

V (−Σ) = V (Σ)∗. (1.4)

ここでZは数学的には関手，物理的には分配関数である．各公理は次の物理的期待を反
映したものとなっている:

• I:各タイムスライスにおける d−1次元空間Σにはベクトル空間V (Σ)をアサインする．

• II:あるタイムスライスにおいて空間的に離れた Σ1,Σ2がある時，全体のベクトル空
間はテンソル積 V (Σ1 t Σ2) = V (Σ1)⊗ V (Σ2)で与える.

• 時空M 全体にわたる経路積分によりタイムスライス ∂M 上にはそのベクトル空間上
の状態Z(M) ∈ V (∂M)が定まる.

• incoming状態と outgoing状態に対して内積が定まる 7.

1.1.2 基本的操作

これらの公理からいくつかの基本的な操作を定義しよう.以降，Σは閉曲面，M は三次元多
様体とする.

Gluing 向きが互いに異なる境界Σを持つ三次元多様体M,M ′を考える (図 3):

∂M = Σ, ∂M ′ = −Σ. (1.5)

の定義をする際には，この後導入するエニオンを記述するデータであるモジュラーテンソル圏も指定しておく
必要がある．それだけでなく，ボルディズム圏の対象は閉曲面に対して [0, 1] ↪→ Σでいくつかのインターバ
ルを埋め込んでおき，そこにモジュラーテンソル圏の単純対象のデータをラベル (decoration)しておく．する
と自然に射のボルディズムにラベルつきのリボングラフが入り，分配関数が結び目の不変量として計算される
(decorated bordism)．詳しくは [Tur94]を見よ.

7本修士論文では物理の文献の慣習に従い Hermite内積の存在の仮定の元，向きの反転に双対ベクトル空間
を対応させる流儀をとる [Sim23].
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Figure 3: 内積

Figure 4: ボルディズム

すると公理から
Z(M) ∈ V (Σ), Z(M ′) ∈ V (−Σ) = V (Σ)∗ (1.6)

より次のように書ける:

|ψ〉 := Z(M), 〈ψ′| := Z(M ′). (1.7)

これらの内積を取ることはMとM ′を共通の境界Σで貼り合わせることに対応している. す
なわち

〈ψ′|ψ〉 = Z(M ∪Σ M
′) ∈ V (∅) = C. (1.8)

ここでMとM ′を共通の境界Σで貼り合わせて得られる多様体をM ∪ΣM
′と書いた．この

時M ∪Σ M
′は境界がないためZ(M ∪Σ M

′) ∈ V (∅)は複素数となり，内積で複素数が得ら
れることと整合的となっている8.

Bordism それでは多様体が二つの境界を持つ場合はどうだろうか．三次元多様体M が境
界 ∂M = −Σ1 t Σ2を持つとする (図 4)．こうした多様体を Σ1と Σ2の間のボルディズム
(bordism)といい，そうしたボルディズムが存在する時，Σ1とΣ2はボルダント (bordant)で

8ここでこの内積がエルミート内積で正定値であることは仮定している.これは関手 Z : BordHd−1,d → VectC
に equivariance dataとして reflection構造を付加していることに他ならない．詳しくは [FH16]を見よ．
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Figure 5: 自明なボルディズム

あるという9．このとき公理から

Z(M) ∈ V (−Σ1 t Σ2) = V (Σ1)
∗ ⊗ V (Σ2) (1.9)

となる．これはZ(M)が次のような写像を定めていることを意味する:

Z(M) : V (Σ1) → V (Σ2). (1.10)

つまりZ(M)は適当な係数 Uab ∈ Cを用いて次のように書ける:

Z(M) =
∑
a,b

Uab |ψΣ2,a〉 〈ψΣ1,b| . (1.11)

ここで a, bはそれぞれ V (Σ1), V (Σ2)の基底のラベルである．基底については V (T 2)の場合
に限って具体的構成を 1.4.1で述べる．ここでこの写像の詳細UabはMのトポロジーによっ
て決まる.それではトポロジーが自明なものを選ぶとどうなるだろうか.

Identity Bordism 三次元多様体MがM = Σ× [0, 1]のように与えられているとする (図 5)．
すると公理から

Z(M) ∈ V (−Σ t Σ) = V (Σ)∗ ⊗ V (Σ) (1.12)

となる．これは [0, 1]が可縮であることから V (Σ)に対する恒等写像となる:

Z(M) =
∑
a

|ψΣ,a〉 〈ψΣ,a| . (1.13)

[0, 1]の端点を同一視することで S1が得られることに注意すると次式が得られる:

9用語についてコメントしておくと，古い数学の文献だとコボルディズムという言葉が主流であったが，後
からこのボルディズム群が一般化ホモロジーの例であることが分かり，コボルディズムよりボルディズムとい
う言葉が使われることが増えてきているようである.
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次元公式 Z(Σ× S1) = TrV (Σ)Z(Σ× [0, 1])

= TrV (Σ)

∑
a

|ψΣ,a〉 〈ψΣ,a|

= dimV (Σ).

(1.14)

これは物理的には基底状態の縮退度を計算していることになる．

1.2 エニオンの導入
この節では，まずエニオンとその性質について簡単に説明した後，その性質を持つデータと
してモジュラーテンソル圏を導入する．

1.2.1 エニオンとは

エニオン (anyon)とは，同一粒子の入れ替えに伴い，±1だけでなく e2πi/m のような位相を
取りうる準粒子であり，ボソンやフェルミオンの概念の一般化と言える．ここで，エニオン
の重要な特徴のいくつかを挙げる．

• エニオンは 2 + 1次元系特有の概念である．

• エニオンの融合/分裂はフュージョン則 (fusion rule)に従う．

まず一つ目に，エニオンは 2 + 1次元系に特有の概念であることに驚く前に，そもそも
なぜ他の次元ではボソンとフェルミオンしか考えないのだろうか．その背景には次の事実が
ある．

π1(SO(d)) =

Z d = 2,

Z2 d ≥ 3.
(1.15)

上式は 3 + 1次元以上だと二周で必ず元の状態に戻って来れることを意味している．そのた
め 3 + 1次元以上では統計性の種類はボソンとフェルミオンの二種類であったが，2 + 1次
元では上式から，より一般の統計性を持つ事が分かり，そのような粒子をエニオンと呼ぶの
である．

次に二つ目について，フュージョン則とは,二つのエニオンが融合した時にどういったエ
ニオンになるかを決める規則である．より正確には，次のように述べることができる．TQFT
を議論している以上，物理はスケールに依存しない．そこで二つのエニオンを遠くから見る
ことにしよう．するとそれらは一つのエニオンとみなせることが期待されるが，その時，ど
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ういったエニオンに見えるかを決める規則がフュージョン則である10．物理の文脈では次の
ように書かれることが多い．

a× b =
∑
c

N c
abc, N c

ab ∈ Z≥0. (1.16)

ここで a, b, cはエニオンを表しており，N c
abは aと bの融合から cが得られる場合の多重度

を表す非負整数である．以下，エニオン全体のなす集合を Cとかく．フュージョン則に関連
してエニオンが満たすべき性質として次が挙げられる．

• 真空に対応するエニオンが一意に存在する．

• 全てのエニオンに対して反エニオンが一意に存在する．

ここで真空は以下を満たすような 1のことである

a× 1 = a が全ての a ∈ C に対して成り立つ.

一方，a ∈ Cに対する反エニオン a ∈ Cは次式で定義される．

a× a = 1 + · · · . (1.17)

つまり，融合して真空のセクターが出るようなエニオンのことである．さて，ここまで見た
エニオンの性質を記述する数学の言語としてモジュラーテンソル圏 (modular tensor category)

を導入しよう．その詳細な定義は [Tur94, Row05]に譲るとして，ここではモジュラーテン
ソル圏がどういったデータで，なぜエニオンの記述に使えるかに焦点を合わせて説明する．

1.2.2 モジュラーテンソル圏の気持ち

まず圏の定義を復習しよう:

圏（category）C とは、次のデータからなる：

• 対象（object)と呼ばれる要素の集まりOb(C)．

• 任意の対象 X,Y ∈ Ob(C)に対して定まる射（morphism）の集合HomC(X,Y )．

• 任意の X
f−→ Y，Y g−→ Z に対して定まる射の合成

g ◦ f ∈ HomC(X,Z). (1.18)

10中性水素原子だって陽子と電子というスピン 1/2を持つ粒子からなるが，遠くから見るとスピン 0, 1の状
態のいずれかに見えるだろう．それが妥当であることは，その二状態間の禁制遷移に伴って現れるスペクトル
である 21cm線を観測することで確かめる事ができる．
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• 各対象 X に対して定まる恒等射 idX ∈ HomC(X,X)．

これらは次の公理を満たす：

1. （結合律）h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

2. （恒等律）各対象 X に対して恒等射 idX ∈ HomC(X,X)が，任意の f : X → Y に
ついて

idY ◦ f = f, f ◦ idX = f. (1.19)

この節では，上で確認した圏の定義のみ仮定し．モジュラーテンソル圏の持つ性質のい
くつかを導入したのち，それらがなぜエニオンの記述に使えるのかを見ていく. 詳しくは
[Tur94, Row05]を見よ．モジュラーテンソル圏の代表的性質として次が挙げられる:

• 組紐付きモノイダル圏 (braided monidal category)である．

• 有限個の単純対象の同型類を持つ半単純圏 (semisimple category)である．

• モノイダル圏として rigid構造を持つ．

• リボン構造 (ribbon structure)を持つ．

• Hom空間が有限次元ベクトル空間である.

これらの性質を物理語に翻訳していこう.

組紐付きモノイダル性 まず，モノイダル性から説明する．
モノイダル性とは，圏の対象（及び射）の間にテンソル積構造 (a, b) 7→ a ⊗ bが入るこ

とをいう．具体例は表 1.1を見よ．

VectC Bordd−1,d

モノイダル構造 ベクトル空間のテン
ソル積 多様体の非交和

Table 1.1: 圏のモノイダル構造の例

この構造は物理的にはフュージョンの構造を入れることに相当し，この言語の元では
フュージョン則の左辺は次のように書かれる:

a× b 7→ a⊗ b. (1.20)
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ここで，テンソル積に対して単位対象 1が同型を除いて一意に定まり，これは物理語では真
空が一意に定まることに対応する．
さらに，組紐構造はそうした各対象のテンソル積 a ⊗ bに次のような構造が射が定まる

ことをいう:

Rab : a⊗ b 7→ b⊗ a. (1.21)

この構造により，エニオンの間に braidingが定まり，この後見るようにエニオン同士のリン
クに非自明な位相を与えることが可能になる.

半単純性 圏が半単純性を持つ時，そこには対象同士の直和の概念と単純対象の概念が定
義されており，全ての対象が，単純対象の直和でかける．例えば，表 1.2を見よ．

VectC Rep(g)

単純対象 C 既約表現

直和構造 ベクトル空間の直和 表現の直和

Table 1.2: 圏の直和構造の例

ここで一般にRep(g)は，su(2)の既約表現が j = 0, 1/2, 1, · · ·と無限にあるように無限個
の単純対象を持つことに注意11．本修士論文では [BBCW14]等に合わせて，圏 Cの単純対象
の全体 Simp(C)を単に Cと書く．さて，そうした単純対象の種類が有限個の時，我々はここ
にフュージョン則を定義できる12:

a⊗ b =
⊕
c∈C

c⊕N
c
ab . (1.24)

つまりエニオンとは単純対象で，フュージョン則とはテンソル積の直和分解だったわけであ
11モジュラーテンソル圏を得るには，例えば su(2)の量子群 Uq(su(2))を考え，qを 1の冪根にとるとその

表現圏には単純対象の有限性が従い，Rep(Uq(su(2)))はモジュラーテンソル圏をなす．あるいはレベル k の
su(2)のアフィンリー代数を考えると，クレブシュ –ゴルダン条件に制限がかかり，既約表現の個数が有限個
になる．そうして，その表現圏はモジュラーテンソル圏をなし，これは TQFTにおけるエニオンが RCFTに
おけるプライマリー場として解釈できることの根拠の一つと言える．

12厳密には両辺は =ではなく ∼=で繋ぐべきであるが，本修士論文ではあまり区別しない．正確に書きたけ
れば Simp(C)の生成する Z加群 Z⊕Simp(C) を考え，積を

a× b := [a⊗ b] (1.22)

のように入れる．すると半単純性から非負整数の族 {N c
ab}c∈Simp(C)が存在し，このもとでフュージョン則は次

のように書ける:

a× b =
∑
c

N c
abc. (1.23)
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る．量子力学でスピン 1/2の合成:

2⊗ 2 = 1⊕ 3 (1.25)

のように 2次元既約表現のテンソル積を 1次元と 3次元の既約表現に直和分解したのとやっ
ていることは変わらない．

rigid構造 rigid構造は対象や射に入る双対構造のことであり，例えば, a ∈ Cに対して，次
のような a ∈ Cがただ一つ存在する:

a⊗ a = 1⊕ · · · . (1.26)

これは物理語ではエニオンに対して，必ず反エニオンが一意に存在することを意味する．

リボン構造 リボン構造は，エニオンにトポロジカルスピンの概念を与えてくれる．トポロ
ジカルスピンとは，エニオンのスピンのことで

θ : C → U(1) (1.27)

なる写像でいくつかの制限を満たすものを意味し，同一粒子の入れ替えに伴って現れる位相
のことである．

Hom空間 モジュラーテンソル圏は，全ての射の集合HomC(a, b)が有限次元ベクトル空間
をなし,これをHom空間と呼ぶ．この構造は，技術的に重要な構造で，例えば，圏論的デー
タから実際の数Cを取り出すのに必要な構造である．実際，上に見たリボン構造はそもそも

θa ∈ HomC(a, a) : a 7→ a (1.28)

というデータだが，これはHom空間をなすため，HomC(a, a) ∼= Cのようにも書け，ここか
ら θ(a)のような物理量を取り出すことができる13．

さて，これらの知識をもとに，より具体的にエニオンの代数的データを定義していこう．

1.3 エニオンデータの構成
圏の定義と前節で学んだ程度のモジュラーテンソル圏の性質を仮定し，実際に TQFTを議
論するのに必要最低限なエニオンのデータを定義していく．この節の詳細は [BBCW14]を

13ここで aが単純であることを使った．
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見よ．

1.3.1 フュージョン

融合/分裂空間 フュージョン則は，エニオン a, b ∈ Cに対して，次で与えられる:

a⊗ b =
⊕
c∈C

c⊕N
c
ab . (1.29)

ここでN c
abの性質として次が挙げられる14:

• フュージョンの可換性:

N c
ab = N c

ba. (1.31)

• 時間反転における多重度の不変性:

N c
ab = N c

ab
. (1.32)

• 真空とのフュージョンの一意性:

N b
a1 = δab. (1.33)

• 反エニオンの一意性:

N1
ab = δba. (1.34)

また，次のような表記もしばしばなされる:

Nabc = N c
ab. (1.35)

さて圏 Cの (単純)対象はエニオンであった．では，射は何に対応するだろうか．モジュ
ラーテンソル圏における射はHom空間として有限次元複素ベクトル空間をなす事実を思い
出すと，次のように，融合空間とその双対である分裂空間を定義することができる:

V c
ab := HomC(a⊗ b, c) ∼= CNc

ab , V ab
c := HomC(c, a⊗ b) ∼= CNc

ab . (1.36)

これらのベクトル空間 V c
ab, V

ab
c の正規直交基底は次のようにダイアグラムで書くことがで

14ここでは物理的意味と関連させて性質を列挙したがもちろんこれらは

N1
ab = dimHomC(a⊗ b, 1) = dimHomC(a, b) = δab (1.30)

のように定義から導けるものであることに注意.
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きる:

(dc/dadb)
1/4

c

ba

µ = 〈a, b; c, µ| ∈ V c
ab, (1.37)

(dc/dadb)
1/4

c

ba
µ = |a, b; c, µ〉 ∈ V ab

c . (1.38)

ここで，µ = 1, · · · , N c
abである15.規格化因子 (dc/dadb)

1/4については，このダイアグラムが
イソトピー不変になるように入れてある実数であり，あとで詳細を述べる.

内積はこれらの頂点が繋がるように次式で定義する:

〈a, b; c, µ|a, b; c′, µ′〉 = a b

c

c′

µ

µ′
= δcc′δµµ′

√
dadb
dc

c

. (1.39)

この式は物理的には，チャージの保存を表していることに注意．
また，a⊗ bに対する恒等演算子は次のように定義できる:

ida⊗b =
∑
c,µ

|a, b; c, µ〉〈a, b; c, µ| =
ba

=
∑
c,µ

√
dc
dadb

c

ba

ba

µ

µ . (1.40)

F–シンボル a, b, c ∈ Cの三つのエニオンのフュージョンを考えてみよう．その時，分裂空
間は次のようにかける:

V abc
d

∼=
⊕
e

V ab
e ⊗ V ec

d
∼=

⊕
f

V bc
f ⊗ V af

d . (1.41)

そして，この同型を与えるのが F–シンボルと呼ばれる行列であり，次式を満たす:

a b c

e

d

α

β
=

∑
f,µ,ν

[
F abc
d

]
(e,α,β)(f,µ,ν)

a b c

f

d

µ

ν
. (1.42)

ここで e, f は中間状態に対応するエニオンのラベルであり，α, β, µ, νはそれぞれどのセク
ターを選ぶかのラベルで，例えばα ∈ {1, · · · , N e

ab}である．この変換は，基底の取り替えに
15多くの例ではN c

ab = 0, 1である．
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対応するものであり，ユニタリー性が課される:[(
F abc
d

)−1
]
(f,µ,ν)(e,α,β)

=
[(
F abc
d

)†]
(f,µ,ν)(e,α,β)

=
[
F abc
d

]∗
(e,α,β)(f,µ,ν)

. (1.43)

ここで a, b, c, d ∈ Cの四つのエニオンについて，どの順番にフュージョンしたダイアグラム
についても F–シンボルで移り合えるためには次の五角関係式を課す必要がある:∑

δ

[
F fcd
e

]
(g,β,γ)(l,ν,δ)

[
F abl
e

]
(f,α,δ)(k,µ,λ)

=
∑
h,σ,ψ,ρ

[
F abc
g

]
(f,α,β)(h,ψ,σ)

[
F ahd
e

]
(g,σ,γ)(k,ρ,λ)

[
F bcd
k

]
(h,ψ,ρ)(l,ν,µ)

(1.44)

さらに，
N c
a1 = N c

1a = δac, (1.45)

から F–シンボルについても次の制限が課される:

a, b, cのいずれかが 1であるならば [F abc
d ] = I. (1.46)

ここで Iは単位行列．さて，上に見たように各エニオン aに対し反エニオン aが一意に存在
するのであった．これを次の条件を課すことで導入する．

[F aāa
a ](1,α)(1,µ) 6= 0. (1.47)

この条件から次が従う:

N1
ab = δba, (1.48)

1 = 1, (1.49)

a = a. (1.50)

また dimV 1
aa = 1も従うため,α, µ ∈ {1}となり [F aāa

a ](1,α)(1,µ) = [F aāa
a ]11と書ける. ダイアグ

ラムで書くとき反エニオンは向きを反転させる:

a = a . (1.51)
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F–シンボルを用いて次式を得る:

a ā a

0

0

= [F aāa
a ]11 da a . (1.52)

ここで，daを次式で定義した:

da = dā = a . (1.53)

この daは量子次元 (quantum dimension)と呼ばれる．次元と呼ばれる由来については後ほ
ど紹介する.さらに後のために Cの総量子次元 (total quantum dimension)を次式で定義して
おく．

D :=

√∑
a

d2a. (1.54)

この量は規格化因子として度々現れる16. ここでイソトピーは位相のみに影響を与える事実17

より [F aāa
a ]11は次のようにかける:

[F aāa
a ]11 =

κa
da
. (1.56)

ただし，κa ∈ U(1)である.この κaは a 6= āに対してはゲージ冗長性を用いて 1に取ること
ができるが，a = āに対してはゲージ不変量となることが知られており，Frobenius–Shchur

indicatorと呼ばれている．これは有限群の表現論における Frobenius–Shchur indicatorの圏論
における対応物であり，モジュラーテンソル圏としてRep(G)を選ぶと両者が一致すること
も確かめることができる.

量子トレース また，HomC(a1 ⊗ · · · ⊗ an, a1 ⊗ · · · ⊗ an)のような射，すなわち a1, · · · , an
が並んで入っていき，Xで適当に絡まって，また a1, · · · , anと並んで出ていくようなダイア
グラムには，次式のように量子トレース (quantum trace)と呼ばれる操作を定義することが

16量子多体系の文脈ではトポロジカルエンタングルメントエントロピーは logDと計算される [KP05, LW06]．
そう言った意味で系のトポロジカルな自由度の指標の一つということもできる．

17これはモジュラーテンソル圏 C にユニタリー性を課すと単純対象 a ∈ C に対して

HomC(a, a) ∼= U(1) (1.55)

となることに対応する.
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できる:

T̃rX = T̃r

 X

. . .

. . .

 = X

. . .

. . .

. . .

a1 an

. (1.57)

こうして得られる閉じた図式は，上述の量子次元 daや，この後導入する braiding等のデー
タから計算することができる.また，この図では右側を通ってループを作ったが，これは左
側を通ってループを作っても da = dāから同じ結果が得られる18. ここで ida⊗bについてこの
量子トレースを取ることで次式を得る:

dadb =
∑
c,µ

dc =
∑
c

N c
abdc. (1.58)

さて，aに関するフュージョン行列Naを次式で定義しよう:

[Na]bc := N c
ab. (1.59)

すると c成分が dc/Dであるようなベクトル vを考えると，

[Nav]b =
∑
c

N c
abdc/D

= dadb/D
= davb,

(1.60)

すなわち
Nav = dav (1.61)

となることから vが各フュージョン行列Naに対する固有値 daの固有ベクトルであること
がわかる. ここで Perron–Frobeniusの定理から vが唯一の固有ベクトルであり，daはNaの
最も大きい固有値であることがわかる (例えば [Sim23, Sec. 17]を見よ．)．
これを認めると量子次元 daを実際のベクトル空間の次元と結びつけることができる．n

個のエニオン aがフュージョンする時の融合空間の次元は次式のように計算できる:∑
c

dimV a···a
c =

∑
c,b1,··· ,bn−1

N b1
aaN

b2
ab1

· · ·N c
abn−1

=
∑
c

[Nn
a ]ac ∼ dna (n→ ∞)

(1.62)

すなわち aの量子次元 daは融合空間の次元が漸近的に近づいていく値として特徴つけるこ
18これはモジュラーテンソル圏が sphericalであることの帰結である．

26

Soryushiron Kenkyu



とが出来る19.

1.3.2 ブレイディング

この節では組紐構造，すなわち braidingの構造について見ていこう.

R–シンボル Braidingは二つのエニオンの位置を入れ替える操作であり，次のダイアグラ
ムで表現される:

Rab =
a b

=
∑
c,µ,ν

√
dc
dadb

[
Rab
c

]
µν

c

ba

ab

ν

µ , (1.66)

ここで R–シンボルはRab
c : V ba

c → V ab
c なる写像であり次のダイアグラムで表現される:

c

ba
µ =

∑
ν

[
Rab
c

]
µν

c

ba
ν . (1.67)

同様に，
(
Rab

)−1は次のように定義される:

(
Rab

)−1
=

b a
. (1.68)

ただしこのように定義したR–シンボルが前節で定義した F–シンボルと整合的である
19あるいは量子群の観点からも自然に次元と結びつけることができる. sl2(C)は次を満たす Lie代数であった:

[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H. (1.63)

ここで複素数 q ∈ C \ {0,±1}を固定して代数 Uq(sl2(C))を生成元 E,F,K,K−1 と次の関係式で定める:

KK−1 = K−1K = 1, KEK−1 = q2E, KFK−1 = q−2F, [E,F ] =
K −K−1

q − q−1
. (1.64)

この代数は形式的に q → 1とすると sl2(C)を回復し，量子群と呼ばれる．この時,量子群の表現圏は適切な条
件のもとでモジュラーテンソル圏をなし，もとの sl2(C)での 2j + 1次元既約表現と対応する単純対象の量子
次元は

d2j+1 =
q2j+1 − q−(2j+1)

q − q−1
(1.65)

と与えられ，q → 1のもとで 2j + 1となり，既約表現の次元に一致する．その意味で量子次元は既約表現の
次元の量子化と言える．
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ためには次の五角関係式・六角関係式を満たす必要がある．∑
λ,γ

[Rac
e ]αλ

[
F acb
d

]
(e,λ,β)(g,γ,ν)

[
Rbc
g

]
γµ

=
∑
f,σ,δ,ψ

[
F cab
d

]
(e,α,β)(f,δ,σ)

[
Rfc
d

]
σψ

[
F abc
d

]
(f,δ,ψ)(g,µ,ν)

,
(1.69)

∑
λ,γ

[
(Rca

e )
−1]

αλ

[
F acb
d

]
(e,λ,β)(g,γ,ν)

[(
Rcb
g

)−1
]
γµ

=
∑
f,σ,δ,ψ

[
F cab
d

]
(e,α,β)(f,δ,σ)

[(
Rcf
d

)−1
]
σψ

[
F abc
d

]
(f,δ,ψ)(g,µ,ν)

.
(1.70)

MacLane’s coherence定理によると，F,Rがこれらの関係式を満たすならば，同じ状態空間
から始まり同じ状態空間で終わるようなダイアグラムは，いかなる順序の F,Rを施しても
同値である.

このR–シンボルから TQFTにおける基本的な物理量であるトポロジカルスピンや S行
列を取り出すことができる. 式 (1.66)において量子トレースを取ることで a ∈ Cのトポロジ
カルスピンを定める:

θ(a) = θ(a) =
∑
c,µ

dc
da

[Raa
c ]µµ =

1

da a
. (1.71)

このトポロジカルスピンは 1の冪根であることが知られている [Vaf88].

すると上式から次式を導ける:

∑
λ

[
Rab
c

]
µλ

[
Rba
c

]
λν

=
θ(c)

θ(a)θ(b)
δµν . (1.72)

さらにRbaRabの量子トレースを取ることで得られる式を S行列と定義する:

Sab = D−1
∑
c

N c
āb

θc
θaθb

dc =
1

D a b . (1.73)

この S行列は次の性質を持つことがすぐに確かめられる:

Sab = Sba = Sab = S∗
ab, (1.74)

S1a = Sa1 =
da
D
. (1.75)

さらに上で定めたトポロジカルスピンから重要なデータであるカイラル中心電荷 (chiral
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central charge) c−を抽出できる:

1

D
∑
a∈C

d2aθ(a) = e2πic−/8 (1.76)

定義から c−はmod 8で定まる20．

1.3.3 Verlinde公式

Verlinde公式 前節で定義した S行列に関して次式が従う:

a

b

=
Sab
S1b

b
(1.77)

上式のダイアグラムを量子トレースで閉じることで S行列の定義式を復元することが容易
に確かめることができる. さらに，このダイアグラムについて，二つのループ a, bを xが貫
いているとする．この関係式を 2回連続して使う場合と a, bを融合させてから 1回使う場合
が等号で結ばれることから次式が成り立つ:

Sax
S1x

Sbx
S1x

=
∑
c∈C

N c
ab

Scx
S1x

. (1.78)

この式から S行列がユニタリーであるとき，両辺に S∗
cx/S1xをかけて x ∈ Cで和をとること

で次式が導かれる:

Verlinde公式
N c
ab =

∑
x∈C

SaxSbxS
∗
cx

S1x

(1.79)

S行列，N c
abの性質を用いることで次のように書き換えることもでき,こちらの表式もし

ばしば用いられる:

Nabc =
∑
x∈C

SaxSbxScx
S1x

. (1.80)

モノドロミースカラー成分 前節で定義した S行列を用いてモノドロミースカラー成分を
次式で定義する:

20物理的には，カイラル中心電荷 8を持つ自明な TQFTである E8 Chern–Simons理論を自由に stackできる
ことから説明できる．脚注 27も見よ．
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Mab :=
S∗
abS11

S1aS1b

. (1.81)

Mab = eiφ(a,b)が位相である時，Mabは次のように現れる位相として解釈される:

a b

= eiφ(a,b)
ba

. (1.82)

さらに，次が従う:

Mab ∈ U(1)ならば，Nd
bc 6= 0であるような b, c, d ∈ Cに対して次式を満たす:

MabMac =Mad. (1.83)

これは aと b, cが絡んでいる時，それぞれ解く場合と，b, cの dへのフュージョンを考え
てから解く場合とを比べることで分かる．この後の議論で頻繁に現れるモノドロミースカ
ラー成分に関する補題として次がある:

φ : C → U(1)がN c
ab 6= 0なる a, b, c ∈ Cに対して φ(a)φ(b) = φ(c)が成り立つ時，ある可

換エニオン e ∈ Aが存在して次式を満たす:

φ(a) =M∗
ae が全ての a ∈ C に対して成り立つ． (1.84)

これを確かめよう [BBCW14]．まず

λ(a) := daφ(a)

(
=
S1a

S11

φ(a)

)
(1.85)

について式 (1.78)を用いることで

λ(a)λ(b) =
∑
c

N c
abλ

(c) (1.86)

が従う．するとこれはフュージョン代数の指標となっているからある e ∈ Aが存在して

λ(a) =
Sae
S1e

(1.87)

と書ける.従って
φ(a) =

SaeS11

S1eS1a

=M∗
ae (1.88)
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が導かれる．

1.4 ベクトル空間の構成
1.4.1 トーラス上のベクトル空間

向き付け可能閉曲面について次の事実がある:

任意の連結な向き付け可能閉曲面は S2と適当な数の T 2との連結和と同相である．

この事実から T 2の解析が一般の曲面の解析の基本と言える．そこで,ここでは TQFTが
T 2にアサインするベクトル空間の構成を確認する．

T 2上のベクトル空間の元が欲しければ，もちろん T 2を境界に持つような 3次元多様体
を TQFTで評価すれば良い．すなわち

Z(N) ∈ V (∂N) = V (T 2) (1.89)

となるようなN を取ってくれば良い．N として次の多様体を考えるのが妥当であろう:

N = D2 × S1, N = S1 ×D2. (1.90)

実際，これらの境界を考えると共に ∂(D2 × S1) = ∂(S1 ×D2) = S1 × S1 = T 2 であるから
Z(N)は V (T 2)の元を定める．ここでエニオンでラベルされたLine operatorを挿入すること
を考える21．a ∈ Cとして，中央にエニオン aのラベルを持つ punctureがあるD2をD2(a)

と書くこととする．するとD2(a)×S1は非可縮な S1方向にエニオン aでラベルされたLine

operatorが挿入されたソリッドトーラスであると見ることができる．この多様体を評価した
Z(D2(a)× S1)も V (T 2)の元を定め，これを |a〉とかく:

|a〉 := Z(D2(a)× S1) ∈ V (T 2). (1.91)

この時，次の事実が知られている:

V (T 2) = spanC{|a〉 | a ∈ C}. (1.92)

一方，S1 ×D2(a)は次のように評価される:

S |a〉 := Z(S1 ×D2(a)) ∈ V (T 2). (1.93)

21節 1.1.1でも述べたが，これは decorated bordismを考えれば自然に encodeされる．
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ここで Sは式 (1.73)で定義した S行列である．こちらについても同様に次が成り立つ:

V (T 2) = spanC{S |a〉 | a ∈ C}. (1.94)

ここで次の事実を述べておく:

V (T 2)は SL(2,Z)の表現となる; 〈S, T 〉 y V (T 2).

具体的に，表現行列は次式で与えられる [EGNO15]:

Sab =
1

D
∑
c

N c
ab

θ(c)

θ(a)θ(b)
dc, (1.95)

Tab = δabθ(a)e
−2πic−/24. (1.96)

以上の議論から T 2上のベクトル空間の次元はエニオンの種類の数と一致することがわ
かる. それではより一般の曲面に対してはどう計算すれば良いのだろうか.

1.4.2 種数 gの曲面上のベクトル空間

一般の向き付け可能曲面Σg上にアサインされるベクトル空間の次元は次式で与えられる:

dimV (Σg) =
∑
x∈C

(
1

S1x

)2g−2

. (1.97)

この節ではこの式を導き，具体例の計算を見ていく．導出にあたり次の事実を使う:

dimV (S2(a, b, c)) = N c
ab. (1.98)

ここでS2(a, b, c)は, a, b, cによりラベルされたpuncutureを持つ球面である．これはチャー
ジ保存則と呼ぶべき事実であり，球面が非自明なトポロジーを持たないことと, a⊗ b = N c

abc

から従う．

パンツ分解 閉曲面について成り立つ次の事実がある:

全ての向き付けられた種数 2以上の連結な曲面は，各連結成分がパンツと同相になるよ
うに分解できる. ここでパンツとは S2 \ (D2 tD2 tD2)のことである．
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Figure 6: 種数 2の閉曲面のパンツ分解

Figure 7: (S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1

例えば，種数 2の時は図 6のようになる.

さて，ここで次の式について考えよう:

Z
(
(S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1

)
. (1.99)

ここで (S2 \ (D2 tD2 t−D2))× S1は適当に境界に向きを付けたパンツと S1の直積で与え
られる多様体である (図 7). Z(M) ∈ V (∂M), V (Σ1tΣ2) = V (Σ1)⊗V (Σ2), V (−Σ) = V (Σ)∗

に注意すると

Z
(
(S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1

)
∈V (∂

(
(S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1)

)
=V (T 2 t T 2 t −T 2)

=V (T 2)⊗ V (T 2)⊗ V (T 2)∗.

(1.100)

したがって，Z ((S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1)は前節で導入したトーラス上のベクトル空間
の基底で次のように展開できる:

Z
(
(S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1

)
=

∑
a,b,c∈C

Ñ c
ab |a〉 |b〉 〈c| . (1.101)
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ここで三つの境界をD2(a)× S1で貼り合わせることを考える:(
S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1

)
∪⊔3 T 2

(
(−D2(a)× S1) t (−D2(b)× S1) t (D2(c)× S1)

)
= S2(a, b, c)

(1.102)

一方，これは内積を取ることに相当し，次のように計算される:∑
d,e,f∈C

Ñ f
de 〈a|d〉 〈b|e〉 〈f |c〉 =

∑
d,e,f∈C

Ñ f
deδadδbeδcf = Ñ c

ab. (1.103)

したがって，次式を得る:

Z(S2(a, b, c)× S1) = Ñ c
ab. (1.104)

一方，次元公式を思い出すと

Z(S2(a, b, c)× S1) = dimV (S2(a, b, c)) = N c
ab (1.105)

であるから
Ñ c
ab = N c

ab (1.106)

と分かる．よって次の結論を得る:

Z((S2 \ (D2 tD2 t −D2))× S1) =
∑
a,b,c∈C

N c
ab |a〉 |b〉 〈c| . (1.107)

ここで，N c
abはフュージョン則 a⊗ b =

⊕
c c

⊕Nc
abに現れる多重度．

分かってしまえば自明な結果かもしれないが，パンツ分解に関するこの事実を用いると，
一般の曲面にアサインされるベクトル空間の次元

dimV (Σg) =
∑
x∈C

(
1

S1x

)2g−2

(1.108)

を求めることができる.
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Figure 8: 種数 gの閉曲面の分解

図 8より種数 gの閉曲面は 2g個のパンツと二つのD2に分解できるから

V (Σg) =
∑

c0=1,c2g=1

Na1b1
c0

N c2
a1b1

Na3b3
c2

· · ·N c2g
a2g−1b2g−1

=
∑

c0=1,c2g=1

Nc0a1b1
Na1b1c2Nc2a3b3

· · ·Na2g−1b2g−1c2g .
(1.109)

ここでVerlinde公式
Nabc =

∑
x

SaxSbxScx
S1x

(1.110)

より

V (Σg) =
∑ S1x1Sa1x1Sb1x1

S1x1

Sa1x2Sb1x2Sc2x2
S1x2

Sc2x3Sa3x3Sb3x3
S1x3

· · ·
Sa2g−1x2gSb2g−1x2gS1x2g

S1x2g

.

(1.111)

さらに ∑
a1

Sa1x1Sa1x2 =
∑
a1

S†
x1a1

Sa1x2 = δx1x2 (1.112)

等 22に注意すると

V (Σg) =
∑(

1

S1x

)2g−2

(1.113)

となることが分かる．

2 Chern–Simons理論
ここでは (2 + 1)d TQFTの代表例としてChern–Simons理論について見ていく．ゲージ群が
U(1)の時，Chern–Simons作用は次式で与えられる:

SCS[A] =
k

4π

∫
M3

A ∧ dA. (2.1)

22S のユニタリー性については [EGNO15]を見よ．
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ここでAはU(1)に対するゲージ場であり，kはレベルと呼ばれる整数である．まず,2.1.1で
は，U(1) Chern–Simons理論が整数量子ホール効果の有効理論として現れることを見る．た
だ，この場合は基底状態は一意的で TQFTとしては面白いものとは言えない．そこで 2.1.2

では分数量子ホール効果の有効作用としても U(1) Chern–Simons理論が現れることを確認
する．こちらが我々の議論するChern–Simons理論である．一方，コンパクトで単連結なLie

群G (e.g. SU(2))に対する Chern–Simons理論の作用は,その接続Aを用いて次のように書
ける:

SCS =
k

4π

∫
M3

Tr(A ∧ dA+
2

3
A ∧ A ∧ A). (2.2)

ここでTrは，GのLie代数 gの基本表現についてのトレースである．まず，2.2.1で，レベル
の整数性が，一次元高い (3+ 1)d理論からの制限で決まることを確認する．次に 2.2.2では，
Chern–Simons理論/Wess–Zumino–Witten模型対応の一部に触れる ( Wess–Zumino–Witten模
型については App. Aを参照せよ)．これは，3d TQFTと 2d RCFTの対応の代表例であり，
Chern–Simons理論を単なるトポロジカルな作用ではなく，TQFTたらしめる事実と言って
も良いだろう．2.3.1では，U(1) Chern–Simons理論を例に，その量子化を通してWilsonルー
プが非自明な Braidingを持つことを確認する．最後に 2.3.2では U(1)N Chern–Simons理論
からエニオンのデータ，すなわちモジュラーテンソル圏のデータを取り出す．

2.1 有効作用としてのChern–Simons理論
この節では U(1) Chern–Simons理論

SCS =
k

4π

∫
A ∧ dA (2.3)

が整数/分数量子ホール効果の有効作用であることを解説する [ZHK88](レクチャーノートと
しては [Ton16]などが挙げられる．).この節の中では時空は閉三次元多様体で境界がないこ
とを仮定する.まず以下で，整数/分数量子ホール効果と伝導度の関係の最低限の知識のみま
とめておく．

量子ホール効果と伝導度 外部電場 Eを加えたときに流れる電流密度 Jとの線形応答は

J = σ E (2.4)

で定義される。ここで σは電気伝導度テンソルである。
強磁場下の二次元電子系では、電子の運動が Landau準位と呼ばれる離散的なエネルギー
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準位に量子化される。このとき電気伝導度テンソルは

σ =

 σxx σxy

−σxy σxx

 (2.5)

で与えられる。

整数量子ホール効果 ある Landau準位がちょうど満たされると、横方向伝導度は

σxy = ν
e2

2π}
, ν ∈ Z, (2.6)

と量子化される。一方で縦方向伝導度は

σxx ≈ 0, (2.7)

となり、散乱が抑制されていることを意味する。

分数量子ホール効果 より強い磁場・低温で電子相互作用が支配的になると、電子は強相関
状態を形成し、伝導度は

σxy = ν
e2

2π}
, ν =

1

3
,
2

5
, . . . (2.8)

のような分数化を示す。

2.1.1 整数量子ホール効果

セットアップ 整数量子ホール効果の有効作用について解説しよう.まずAem = Aem
µ dx

µを
背景場電磁場としてのゲージ場として導入する.つまりこのゲージ場はダイナミカルなゲー
ジ場ではない．その意味するところは，すでに与えられた状態に対して手で電磁場 Aemを
加えることで摂動を与え，それに対する系の応答を調べるという立場をとるということで
ある.また，こうして加えられた外場は適当なカレント Jを通してダイナミカルな自由度と
カップルする必要がある. すなわち，次のような項を作用に仮定する:

SAem =

∫
Aem ∧ ∗J. (2.9)

ここでカレントの保存則 d ∗ J = 0から，SAemはゲージ変換Aem 7→ Aem + dωのもとでゲー
ジ不変であることに注意．
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有効作用 外場に対する系の応答を調べるためにまず次の量を計算したい:

Z[Aem] =

∫
D(fields) exp(iS[(fields), Aem])． (2.10)

ここで，Aemは電磁場を記述するU(1)ゲージ場であり，fieldsはその他の全ての場を表
している.そして最終的に知りたい有効作用は次式を与えるような Seff[A

em]である:

Z[Aem] = eiSeff[A
em]/}. (2.11)

この有効作用は次式より系の電磁場に対する応答の情報を持っていると言える:

δSeff[A
em]

δAem
µ (x)

= 〈Jµ(x)〉. (2.12)

さて，ここでは一般的な状況を考えておりマイクロスコピックなラグランジアンの形を
知らないため，経路積分の実行は出来ない．そこで有効作用に現れ得る全ての項を列挙する
ことを目指す．そのために更なる仮定を加える.

• 回転不変・ゲージ不変である.

• 局所的である．すなわち Seff[A
em] =

∫
d3x · · ·と書ける．

• 最も冪の低い項と一階の微分を含む項のみからなる．

一つ目の仮定は特別コメントすることもないだろう．二つ目について，我々は低エネルギー
(長距離)有効理論を考えているため作用は局所的な汎函数であれという要請である．三つ目
については，我々は小さな外場に対する系の応答を調べているため Aemの低次の項のみ気
にすれれば良いということである．
すると有効作用に現れ得る妥当な項として次の二つが挙げられる:

Aem ∧ dAem, dAem ∧ ∗dAem. (2.13)

ここで後者はストークスの定理から落ちるため，考えるべきはAem∧dAemということになる.

伝導度 上での議論から有効作用が次のように与えられていると仮定する:

Seff[A
em] = SCS[A

em] :=
k

4π

∫
Aem ∧ dAem. (2.14)
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すると空間成分 iに対してAem
i で変分を考えることで次式を得る:

δSCS[A
em]

δAem
i

= − k

2π
εijE

em
i . (2.15)

この式は Chern–Simons理論がホール伝導度

σxy =
k

2π
(2.16)

のホール効果を記述していることを示唆している. 実際，k = e2ν/}と同定することで整数
ホール効果で知られている結果と一致する．理論的には，kの量子化は時間方向が周期的な
S1 ×S2なる時空における (大域)ゲージ変換により Seff[A

em]が変わらないことを要請すると
得ることが出来，その同定の妥当性を担保する．

2.1.2 分数量子ホール効果

さて，この節ではさらに進んでChern–Simons理論と分数量子ホール効果の関係について見
ていこう．再度思い出すと，我々は次の量を計算したい:

Z[Aem] =

∫
D(fields) exp(iS[(fields), Aem])． (2.17)

ここで，Aemは電磁場を記述するU(1)ゲージ場であり，fieldsはその他の全ての場を表
している.先ほどと同じ仮定の元ではもちろん，先ほどと同じく整数量子ホール効果の有効
作用が出てきてしまう．そこで仮定を緩めよう．我々はこの経路積分をここでは実行できる
という仮定を捨て，トポロジカルな自由度の発現を許すのである．

emergentなゲージ場 さて，トポロジカルな自由度の発現を許すと言ったが，一般にはそう
した自由度は元の外場と複雑に結合し，予め特定することは困難である．そこで,ここでも
まず許される項から考えるという立場をとる.emergentなU(1)ゲージ場Aを導入する．我々
はゲージ場を自然にmasslessな自由度と考える．実際，そのダイナミクスは次の作用で与
えられる:

SMaxwell = − 1

4g2

∫
F ∧ ∗F, (2.18)

ここでF = dAで，g2は結合定数である．この作用は明らかにゲージ不変であり，運動方程
式は

d ∗ F = 0 (2.19)

と与えられ，我々の知る電磁気学における結果と一致している．ここで注意すべきなのは，
時空が (2 + 1)次元であるため，単一偏波であるということである．ところがゲージ不変性
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からはゲージ場Aを用いた項として次のような項も許される:

SCS =
k

4π

∫
A ∧ dA. (2.20)

そこで作用を次のように定義して，このChern–Simons項がダイナミクスにどう影響を与え
るかを確認しよう:

S = SMaxwell + SCS. (2.21)

するとこの作用から導かれる運動方程式は次式となる:

d ∗ F +
kg2

π
F = 0. (2.22)

これはゲージ場Aが質量を獲得したことを意味しており,エネルギーギャップE = kg2

π
が生

じたことが分かる. したがって低エネルギー極限を取ることで物理的励起は消え，Cheren–

Simons項 SCSのみが残る．これが我々が議論する Chern–Simons理論である．
ここで次の事実を再度注意しておこう:

SCSに現れるU(1)ゲージ場Aは,電磁気学を記述するゲージ場ではなく，電子の集合的
振る舞いから現れる emergentなゲージ場である．

伝導度 上で導入したゲージ場Aを用いて分配関数が次のように書けることを仮定する:

Z[Aem] =

∫
DAeiSeff[A,A

em]/}. (2.23)

ここで経路積分はゲージ場Aの配位全体の空間をゲージ変換で割ったモジュライ空間上で
なされていることに注意．さて，我々の次の目標はSeff[A,A

em]を特定することであるが，新
しく導入したゲージ場Aを物理に影響させるにはAとAemを関係付ければよく，Aemはカ
レント J と関係付いているため，Aを含むような J を考えるのが妥当である．ここまでで
与えられたデータから保存カレントを作るには次式で与えられるような J くらいしかない
ことが分かる:

∗J =
1

2π
dA. (2.24)

この時カレントの保存は明らかに従う:

d ∗ J =
1

2π
d2A = 0. (2.25)
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そうすると Seff[A,A
em]は次式のように与えられる:

Seff[A,A
em] =

1

2π

∫
Aem ∧ dA− m

4π

∫
A ∧ dA+ · · · (2.26)

ここで前節と同じ議論からm ∈ Zである．また,· · ·にはより非支配的な項が現れる．さて，
ここでAについての運動方程式を考えると

dA =
1

m
dAem. (2.27)

すなわちその解は (ゲージ変換をのぞいて)

A =
1

m
Aem (2.28)

となる．この解を代入することで次式を得る:

Seff[A
em] =

1

4πm

∫
Aem ∧ dAem. (2.29)

これはホール伝導度
σxy =

1

2πm
(2.30)

なるホール効果を記述していることを示唆している．実際，1/m = e2ν/}と同定すること
で量子ホール効果で知られている結果と一致する23．

2.2 境界とChern–Simons理論
この節ではG = SU(2)として考える．

23ここでは説明のために形式的に運動方程式を用いたが，この方法は一般には通用しない．本来 Aもディ
ラックの量子化条件を満たすべきだが，運動方程式はそれを考慮していない．球面上で議論しているときのよ
うなモノポールがある場合には式 (2.26)の作用を用いて議論する必要がある.
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2.2.1 境界上のChern–Simons理論

考えている時空M3がある一次元高い時空N4の境界になっている状況を考えよう, i.e. ∂N4 =

M3. すると作用は次のように書き直せる:

SCS[A] =
k

4π

∫
∂N4

Tr(A ∧ dA+
2

3
A ∧ A ∧ A)

=
k

4π

∫
N4

d

(
Tr(A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A)

)
=

k

4π

∫
N4

Tr(dA ∧ dA+ 2dA ∧ A ∧ A)

=
k

4π

∫
N4

Tr(F ∧ F ).

(2.31)

ここで
F = dA+ A ∧ A (2.32)

である．我々の考えている SCSが (2 + 1)次元でwell-definedであるためには，N4の拡張に
よってはならない．一方で，任意の閉三次元多様体はある四次元多様体の境界であるという
事実もあるため，この状況は深刻である．新たに ∂Ñ4 =M3なる Ñ4を考えると，その作用
の差は次のようになる:

SCS[A,N
4]− SCS[A, Ñ4] =

k

4π

∫
N4−Ñ4

Tr(F ∧ F )

=
k

4π

∫
N4∪M3−Ñ4

Tr(F ∧ F ).
(2.33)

ここで，N4 ∪M3 −Ñ4はN4と Ñ4を境界のM3で貼り合わせて得られる閉 4次元多様体で
ある．ここで特性類の知識から

1

8π2

∫
N4∪M3−Ñ4

Tr(F ∧ F ) ∈ Z (2.34)

が従う．よって k ∈ Zならば
eiSCS[A,N

4] = eiSCS[A,Ñ
4] (2.35)

が従い，分配関数はM3を境界にもつ多様体の選び方に依らなくなる.

これは数学的にも厄介な問題であり，Chern–Simons理論に対応すると考えられている節
5.3で導入するReshetikhin–Turaev不変量から構成するTQFTは閉三次元多様体M3に加え，
2–framingという構造を指定する必要があり，これはM3を境界にもつ四次元多様体N4も
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指定する必要があるということである．物理的にはこの状況はアノマリー流入の観点から理
解されるべきものであり，数学側でもReshetikhin–Turaev TQFTを 1次元高いCrane–Yetter

TQFTの境界条件として解釈できると理解されているようである [Haï25]．まとめると，次
のようになる:

Chern–Simons理論の作用は次のように書き直せる:

SCS[A] =
k

4π

∫
M3=∂N4

Tr(A ∧ dA+
2

3
A ∧ A ∧ A)

=
k

4π

∫
N4

Tr(F ∧ F ).
(2.36)

すなわち,理論を指定するには, N4まで指定することが必要であるが，k ∈ Zならば，

SCS[A,N
4]− SCS[A, Ñ4] ∈ 2πZ (2.37)

となり，バルクの拡張によらない分配関数の表示が得られる．

2.2.2 境界付きのChern–Simons理論

では，逆にM3が境界Σ2を持っていたらどうだろうか．Chern–Simons理論は境界があると
き，本来なかった局所的自由度が境界上に現れ，その自由度はWess–Zumino–Witten模型と
いう有理共形場理論 (rational conformal field theory; RCFT)の一種として解釈できるものとな
る [Wit89]．これは現在の量子重力へのアプローチとして主流なAds/CFT対応の古くから知ら
れる例である．その妥当性はよく調べられており，FRS構成ではWess-Zumino–Witten模型の
TQFTからの構成を，かなりの厳密性を持って成功している [FRS02, FRS03, FRS04a, FRS04b,

FFRS05, FFRS06]．ここでは Chern–Simons理論の作用から出発してWess–Zumino–Witten

作用を導出しよう．Wess–Zumino–Witten模型そのものについてはApp. Aにまとめておく．

まず，
d = ∂0dx

0 + ∂idx
i = ∂0dx

0 + d̃,

A = A0dx
0 + Aidx

i = Ã0 + Ã
(2.38)

として，作用を書き直すと次式を得る:

SCS[A] = − k

4π

∫
M3

Tr(Ã ∧ ∂0Ã) ∧ dx0 +
k

2π

∫
M3

Tr(Ã0 ∧ F̃ ). (2.39)

ただし，
F̃ = d̃Ã+ Ã ∧ Ã. (2.40)
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ここで，A0はラグランジュ乗数として働き，積分することで次の作用と拘束条件を得る:

SCS[A, Ã0 = 0] = − k

4π

∫
M3

Tr(Ã ∧ ∂0Ã) ∧ dx0,

F̃ = d̃Ã+ Ã ∧ Ã = 0.

(2.41)

すなわち，経路積分は平坦接続のモジュライ空間についてなされることを意味する．
さて，ここで空間はD2，時間方向はコンパクト化された S1であるような時空，M3 =

D2×S1の場合を考えてみよう．この時，境界はトーラスT 2 = S1×S1となっている．さて，
ここで平坦接続となるようにゲージ固定することを考えよう. G値関数として f : T 2 → G

を用いて
Ã = fd̃f−1 (2.42)

とすると，
F̃ = d̃Ã+ Ã ∧ Ã

= d̃(fd̃f−1) + fd̃f−1 ∧ fd̃f−1

= d̃f ∧ d̃f−1 − d̃f ∧ d̃f−1

= 0

(2.43)

となり，拘束条件は満たされる．そこで座標を (t, r, θ)として代入すると，

SCS[f ] = − k

4π

∫
M3

Tr(fd̃f−1 ∧ ∂0fd̃f−1) ∧ dx0

= − k

4π

∫
T 2

Tr(f∂tf
−1 · f∂θf−1)d2x− k

12π

∫
M3

Tr
(
(fdf−1)3

)
.

(2.44)

これは典型的なWess–Zumino–Witten模型の形をとっている. このように，TQFTの境界に
はRCFTが現れることがある．バルクの中にいるエニオンはWilsonラインとして一次元的
広がりを持つ一方，境界上では零次元的にサポートを持ち，これは境界の曲面上に挿入され
たプライマリー場として捉えられる．数学的には，RCFTは有理頂点作用素代数で記述され
るがその表現圏は，モジュラーテンソル圏をなす事実があり，その単純対象はプライマリー
場である．まとめると次のようになる24:

TQFTとRCFTにはバルク・エッジ対応が知られており，Chern–Simons理論の境界には
(適切なゲージ固定の元)Wess–Zumino–Witten模型が現れる．

Wess–Zumino–Witten 模型及び TQFT と RCFT の対応について重要な事実については
App. Aにまとめておく．

24この関係はより正確には relative QFTの枠組みで自然に捉える事ができる．その一部はアノマリーの節で
扱うため，そちらも参照せよ 3.4.3．
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2.3 エニオンとChern–Simons理論
2.3.1 Chern–Simons理論の正準量子化

ここでは，G = U(1)として次の作用を考える:

SCS =
k

4π

∫
M3

A ∧ dA. (2.45)

ここでA0 = 0とゲージ固定すると,

A = A1dx
1 + A2dx

2,

dA = ∂0A1dx
0 ∧ dx1 − ∂0A2dx

2 ∧ dx0 + (∂1A2 − ∂2A1)dx
1 ∧ dx2

(2.46)

より
SCS =

k

4π

∫
M3

(A2∂0A1 − A1∂0A2)dx
0 ∧ dx1 ∧ dx3 (2.47)

と計算される．これはA1の共役運動量がA2であることを意味するため，次の正準交換関
係を課す:

[A1(x), A2(y)] =
2πi

k
δ(x− y). (2.48)

ループ Li (i = 1, 2)に対してWilsonループを次のように定義する25:

Wi := exp

[
i

∮
Li

A

]
. (2.50)

ここで [∮
L1

A,

∮
L2

A

]
=

2πi

k
(2.51)

に注意して [A,B]が c数である時の BCH公式

eAeB = eBeAe[A,B] (2.52)

を用いると
W1W2 = exp

(
2πi

1

k

)
W2W1 (2.53)

が従う．ここにボゾンやフェルミオンとは異なるエニオンの特異な統計性が現れている．
25この模型は次節におけるK 行列が 1× 1行列 kである場合に対応する．よって一般に次のようなWilson

loopを考えることができる:

Wq = exp

[
iq

∮
L

A

]
(2.49)

ただし q ∈ {1, · · · , k}.
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2.3.2 Chern–Simons理論とモジュラーテンソル圏

前節で扱ったU(1) Chern–Simons理論のゲージ場をAI (I = 1, 2, · · · , N)として直接的に拡
張することができる．この時，ゲージ群は U(1)N でRN をランクN の格子Λ ∼= ZN で割っ
た商空間とみなす事ができる．さらにこの時，ゲージ場 AI は Λ ⊗ Rに値を取る．レベル
k ∈ ZはN ×N 行列KIJ に置き換わり，作用は次のようになる:

SCS =
1

4π

∫
M3

KIJA
I ∧ dAJ . (2.54)

このKIJは eI = (0, · · · , 1, · · · , 0)T ∈ Λと書く時，次のような双線形形式B : Λ×Λ → Zと
みなす事ができる:

KIJ = B(eI , eJ). (2.55)

すなわち，

U(1)N Chern–Simons理論のインプットデータは (Λ, B)である．

ここで次の事実を述べておく:

任意の可換エニオン系のなす TQFTは，適当なK行列を用いた
U(1)N Chern–Simons理論として書き下すことができる．

本修士論文ではモジュラーテンソル圏のデータを用いた，抽象的な議論が多いが，少な
くとも可換エニオン系についてはこうして作用を明示的に書き下すことができる．この事実
が物理を専門とする読者をいくらか安心させることを期待している．
ここでは U(1)N Chern–Simon理論からどのようにエニオンのデータ，すなわちモジュ

ラーテンソル圏の情報が取り出せるのかを見ていく．より具体的には，作用から

• フュージョン則

• トポロジカルスピン

• Gauss和公式

等の情報を取り出していく．

まずK行列は対称で，整数成分を持ち，Kの対各成分は偶数であるような行列である26．
26三つ目の対角成分についての条件は理論がボゾニックであるために必要な条件である．
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この時，エニオンは整数成分のベクトル空間に値を取る:

a ∈ ZN/KZN . (2.56)

ここで，エニオンのラベルの個数はKの行列式で与えられることに注意27:

|ZN/KZN | = |detK|. (2.57)

フュージョンはベクトルの和で定義される:

a+ b ∈ ZN/KZN . (2.58)

トポロジカルスピン，および braidingは次式で与えられる:

θ(a) = exp
(
πi aTK−1a

)
,

B(a, b) = exp
(
2πi aTK−1b

)
.

(2.59)

ここで次の二つの事実について確認しておこう:

• 全ての a, b ∈ ZN/KZN に対して次式が成り立つ:

B(a, b) =
θ(a+ b)

θ(a)θ(b)
.

• これらの写像は ZN/KZN 上で well–definedである.すなわち, λ ∈ ZN として次の
置換 a 7→ a+Kλに対して値を変えない.

まず一つ目について．右辺を変形していくと

θ(a+ b)

θ(a)θ(b)
= exp

(
πi ((a+ b)TK−1(a+ b)− aTK−1a− bTK−1b)

)
= exp

(
πi (aTK−1b+ bTK−1a)

)
= exp

(
πi (aTK−1b+ aT (KT )−1b)

)
= exp

(
πi (aTK−1b+ aTK−1b)

)
= B(a, b).

(2.60)

27E8 Chern-Simons理論とはK 行列が E8 のカルタン行列であるような可換エニオン系であり c− = 8であ
る一方，|detK| = 1から真空のみを持つ自明な TQFTである．
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次に二つ目について．

θ(a+Kλ)/θ(a) = exp
(
πi (a+Kλ)TK−1(a+Kλ)− aTK−1a

)
= exp

(
πi (2aTK−1Kλ+ (Kλ)TK−1Kλ)

)
.

(2.61)

ここで 2aTK−1Kλ = 2aTλは明らかに偶数であり，(Kλ)TK−1Kλ = λTKλは,対角成分Kii

を含む項は偶数であり，非対角成分Kijを含む項, λiKijλjに対しては必ずλjKjiλi = λiKijλj

が存在するため，λTKλも偶数．よって

θ(a+Kλ)/θ(a) exp
(
πi (2aTK−1Kλ+ (Kλ)TK−1Kλ)

)
= 1 (2.62)

となり，θがZN/KZN上でwell–definedであることが言えた．当然，定義よりBもwell–defined

である．
このように，K行列はエニオンのフュージョン則，トポロジカルスピン，braidingといっ

たデータを持っている．

最後に重要な関係式に言及しておこう.トポロジカルスピンとK行列の符号数,すなわち
行列の正の固有値と負の固有値の差について次の関係式が成り立つ: [BM05]:

1

|detK|1/2
∑

a∈ZN/KZN

exp
(
πi aTK−1a

)
= exp

(
2πi
8
sgn(K)

)
. (2.63)

この関係式はエニオンのデータを指定するのに必要なデータの一つであるカイラル中心電
荷の情報を含んでいるという点で重要である.

3 時間反転対称性に伴う数理構造

3.1 時間反転対称性と時空の向き付け不可能性
理論に時間反転対称性があることと，理論が向き付け不可能多様体上で定義できることは等
価であると理解されている28．そうした時間反転対称な (向き付け不可能多様体上の)理論に
おける基本的な事実をいくつか確認しておく．

28Wittenによる，より正確な言葉の定義は次のようである [Wit16]: 理論に大域対称性がある時，その対称
性をゲージ化できるか問うことは自然なことである．そしてゲージ化ができない状況のことを我々は’t Hooft

アノマリーがあると表現する．大域対称性として時間反転対称性が与えられた時にそれがゲージ化できること
と，理論が向き付け不可能多様体上で定義できることは等価とみなす．
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対称性と場 まず，なぜ時間反転対称であることと，時空が向き付け不可能であることに対
応がつくのかについて見ていこう29. ここで時間反転対称性と時空が向き付け不可能性の対
応は，理論が位相的であるかには依らないことに注意．
対称性Gを持つ場の理論における場 φの定義を復習しよう: 時空多様体をM としその

上の主G束 P と，Gの表現 ρ : G→ GL(V )が与えられたとする. その時，同伴ベクトル束
E = P ×ρ V を構成できる．場とはこの同伴ベクトル束の切断として与えられるのであった:

φ ∈ Γ(E). (3.1)

この時，射影 πE : E →M は πE(u, v) = π(u)と，局所自明化は ψi : Ui × V → π−1
E (Ui)と定

義されている．ここで πは主G束の射影である．さらに変換関数はP の変換関数 gij(p) ∈ G

を用いて ρ(gij(p))と与えられる．より物理のノーテーションに近づけるのなら，まず，パッ
チ Ui, Ujに対して座標を x, yとする．そこで点 p ∈ Ui ∩ Uj(6= ∅)における場の変換性は次
のようになる:

φ̃i(x) = ρ(gij(p))(φj(y)). (3.2)

例えば P が U(1)束で V = C，ρは一次元表現とすると，

φ̃i(x) = eiαij(p)φj(y), (3.3)

すなわちU(1)対称性を持つ複素スカラー場である．そのもとで，理論に時間反転対称性 (鏡
映対称性)がある場合は

φ̃i(x0, x1, x2, x3) = ρ(gij(p))φj(−x0, x1, x2, x3) (3.4)

のような変換のもとで相関関数が不変であるということになる．それは，向き付けの反転す
るパッチの張り替えに対する場の変換束が整合的に定まったこととなり，向き付け不可能な
多様体において理論が定義できる．

ゲージ場としてのStiefel–Whitney類 時間反転対称性の背景ゲージ場は一次Stiefel–Whitney

類であると理解されている [Kap14, Tho14]:

w1 ∈ H1(Md,Z2). (3.5)

この w1が多様体Mdの向き付け可能性の障害類であることに注意. Stiefel–Whitney類の定
義についてはApp. Bを見よ．この Stiefel–Whitney類 w1についてより直感的に理解するに

29なお，位相的場の理論を考える多くの場合ではWick回転によりユークリッド化した場の理論を考えてお
り，時間と空間の区別がない．よって鏡映対称性があること時空が向き付け不可能であることに対応がつくと
言っても良い．
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はその Poincaré双対であるw∨
1 を考えれば良い:

w∨
1 ∈ Hd−1(M

d,Z2). (3.6)

こうするとw∨
1 は時空の向き付けを反転させる障壁と捉えることが出来る 30．

向き付け不可能曲面の分類 節 1.4.1にて任意の向き付け可能曲面が適当な個数の T 2の連
結和と同相であることを見た．向き付け不可能な場合には次が成り立つ:

任意の連結な向き付け不可能閉曲面は適当な数のRP2の連結和と同相である.

例えば有名な向き付け不可能閉曲面であるクラインの壷は RP2#RP2である．したがっ
て，RP2の解析が向き付け不可能曲面の解析の基本となる.さらに，有用かもしれない定理
としてDykeの定理がある [Fa99]．Dykeの定理によると,向き付け不可能性を保つ範囲で，
二つのクロスキャップは一つのハンドルに置き換えることができる.例えば,

RP2#RP2#RP2 ∼= RP2#T 2,

RP2#RP2#RP2#RP2 ∼= RP2#RP2#T 2 ∼= KB#T 2.
(3.7)

ここでKBはクラインボトルである.

向き付け不可能多様体上での積分 本修士論文中で問題になることはないが，向き付け可
能でない場合の積分について不安になる読者もいるかもしれない．確かに向き付け不可能な
多様体では微分形式の積分は定義できない．ところが体積要素の概念を適切に修正すること
で，同様の積分を定義できる [BT82]．
まず，多様体M の開集合系 {(Uα, φα)}を取ってくる．変換関数 gαβ = φα ◦ φβのヤコビ

アン J(gαβ)を考え，ファイバーの変換関数がその符号 sgnJ(gαβ) ∈ {0,±1}で与えられる
ような線束を考えることができる．これを，M の orientation束と呼び，Lと書く．すると，∧n T ∗M ⊗Lがwell-definedであり，その切断を密度 (density)と呼ぶ．Mが向き付け可能な
時，orientation束が自明になり，密度は体積要素に一致することに注意．この時，

∧n T ∗M

の変換関数は 1/J(gαβ)より密度の変換関数は

1/J(gαβ) · sgnJ(gαβ) = 1/|J(gαβ)| (3.8)

30同様にスピン構造の存在の障害類である w2 ∈ H2(Md,Z2)について w∨
2 ∈ Hd−2(M

d,Z2)等も考えるこ
とができる [Tho14].
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となる．eαを Lの自明化の元で 1に対応する局所切断として |dx1 · · · dxn|を次式で定める:

|dx1 · · · dxn| := eαdx1 · · · dxn. (3.9)

すると密度は局所的に滑らかな関数 gを用いて

g(x1, · · · , xn)|dx1 · · · dxn| (3.10)

のように書ける．すると T : Rn → Rn; (x1, · · · , xn) 7→ (y1, · · · , yn)なる (向きを保たなくて
も良い)微分同相写像とし，密度を ω = g|dy1 · · · dyn|とすれば∫

Rn

T ∗ω =

∫
Rn

ω (3.11)

となってRn上の密度の積分が微分同相で不変である事がわかり，向き付け不可能な多様体
上でも積分できることが分かる.

主束の構造 より詳細に主束の構造について触れておこう [Kap14]31．一般の群Gに対する
主G束が与えられたとする．これは分類写像 f : M → BGが与えられたと言っても良い．
このGが時間反転のZ2を含んでいる場合に課される条件について考える．この状況は次の
準同型で記述できる:

ρ : G→ Z2
∼= {1,−1} (3.12)

ただし，G0 := Kerρは内的対称性 (internal symmetry)であるとする．すなわち接続のループ
γ周りのホロノミー g(γ) ∈ Gを考えた時，

ρ(g(γ)) =

1 γ が向きを保つ
−1 γ が向きを保たない

(3.13)

となる．ここで ρはBG→ BZ2なる写像を引き起こし，この写像でBZ2上の普遍束をBG

上に引き戻す事ができる．その引き戻し束 ρ̃と書くと，このGが時間反転のZ2と整合的で
あるための条件は次式で与えられる:

f ∗ρ̃ ∼= L. (3.14)

ここで LはM から定まる orientation bundleである．
31気にならなければ飛ばしてかまわない．
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3.2 エニオンに対する時間反転作用
3.2.1 有限群の作用とH3障害

群作用の導入 時間反転対称性があるとは考えているエニオン系に反ユニタリーなZ2が作
用しているということである．そこでまずエニオン系に対する有限群の作用の一般論の概要
を解説する．

エニオン系 Cと有限群Gが与えられたとする．そこに次のような群準同型を考える:

[ρ] : G→ Aut(C). (3.15)

ここで Aut(C)は braided auto-equivalenceのことで C から C への組紐構造等のデータを整
合的に保つ関手のことである．ざっくりいうと，この準同型は各群元 g ∈ Gに対し関手
[ρg] ∈ Aut(C)を定め，F,R行列等のデータの整合性を保ちながらエニオンをエニオンに送
る: a 7→ ρg(a). この時，成り立つ性質として次が挙げられる:

N
ρg(c)

ρg(a) ρg(a)
= N c

ab, (3.16)

dρg(a) = da, (3.17)

θ(ρg(a)) =

θ(a), ρ :ユニタリー,
θ(a), ρ :反ユニタリー,

(3.18)

Sρg(a) ρg(b) =

Sab, ρ :ユニタリー,
Sab, ρ :反ユニタリー.

(3.19)

凝縮欠陥と G–crossed モジュラーテンソル圏 ここでは，ρがユニタリーであることを仮
定する32．そうしたエニオンに対する群の作用は群作用を encodeする余次元 1の位相欠陥
(topological defect)をを用いて記述することができる．すなわち g ∈ Gでラベルされた余次
元 1のをエニオン aが通過すると ρg(a)のような作用を受けるということである．そうした
位相欠陥はエニオン凝縮 (anyon condensation)によって構成することができ,そうした位相欠
陥を凝縮欠陥 (condensation defect)という (図 9).詳しくは節 3.3.3にて簡単な具体例を用い
て説明する．

32ここで述べるG-crossed extensionのような議論が時間反転のような反ユニタリーな群作用にどこまで適用
できるのかは定かではない．そうした状況でもこの後導入されるH3障害は対称性の分数化に対する障害類と
して定義することはでき，議論する価値は残っている．詳しくは [BBJ+16]を見よ．
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Figure 9: g ∈ G作用を encodeする凝縮欠陥

Figure 10: 位相欠陥面のフュージョン

そうした [ρ]を固定すると次のような群元による次数付けを持つG–crossedモジュラー
テンソル圏を考えることができる:

C×
G :=

⊕
g∈G

Cg. (3.20)

この圏論的構成の詳細はここでは追わない (詳細な議論は [CGPW15, BBCW14]を見よ).

大まかにいうと ag ∈ Cg が g ∈ G作用を encodeする余次元 1の位相欠陥壁の境界に住む
non-genuine line operatorのラベルとなっており,この壁を通り過ぎたエニオンは g作用を受
ける. このラベルはフュージョンについて群のように振る舞う (図 10):

ag ⊗ bh ∼=
⊕
cgh∈Cgh

N
cgh
ag bh

cgh (3.21)

さらに次のような結合則に対応する制限もかかる:

ag ⊗ (bh ⊗ ck) ∼= (ag ⊗ bh)⊗ ck. (3.22)
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Figure 11: 三つの面の junctionに端点を持つ 1-form対称性演算子

H3障害と 2群 しかし,こうした結合則が成り立つような C×
Gをいつでも構成できるとは限

らない. 次のように結合則を崩すような e(g,h,k) ∈ Aが現れる場合がある:

ag ⊗ (bh ⊗ ck) ∼=
(
(ag ⊗ bh)⊗ ck

)
⊗ e(g,h,k). (3.23)

ただしA ⊂ Cは可換エニオン全体である.これがまさしく上述の障害である. ここで eは次
の捩れ群コホモロジーの元である

e ∈ H3
[ρ](G,A). (3.24)

これは物理の文脈でH3障害 (H3 obstruction)/対称性の分数化障害 (symmetry fractionalization

obstruction)等と呼ばれ,一方，数学の文脈ではポストニコフ類 (Postnikov class)と呼ばれる
対象である. この障害類があると群の結合則が成り立たなくなる. そうした状況での対称性
は 2群と呼ばれる構造を持っており，物理的には 0-formと 1-form対称性の混ざった対称性
となっている.直感的には，0 form対称性の余次元 1の面演算子が三つ交わるとその junction

は点状となるが，そこから障害類から定まる 1 form対称性の余次元 2の線演算子である可
換エニオンが飛び出してくると理解されている (図 11). H3障害のより具体的な詳細は時間
反転作用については節 3.2.3にて議論する．一般の群については [Tac17, BCH18]を見よ．

3.2.2 対称性の分数化

対称性の分数化の導入 まずモジュラーテンソル圏 Cと有限群G及び [ρ]を指定した上で，
前節で導入したH3障害が消えていると仮定する．実はこれだけではまだ理論を指定しき
れていない．H3 障害が消えている時に定義できる概念として対称性の分数化 (symmetry

fractionalization)がある. 対称性の分数化はエニオンでラベルされた線演算子に対する射影
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Figure 12: 対称性の分数化

Figure 13: 余次元 2の junctionに住む可換エニオン

表現のような概念であり，その選び方はH2
[ρ](G,A)上のトーサーを成している.すなわち二

つの選び方の違いがH2
[ρ](G,A)に値を取るということである33.

一つ対称性の分数化 ηを指定したとする．すると，エニオン a ∈ Cが ρg, ρhと順に作用
を受ける場合と ρghと一度に作用を受ける場合で位相だけ結果が異なる場合があり，その位
相は ηa(g,h) ∈ U(1)と特徴付けられる (図 12)．この対称性の分数化は TQFTに限らず様々
なセットアップで議論されている e.g. [DGHK22].

現れる位相の解釈 この対称性の分数化により現れる位相の解釈にはいくつか知られてい
るがその一つを紹介する. 有限群G作用を encodeする位相欠陥面は 0 form対称性の対称性
演算子であり余次元 1である．そうした余次元 1の演算子の交わる junctionは余次元 2とな
り，1 form対称性があるような理論だとこの junctionに 1 form対称性の対称性演算子が乗
ることがある (図 13)．そうすると対称性の分数化による位相はエニオンがその junctionを
通る時に 1 form対称性の影響を受け獲得するものだと解釈できる [DGHK22]34.

33例えば T 2上にスピン構造は四つ入るがその選び方にカノニカルな基点はなく，その選び方はH1(T 2,Z2)–
トーサーとなっている．

34この junctionに住む 1 form対称性は invertibleであることが知られている．
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選び方の違いの解釈 上述のように対称性の分数化の選び方の違いはH2
[ρ](G,A)に値を取

る．例えば,Cおよび [ρ]を固定した上で，異なる二つの対称性の分数化 η, η′を考えよう．こ
の時，対称性の分数化の位相の違いは

ηa(g,h)η
′
a(g,h)

−1 (3.25)

と与えられる.ここで [ρ]を固定しているため，後ほど導入する式 (3.57)に注意すると f(a) :=

ηa(g,h)η
′
a(g,h)

−1とした時にN c
ab 6= 0なる a, b, c ∈ Cに対して f(a)f(b) = f(c)が成り立つ事

が分かる35.すなわち，上で定義した f に対して次式のような f(g,h) ∈ Aが存在する:

f(a) =M∗
af(g,h). (3.26)

この f がまさしく対称性の分数化の違いを与える f ∈ H2
[ρ](G,A)である．

欠陥化障害 本修士論文では詳細は述べないが，実はH3障害が消えている状況で対称性の
分数化を指定してもまだ整合的なG–crossed extensionが存在しない場合がある．そうした障
害類は欠陥化障害 (defectificatioin obstruction)と呼ばれておりH4(G,U(1))に値を取る．そ
の障害が消えている時，理論の選び方はH3(G,U(1))に値を取り，そこまで指定して初めて
理論を指定したことになる．
すなわち，(C, G, [ρ])が与えられた時，H3

[ρ](G,A)とH4(G,U(1))が消えているかを確か
め，そのもとでH2

[ρ](G,A)–トーサーとH3(G,U(1))–トーサーの元を指定することでやっと
C×
G =

⊕
g∈G Cgが定まる．詳しくは [ENO09, BBCW14]

3.2.3 時間反転作用

前節までで解説したH3障害，対称性の分数化について時間反転作用に限って詳細に見てい
く．一般の場合については [BBCW14]を参照せよ．

時間反転対称性のH3障害 モジュラーテンソル圏 C，群 ZT
2 = {1,T},および群準同型 [ρ]

を固定する:

[ρ] : ZT
2 = {1,T} → Aut(C), (3.27)

i.e.,全ての g,h ∈ ZT
2 に対して,

[ρg][ρh] = [ρgh] (3.28)

35式 (3.57)は時間反転の場合を議論しているが，一般の有限群に対しても同様の議論ができる.

56

Soryushiron Kenkyu



である．自然同型の違いを除くと群準同型である，ということである．従って適当な代表元
ρg等に対して ρgρhと ρghを繋ぐ自然同型 κg,hが存在する:

κg,hρgρh = ρgh. (3.29)

ρT のエニオン及び F and Rへの作用は次式で定義される:

ρT(a) = Ta, (3.30)

ρT(|a, b; c, µ〉) =
∑
µ′

[UT(Ta,Tb,Tc)]µµ′ |Ta,Tb;Tc, µ′〉 , (3.31)

ρT([F
abc
d ](e,α,β)(f,µ,ν)) =

∑
α′,β′,µ′,ν′

[UT(Ta,Tb;Tc)]αα′ [UT(Te,Tc;Td)]ββ′

× [FTaTbTc
Td ](Te,α′,β′)(Tf,µ′,ν′)[UT(Tb,Tc;Tf)−1]µ′µ[UT(Ta,Tb;Tc)−1]ν′ν

= [F abc
d ]∗(e,α,β)(f,µ,ν), (3.32)

ρT([R
ab
c ]µν) =

∑
µ′,ν′

[UT(Tb,Ta;Tc)]µµ′ [RTaTb
Tc ]µ′ν′ [UT(Ta,Tb;Tc)−1]ν′ν

= [Rab
c ]

∗
µν . (3.33)

これらより次式を得る:

κT,T(|a, b; c, µ〉) =
∑
ν

[κT,T(a, b; c)]µν |a, b; c, ν〉 , (3.34)

[κT,T(a, b; c)]µν =
∑
α

[UT(a, b; c)
−1]µα[UT(Ta,Tb,Tc)−1]∗αν . (3.35)

κは自然同型であり状態空間を変えないため,その作用は位相のズレとしてのみ現れる.

従って，次のような表式を持つ:

[κT,T(a, b; c)]µν =
βa(T,T)βb(T,T)

βc(T,T)
δµν . (3.36)

ここで βa(T, 1) = βa(1,T) = β(1, 1) = 1としても一般性を失わないため 36，βa(T,T)のみが
非自明な位相を持ちうる.さらにそこから κについても同様に非自明なのは κT,Tのみである
ことが従う．本修士論文ではこれ以降 ZT

2 のみ扱うため以下

[κ(a, b; c)]µν := [κT,T(a, b; c)]µν , β(a) := βa(T,T) (3.37)

36ゲージ冗長性を用いてそのように固定できる．

57

Soryushiron Kenkyu



と書く．ここには β の選び方に冗長性が残っている. 次のような β̃を考える:

β̃(a) = ν(a)β(a), (3.38)

すると κ̃(a, b; c)は ν(a)が次式を満たすとき不変である:

ν(a)ν(b) = ν(c). (3.39)

この冗長性は理論から取り除かれるべきゲージ自由度とみなされる. さらに,g,h,kの作用を
考えると

ρghk = κg,hkρgρhk

= κg,hkρgκh,kρhρk

= κg,hkρgκh,kρ
−1
g ρgρhρk

= κgh,kρghρk

= κgh,kκg,hρgρhρk.

(3.40)

となるため，次式が従う:

κg,hkρgκh,kρ
−1
g = κgh,kκg,h. (3.41)

Ω(a)を次式で定義する:

Ω(a) =
1

β(Ta)β(a) ∈ U(1).

すると次式が従うことがわかる:

Ω(a)

Ω(Ta) = 1. (3.42)

さらに式 (3.36)と式 (3.41)を用いると次式が得られる:

N c
ab 6= 0なる a, b, c ∈ Cに対して

Ω(a)Ω(b) = Ω(c). (3.43)

ここで式 (3.42)は次に対応する37:

37以下，可換エニオンのフュージョンは加法のノーテーションを使う．a⊗ b =: a+ b ∈ A.
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可換エニオンΩを次式で定義する:

Ω(a) =M∗
aΩ. (3.44)

すると次式が成り立つ:

Ω ∈ Ker(1 + T). (3.45)

上式は，式 (1.83)より,
Ω(a)

Ω(Ta) =
M∗

aΩ

M∗
TaΩ

=M∗
aΩM

∗
aTΩ

=M∗
a (1+T)Ω

= 1.

(3.46)

これが全ての a ∈ C に対して成り立つため,M の非退化性から,

(1 + T)Ω = 0 (3.47)

すなわち
Ω ∈ Ker(1 + T) (3.48)

である．一方,式 (3.38)なる冗長性があったことを思い出そう. この冗長性からΩは次のよ
うに変わる:

Ω̃(a) =
1

ν(Ta)ν(a)Ω(a), (3.49)Ω̃(a) =M∗
a Ω̃
,

ν(a) =M∗
aν ,

(3.50)

すなわち
Ω̃−Ω = −(1− T)ν. (3.51)

よって，式 (3.48),式 (3.51)からゲージ不変なデータが取り出すには，Im(1 +T)分の違いを
無視する必要がある．よってゲージ不変に定まるエニオンとして [Ω]を定義する:

[Ω] ∈ Ker(1 + T)
Im(1− T) . (3.52)

ここまで，我々は ρを一つ固定して議論してきたが，まだ自然同型に対応する冗長性が
残っている．自然同型Υは auto-equivalenceであってエニオンに対する作用が自明なもので
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ある. すなわち, Υ(a) = aが全ての a ∈ C に対して成り立つ. フュージョン空間には次のよ
うに作用する:

Υ(|a, b; c, µ〉) = γaγb
γc

|a, b; c, µ〉 , (3.53)

ここで γa ∈ U(1)はそれぞれのエニオンに付随する位相である. Υgを対応する自然同型で
次式を満たすものと定義する: ρ̂T = ΥT ◦ ρT. それに対応して次式を得る

β̂(a) = β(a)γ(Ta)γ(a). (3.54)

この修正に対してΩが不変であることがわかる:

Ω̂(a) = Ω(a), (3.55)

すなわち，Ωは ρではなく [ρ]に対して定まることがわかる．
つまり，まとめるとモジュラーテンソル圏 C，群 ZT

2 ,その自然同型の違いを除いた作用
[ρ]に対して，ゲージ不変なエニオン

[Ω] ∈ Ker(1 + T)
Im(1− T) (3.56)

が定まったというわけである．
これがまさしく前節で解説したH3障害である.簡単のためノーテーションを省略してい

るが e ∈ H3
[ρ](ZT

2 ,A)に対し，e(T,T,T) ∈ Aであり，これをΩと書いている．ここで理解の
現状としては次のようになっている:

• H3障害は対称性の分数化の障害類として働くa．

• H3障害が自明となるための必要条件は知られている [BC17]b.

• 非可換エニオン系についてはH3障害が非自明になる例が知られている [BC17].

• 可換エニオン系についてはH3障害が自明になることが証明されている [Ori25d].

App. Cを見よ.

aユニタリーな場合と異なり，時間反転に対してのG–crossed extensionのような構成はまだ理解されて
いないことに注意．

bしかし，その議論には非自明な仮定がある事に注意．詳しくは，3.4.1を見よ．

時間反転対称性の分数化 以下，前節で定義したH3障害が消えているとする.その時Ω = 0

となるような β の選び方が存在する．そうした β を特に η と書くことにする．すなわち
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η : C → U(1)は次式を満たす:

∑
α

[UT(a, b; c)
−1]µα[UT(Ta,Tb,Tc)−1]∗αν =

η(a)η(b)

η(c)
δµν , η(a)η(Ta) = 1. (3.57)

ここで a = Taであるような aに対しては

η(a) ∈ {±1} (3.58)

であることがすぐ分かる.これはゲージ不変な量になることが知られており，局所クラマー
ス縮退 (local Krameres degeneracy)と呼ばれる．ηの選び方は一意ではなく，式 (3.38)のよ
うな再定義により

η̃(a) := η(a)ν(a) = η(a)M∗
aν (3.59)

とすると，これが式 (3.57)を満たすことと

ν = Tν i.e., ν ∈ Ker(1− T) (3.60)

とは同値である．
さらに冗長性 (3.54)に対応して

η̂(a) := η(a)γ(Ta)γ(a) (3.61)

が定まり，これは自明に式 (3.57)を満たす.

γ(a) =M∗
aγ (3.62)

と実現できるような冗長性 γは νを使うと

ν = (1 + T)γ (3.63)

と書けるが，我々はこのようにかける選び方の違いを無視する．すなわち Im(1+T) ⊂ Ker(1−
T)に注意した上で，物理的に異なる ηの選び方は次で分類される:

[ν] ∈ Ker(1− T)
Im(1 + T) . (3.64)

これについても前節の言葉を借りれば t ∈ H2
[ρ](ZT

2 ,A)に対して t(T,T) ∈ Aであり，我々
はこれを νと書いている．
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整合条件 対称性の分数化に関連して，可換エニオン系において次が成り立つ: [LT18]:

η(a+ Ta)B(a,Ta) = 1が全ての a ∈ Aに対して成り立つ． (3.65)

非可換エニオン系についても類似の式が成り立つがここでは省略する [BBCW14]. 可換
エニオン系の場合,式 (1.72),式 (3.33),式 (3.57)は次のように簡潔に書く事ができる (詳し
くはApp. C):

B(a, b) =
θ(a+ b)

θ(a)θ(b)
= R(b, a)R(a, b), (3.66)

R(Ta,Tb) = U(a, b)−1U(b, a)R(a, b), (3.67)

U(Ta,Tb)U(a, b) = η(a)η(b)/η(a+ b), (3.68)

η(a)η(Ta) = 1. (3.69)

上式から
η(a+ Ta) = η(a)η(Ta)U(a,Ta)−1U(Ta, a)

= R(Ta, a)R(a,Ta)
= B(a,Ta)−1.

(3.70)

すなわち
η(a+ Ta)B(a,Ta) = 1 (3.71)

を得る．

3.2.4 GL(2,Z)とトーラス

ここまでエニオンに対する時間反転作用を見てきたがこれをベクトル空間に対するZ2作用
と結びつけることはできるだろうか．多様体の向きの取り替えに伴ってエニオンが受ける作
用を a 7→ Paと導入する [TY16b]. ここではまだ P : C → CはZ2作用であることしか課して
いない．CPT定理からPa = Taとなることが期待できる．もしそうであれば θ(Pa) = θ

(
Ta

)
となるが，この時，

θ(Pa)θ(a) = 1 (3.72)

が必要である．
T 2の写像類群 SL(2,Z)に対して反転作用を許すと，GL(2,Z)と拡張されることから，

V (T 2)はGL(2,Z)の表現空間となるように拡張されることが期待される．そこで我々は次
の仮定から出発してGL(2,Z)の表現を構成できるかを調べる [Ori25b].
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P : V (T 2) → V (T 2)を次式で定義する:

P |a〉 = φ(a) |Pa〉 , P 2 = 1. (3.73)

すなわち，すでに分かっている SL(2,Z)の表現行列

Sab =
1

D
∑
c

N c
ab

θ(c)

θ(a)θ(b)
dc, Tab = e−2πic/24δab, Cab = δab (3.74)

に加え
Pab = φ(a)δaPb (3.75)

なる P を導入することでGL(2,Z)の表現を構成できるのかを調べる．より正確には写像類
群の表現は一般的には射影表現になるため，S, T, C, P たちがGL(2,Z)の射影表現になるた
めの条件式を模索していく38.

GL(2,Z)を表示する行列を S,T,C,Pと書く 39．そこで，我々が考える問いは，

• S, T, C, P たちがGL(2,Z)の射影表現となるような適切な条件が見つけられるのか.

• あるならば射影表現の位相は自明にできるのか，i.e.,表現を構成できるのか．

ここでは [Ori25b]に従って可換エニオン系に限って議論する．可換エニオン系の場合，表
現行列は次のようになる:

Sab =
1

|A|1/2
B(−a, b), Cab = δa−b, Tab = e−2πic−/24θ(a)δab, Pab = φ(a)δaPb. (3.76)

またGL(2,Z)について次式が成り立つことに注意する:

TPT = P, (3.77)

SPS = P. (3.78)

従って我々は，A＝ϕBなるϕ ∈ U(1)が存在するときA ∼ Bと書くことにすると，TPT ∼
P, SPS ∼ P となるような適切な条件を見つけたい．一つ目の式について

(TPT )ab = e−2πic−/12θ(a)θ(Pa)δaPb (3.79)

38種数 1の T 2 の場合に表現 (not射影表現)となっているのが特殊なのである.
39つまり表現を ρと書くなら ρ(S) = S である．
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より TPT ∼ P となるためには
θ(a)θ(Pa) = 1

が成り立てば良い．これは我々の期待と一致している．一方，二つ目の式について

(SPS)ab =
1

|A|
∑
m,l

B(−a,m)φ(m)δmPlB(−l, b)

=
1

|A|
∑
l

B(−a,Pl)φ(Pl)B(−l, b)

=
1

|A|
∑
l

B(Pa− b, l)φ(Pl).

(3.80)

ここで b = Paとすると
1

|A|
∑
l

φ(Pl) (3.81)

となるが， ∣∣∣∣∣ 1

|A|
∑
l

φ(Pl)

∣∣∣∣∣ ≤ 1 (3.82)

で等号は ϕ(Pl)が lによらず一定な場合のみであることに気づくと SPS ∼ P のためには

ϕ(a) = const. (3.83)

である事がわかる．よって P の再定義により Pab = δaPbとして良い．

ここまでの議論から

Sab =
1

|A|1/2
B(−a, b), Cab = δa−b, Tab = e−2πic−/24θ(a)δab, Pab = δaPb. (3.84)

の組は少なくともGL(2,Z)の射影表現となる事が分かるが，表現とはならないのだろうか．
すなわち，我々は式 (3.79)に現れた位相 e−2πic−/12を取り除くことはできないのだろうか．
実は次の事実が知られている [GM22]:

時間反転対称性の元では次が成り立つ:

c− ≡ 0, 12 mod 24. (3.85)

すなわち我々の考えているセットアップでは e−2πic−/12 = 1となり位相は自明になる事
がわかる．こうして我々はGL(2,Z)の表現を構成する事ができた．
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3.3 Chern–Simons理論に対する時間反転作用
3.3.1 Classicalな時間反転対称性

可換 Chern–Simons理論を指定するには (Λ, B)を指定すればいいのであった:

SCS =
1

4π

∫
M3

KIJA
I ∧ dAJ . (3.86)

このセットアップではエニオンは次の商空間に住んでいる:

a ∈ ZN/KZN ∼= Λ∗/Λ (3.87)

ここで時間反転作用は行列T : ZN/KZN → ZN/KZN であってT2 = 1となるようなものと
して定義できる.この変換において古典的にSCSが不変になることと,次式が成り立つことは
同値である:

TTKT = −K. (3.88)

この変換によってトポロジカルスピンは次のようになる:

θ(Ta) = exp
(
πi(Ta)TK−1(Ta)

)
= exp

(
πiaT (TTKT)−1a

)
= exp

(
−πiaTK−1a

)
= θ(a),

(3.89)

となり，確かに反ユニタリーな Z2作用であることが確かめられる.

しかし，量子論的にはこのデータはまだ冗長性を持つことが知られている. (Λ, B)から
(D, q, c mod 24)なる三つ組のデータを取り出すことができ，(Λ, B) 7→ (D, q, c mod 24)は
全射である．

3.3.2 Quantumな時間反転対称性

Rを Z加群として非退化な双線形形式B : Λ × Λ → Rが与えられたとする.その時，Bの
quadratic refinementとは，写像Q : Λ → Rで次式を満たすものである:

B(x, y) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) +Q(0). (3.90)
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また，Qが次式を満たすとき，pureという:

Q(nx) = n2Q(x). (3.91)

この時，Q(0) = 0に注意．さらに，全ての even latticeに対して pure quadratic formを次の
ように定めることができる:

Q(x) =
1

2
B(x, x). (3.92)

さらに，ここから discriminant group40と呼ばれる可換群を次式で定めることができる:

D := Λ∗/Λ ∼= ZN/KZN . (3.93)

それに伴い，Bから b : D×D → Q/Zが定まり，even latticeについては quadratic refinement

から q : D → Q/Zも定まる.するとこの quadratic refinementに対してカイラル中心電荷は，
c− ≡ 0, 12 mod 24となる事が知られている．以上の議論について詳しくは [GMMS04, GM22]

を見よ．

3.3.3 位相欠陥面の具体的構成

K 行列と時間反転 簡単な例を用いて時間反転作用を encodeする位相欠陥を構成しよう．
作用としては次の U(1)2 Chern–Simons理論を考える:

S =
1

4π

∫
M3

KIJAI ∧ dAJ =
1

4π

∫
M3

(
A1, A2

)0 2

2 0


dA1

dA2

 . (3.94)

この理論にエニオンは det

0 2

2 0

 = 4種類あり，それぞれ

1 :=

0

0

 , e :=

1

0

 , m :=

0

1

 , f :=

1

1

 (3.95)

40ここでは total dimensionの意味で書いていないことに注意．
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と書ける．T =

 0 1

−1 0

とすれば
TTKT = −K (3.96)

となり時間反転作用を encodeする行列になる．この作用でエニオンは0

0

 7→

0

0

 ,

1

0

 7→

 0

−1

 ∼

0

1

 ,

0

1

 7→

1

0

 ,

1

1

 7→

 1

−1

 ∼

1

1


(3.97)

となりこの作用は e↔ mを取り替えるZ2変換となっている．こうした群作用は凝縮欠陥と
して実現できることを確認する．

凝縮欠陥面の構成 ここでは実際にエニオン凝縮により時間反転作用を encodeする面演算
子 (surface operator)を構成する [KOZ22]. まずエニオン {1, e,m, f}に対応する線演算子が
次のように与えられているとする．

L(e,m)(γ) := exp(πi

∮
γ

A1) exp(πi

∮
γ

A2). (3.98)

ここで (e,m) = (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1) mod 2が 1, e,m, f に対応する．またここでは次の
フュージョン則と交換関係を認める:

L(e,m)(γ)× L(e′,m′)(γ) = L(e+e′,m+m′)(γ), (3.99)

L(e,m)(γ)L(e′,m′)(γ
′) = (−1)(em

′+me′)〈γ,γ′〉L(e′,m′)(γ
′)L(e,m)(γ). (3.100)

上の二式から次式が導ける:

L(e,m)(γ)L(e,m)(γ
′) = (−1)em〈γ,γ′〉L(e,m)(γ + γ′). (3.101)

今から目指すのは e↔ mを施す面演算子DEM(Σ)を構成すること，すなわち

L(e,m)(γ)×DEM(Σ) = DEM(Σ)× L(m,e)(γ) (3.102)

を満たすようなDEM(Σ)を構成することである．一般にエニオン系に有限群Gが作用し
ているとき g ∈ Gに対応するドメインウォールの作り方は ρg(a)⊗ aのような形のエニオン
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を二次元面で凝縮させることである (図 9)．これは気持ちとしては

a⊗Dg
∼= Dg ⊗ ρg(a) (3.103)

から (
ρg(a)⊗ a

)
⊗Dg

∼= Dg (3.104)

となるが，これは ρg(a)⊗ aなるエニオンがドメインウォールに端点を持てることを示唆し
ている41．従ってこうして端点を持てるタイプのエニオンを面Σ全体に張り巡らせることで
Σ上に面演算子を定義しようというわけである．今回の例ではそうしたエニオンは

e⊗m = e⊗m = f (3.105)

である．二次元面Σ上でエニオン凝縮してできる位相欠陥面は f の線演算子 L(1,1)(γ)を用
いて次のように定義できる.

DEM(Σ) :=
1

|H0(Σ,Z2)|
∑

γ′∈H1(Σ,Z2)

L(1,1)(γ
′). (3.106)

すると

L(e,m)(γ)×DEM(Σ) =
1

|H0(Σ,Z2)|
∑

γ′∈H1(Σ,Z2)

L(e,m)(γ)L(1,1)(γ
′)

=
1

|H0(Σ,Z2)|
∑

γ′∈H1(Σ,Z2)

(−1)(e+m)〈γ,γ′〉L(1,1)(γ
′)L(e,m)(γ).

(3.107)

ここで
L(e,m)(γ) = L(e+m,e+m)(γ)L(e+m,e+m)(γ)L(e,m)(γ)

= L(e+m,e+m)(γ)L(m,e)(γ)
(3.108)

であることと

L(1,1)(γ
′)L(e+m,e+m)(γ) = L(1,1)(γ

′)× L(1,1)(γ)
⊗(e+m) = (−1)(e+m)〈γ,γ′〉L(1,1)(γ

′ + (e+m)γ)

(3.109)

41群作用を encodeする位相欠陥面は両側 C–加群圏である．
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より

L(e,m)(γ)×DEM(Σ) =
1

|H0(Σ,Z2)|
∑

γ′∈H1(Σ,Z2)

L(1,1)(γ
′ + (e+m)γ)× L(m,e)(γ)

= DEM(Σ)× L(m,e)(γ)

(3.110)

が得られる．こうして式 (3.106)のように定義された面演算子が確かに e↔ mを施すZ2作
用を encodeしていることが分かった.

3.4 クロスキャップ状態の考察
時間反転対称な TQFTにおける最も重要な考察対象としてクロスキャップ状態がある.

|CC〉 := Z(MO× S1). (3.111)

ここでMOは
MO := {(x, θ) ∈ [−1, 1]× R | (x, θ) ∼ (−x, θ + π)}. (3.112)

ここで注目すべきは, ∂MO = S1ゆえ，∂(MO×S1) = T 2となることから，|CC〉は 1.4.1で
構成した基底できるということである．すなわち，クロスキャップ状態は次のようにかける:

|CC〉 =
∑
a∈C

Ma |a〉

=
∑
a∈C

η̃(a)S |a〉 .
(3.113)

ここでMa, η̃(a)はそれぞれの基底に対する係数として導入した量であるが，それぞれ重要
な意味を持っていることをこれから見ていく．

3.4.1 RP2上のベクトル空間の次元

まずMaに注目しよう．Maは次のように得られる:

Ma = 〈a|CC〉 =
∑
b

η̃(a)Sab. (3.114)

ここで
〈a| = Z(−D2(a)× S1),

|CC〉 = Z(MO× S1)
(3.115)
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であるからその内積は

〈a|CC〉 = Z(MO× S1 ∪T 2 −D2(a)× S1)

= Z(RP2(a)× S1)
(3.116)

と計算される．ここでRP2(a)は aでラベルされた puncture付きのRP2を表しており，MO
とD2(a)の境界 S1にそって貼り合わせて得られた．またここでベクトル空間の次元公式を
思い出すと，Maは次のように解釈できる:

Ma = dimV (RP2(a)). (3.117)

ここで注意が必要である．もし与えられたモジュラーテンソル圏に対して向き付け不可
能な TQFTが存在するならば上の式は成り立ち，当然Ma ∈ Zが従う．ところが向き付け不
可能な TQFTの厳密な構成は未だ知られておらず，Maを dimV (RP2(a))として解釈できる
かすら非自明なわけである．そこで，このMaの整数性は TQFTの存在の必要条件として解
釈される．より正確にはMaの整数性は時間反転対称性のH3障害が消えるならば従う事が
期待されている．H3障害が消えているならばアノマリー流入の仮定42の元ではMaの整数
性が従う事が示されている．
それに関する現状としては，[BC17]では非可換エニオン系でMaが非整数となる例を計

算している．ところがここで現れる時間反転作用はZT
4 のゲージングから得られたものなど

であり，ある意味で intrinsicな時間反転対称性のある系でH3障害が非自明な例は筆者の知見
にはない．一方，可換エニオン系については [Ori25b]にて，H3障害が消えるならばMa ∈ Z
が成り立つことが示されている．ここではアノマリー流入の仮定は用いておらず表現論的に
証明されている．さらに，[Ori25d]にて可換エニオン系のH3障害が消えることも示されて
いるため，Ma ∈ Zは一般に従う．

3.4.2 局所クラマース縮退と対称性の分数化

クラマース縮退 TQFTに限らず，一般の量子系において時間反転対称性がある時にフェルミ
オニックな状態は必ず縮退する事が知られており，そうした現象をクラマース縮退 (Kramers

degeneracy)という. まず次が与えられたとする:

• ヒルベルト空間H

• ハミルトニアンH ∈ EndH
42これが数学的には確立されていない立場であることには注意が必要である．というのも，Reshetikhin–Turaev

TQFTがまだ向き付け不可能な場合に構成されていないのに，さらにそのアノマリーは Crane–Yetterでかける
というのは非常に強い仮定と言える．もちろんこれはこの主張が誤りであると言いたいのではないが，まだ数
学的証明とは言えないことに注意いただきたい．
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• 反ユニタリーな Z2作用素 TH ∈ EndH

• ハミルトニアンの固有状態 ψ ∈ H ,i.e. Hψ = Eψ

ここで系が時間反転対称で T 2
Hψ = −ψであることを仮定する43. この時，

H(THψ) = THHψ

= E(THψ)
(3.118)

より THψもHの固有状態である．縮退がないとすると,ある ξ ∈ U(1)が存在して

THψ = ξψ (3.119)

と書けるが，
T 2
Hψ = THξψ

= ξ∗THψ

= ξ∗ξψ

= ψ

(3.120)

となり矛盾．従って THψと ψが縮退している事がわかる．

このクラマース縮退の TQFTにおける類似物として局所クラマース縮退という概念が知
られている [WL16]:

T 2
a =

±1 a = Ta,

0 a 6= Ta
(3.121)

さて，式 (3.57)で導入された時間反転作用の対称性の分数化を思い出すと a = Taなる a ∈ C
に対してη(a) ∈ {±1}で，これはゲージ不変な量なのであった．このクラマース縮退はa = Ta
を満たす a ∈ Cの対称性の分数化の位相 η(a) = ηa(T,T)として理解されている.その両者が
T2に対する射影位相の一種と解釈できることからも自然に感じられるだろう.

η̃(a)の考察 同様にして η̃(a)は次のようにして得られる:

η̃(a) = 〈a|S−1|CC〉
= Z(X(a)).

(3.122)

43H2(Z2, U(1)) ∼= Z2 より，時間反転作用には射影表現が存在することに注意．
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ここで

X(a) =
S2(a,Ta)× [0, 1]

(x, 0) ∼ (−x, 1)
(3.123)

である [TY16b](導出はApp. Dを参照)．
よって η̃(a)は次のように書ける:

η̃(a) = TrV (S2(a,Ta))PS2 . (3.124)

ここで V (S2(a, a′))は，二つのエニオン a, a′ ∈ Cをそれぞれ (1, 0, 0)と (−1, 0, 0)に挿入し
た S2 上のベクトル空間を表し，

PS2 : V (S2(a, a′)) → V (S2(Pa′,Pa)) = V (S2(Ta′,Ta)) (3.125)

は，S2 における反転作用 (nx, ny, nz) 7→ (−nx, ny, nz) に伴う作用素である．ただし S2 =

{~n = (nx, ny, nz) | |~n| = 1}としている．
ここで a′ = Taと置くと，PS2 は

PS2 : V (S2(a,Ta)) → V (S2(a,Ta)) (3.126)

となる. ここで

dimV (S2(a,Ta)) =

1 a = Ta,

0 a 6= Ta
(3.127)

に注意すると a = Taなる a ∈ Cに対して

η̃(a) ∈ U(1) (3.128)

となり，a 6= Taなる a ∈ Cに対して
η̃(a) = 0 (3.129)

となる事がわかる．さらに [Ori25b]で a = Taなる a ∈ Cに対して

η̃(a) ∈ {±1} (3.130)

が示された44．
まとめると，クロスキャップ状態の係数について次のことがわかった:

44±1に値を取るのは自明なようであるが，それは，反転という Z2 の V (S2(a,Ta))への作用が射影表現に
はならないという非自明な仮定を置いていることになる．
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η̃(a) =

±1 a = Ta

0 a 6= Ta
(3.131)

現在, a = Taなる a ∈ Cに対して，このクロスキャップ状態の係数 η̃(a)と対称性の分数
化 η(a)は同じものであると理解されている [BBCW14, TY16b, WL16].そこで，この先は断
りのない限りクロスキャップ状態の係数 η̃(a)も η(a)と書く．すなわち

a = Taである a ∈ Cに対して
局所クラマース縮退 T 2

a

=クロスキャップ状態の係数 η̃(a)

=対称性の分数化 η(a) = ηa(T,T)

(3.132)

3.4.3 アノマリー流入とアノマリー公式

アノマリー流入 アノマリーの分類に関して，広く信じられている次の予想がある:

{d次元時空のアノマリー} = {d+ 1次元時空の SPT相}. (3.133)

ここで SPT相とは, Symmetry Protected Topological Phaseのことであり，全ての空間に
アサインするベクトル空間の次元が 1であるような TQFTのことである．上式の主張は, d

次元時空M 上の理論のアノマリーは，M を境界に持つような d + 1次元時空N の SPT相
で打ち消すことができるということである．
そうした TQFTには非自明なエニオンは存在せず，その情報を指定するのは時空構造や

対称性という構造付きの多様体である．それゆえ d次元のH 構造付き G対称 SPT相の分
類は

ΩH
d (BG)

を参照すれば良い45. 例えば 4次元フェルミオニックな SU(2)ゲージ理論のアノマリーが知
りたければ

ΩSpin
5 (BSU(2)) ∼= Z2

を見ればよく,実際このボルディズムに対応する SPT相はWittenアノマリーを相殺すること
が知られている．

45非摂動アノマリーについてはこの主張は正しいが，より正確には，そのアンダーソン双対を参照しないと
摂動アノマリーの情報は見ることができない．詳しくは e.g. [川 24]

73

Soryushiron Kenkyu



Relative QFT 実は上で述べた概念はより一般的な Relative QFTという概念の一部である
と言える [FT12]46．d+ 1次元 TQFTの定義を思い出すと d次元の空間にはベクトル空間を
アサインするのであった．特に d + 1次元の SPT相に対応する TQFT(すなわち可逆場の理
論)を考えるとMdには V (Md)をアサインする．アノマリー流入の主張は時空全体で評価
したと思っていた分配関数Z(Md)は実はさらに一次元高い TQFTがMdにアサインする一
次元ベクトル空間の元である，ということである．すなわち

Z(Md) ∈ V (Md) = ZBulk(Md). (3.134)

我々はそのベクトル空間に住む物理的状態について位相の不定性は許すことを思い出すと，
アノマリーを持つMd上の理論は，さらに一次元高いTQFTがMdにアサインする一次元ベ
クトル空間に住む状態であり，その立場に立つと位相の不定性は自然に感じる．このように
一次元高いバルクの理論と境界の理論を合わせてwell-definedであるような場の理論を一般
に Relative QFTと呼び，2.2.2で扱った Chern–Simons,Wess-Zumino–Witten対応もその一例
と言える．逆に RelativeでないQFTをAbsolute QFTと呼ぶ．

時間反転対称性のアノマリー 我々の扱う時間反転対称性のある 3次元理論に現れるアノ
マリーは 4次元の SPT相を見ればよい．我々が調べるべきは 3次元ボゾニックな時間反転
対称な理論であるから，次のボルディズムを参照すれば良い:47

ΩO
4 (pt)

∼= Z2 × Z2. (3.135)

すなわち，time-reversalに対応する SPT相 (に対応する 4次元多様体)は二種類ある．その
多様体はRP4,CP2であり，対応する SPT相の分配関数は次式で与えられることが知られて
いる:

ZCY(CP2) =
1

D
∑
a

d2aθ(a), ZCY(RP4) =
1

D
∑
a

daη(a)θ(a). (3.136)

ここでCYと書いているのはCrane–Yetterの意味である．本修士論文で扱うTQFTは3次元の
Reshetikhin–Turaev TQFTであるが，それに対応するバルクのTQFTは 4次元のCrane–Yetter

TQFTであることが知られている.その意味で他のところに出てきているZとは関手として
異なるため，それらを区別するためのものである．また，ΩO

4 (pt)
∼= Z2 × Z2.から分かるよ

うにこれらは {±1} ∼= Z2に値を取る．48

これらの分配関数が我々の扱う理論のアノマリーの分類を与えるわけであるが，さらに
46Relativisticとは大きく異なる概念であることに注意．
47ΩO

4 (pt)
∼= ΩSO

4 (BZ2, ρ)という事実が背後にある．ここで ρは時間反転作用を表すための twistを encode

している．詳しくは [Kap14]を見よ．
48ZCY(RP4) ∈ Z2はまともな TQFTなら従うが微妙な問題でもあり，H3障害が消えるための必要条件の一

部としても解釈される [BC17].
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これらの積には非自明な制限がかかることを説明する.

時間反転対称性に関するアノマリー公式は次式で与えられる:

ZCY(CP2) · ZCY(RP4) = θM. (3.137)

ここで θMはクロスキャップ状態

|CC〉 =
∑
a

Ma |a〉 (3.138)

のデーンツイストから出る位相である. クロスキャップ状態にデーンツイストを施すと

T |CC〉 =
∑
a

Maθ(a) |a〉 (3.139)

となるが，デーンツイストによりこの多様体のトポロジーは変わらないことからこれは元と
同じ状態を定める [BBJ+16, TY16a]:∑

a

Maθ(a) |a〉 ∝
∑
a

Ma |a〉 . (3.140)

すなわち，Ma 6= 0なる全ての a ∈ Cに対して θ(a) = const.となることがわかる．そこで，

M := {a ∈ C |Ma 6= 0} (3.141)

と定め，a ∈ Mに対する θ(a)を θMと書いている．可換エニオン系の時，Mは次のように
言い換える事ができる [Ori25b]:

M := {a ∈ A | B(a, b) = η(b)が全ての b ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ．}. (3.142)

このアノマリー公式を導こう.
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ZCY(CP2) · ZCY(RP4) =
1

D
∑
c

d2cθ(c) ·
1

D
∑
b

dbη(b)θ(b)

=
1

D2

∑
a,b,c

dcN
a
cbdaθ(c)θ(Tb)η(b)

=
1

D
∑
a,b,c

daθ(a)η(b) ·
1

D
N c
ab

θ(c)

θ(a)θ(b)
dc

=
1

D
∑
c

daθ(a)Sabη(b)

=
1

D
∑
a

daθ(a)Ma.

(3.143)

ここでMa 6= 0なる全ての a ∈ Cに対して θ(a) = const.となることからこれは次のようにか
ける:

1

D
∑
a

daθ(a)Ma = θM

∑
a daMa

D
. (3.144)

ここでその右辺について ∑
a daMa

D
=

∑
a,b

da
D
Sabη(b)

=
∑
a,b

S1aSabη(b)

=
∑
b

δ1bη(b)

= 1

(3.145)

より
1

D
∑
a

daθ(a)Ma = θM. (3.146)

以上より
ZCY(CP2) · ZCY(RP4) = θM (3.147)

を得る．
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第II部 時間反転対称な位相的場の理論のこれから

4 アノマリー公式の拡張
この章では，[Ori25c]で導出されたアノマリー公式の一般化について解説する.また，Sec. 4

では可換エニオン系に焦点を当てて議論する．

4.1 ラグランジアン部分群
4.1.1 トポロジカル境界条件

さて，TQFTの定義を思い出してみよう．するとある時刻のタイムスライスにおいては空間
的境界はないものしか考えることができないことに気づく．ところが，物理的には境界付
きの空間を扱う枠組みが欲しい．TQFTの枠組みに対して整合的な，すなわちトポロジーを
変えない範囲で自由に動かすことのできる境界をポロジカル境界条件 (topological boundary

condition, gapped boundary condition)と呼ぶ 49. ここで，モジュラーテンソル圏 Cが与えら
れた時，トポロジカル境界条件が存在するかどうかは非自明な問題であることに注意しよ
う．ここで可換エニオン系，非可換エニオン系に対してのトポロジカル境界条件の存在の必
要十分条件をリストアップしておく [KKO+22](表 4.1).

可換エニオン系 非可換エニオン系

ラグランジアン部分群 ラグランジアン代数

可換 Dijkgraaf–Witten理論 Tiraev–Viro理論 / Drinfeld中心

高次中心電荷の自明性 ?

Table 4.1: 可換/非可換エニオン系におけるトポロジカル境界条件の存在の必要十分条件

与えられた TQFTがトポロジカル境界条件を持つかどうかの判定は、TQFTにおける中
心的な興味の一つである．可換エニオン系の場合、この問題に対する必要十分条件に次のよ
うなものが知られている [KS10, FSV12]:

49正確にはモジュラーテンソル圏 C に対するトポロジカル境界条件とは，左 C–加群圏のことである．
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トポロジカル境界条件の存在の必要十分条件は，ラグランジアン部分群の存在である．

ここで，ラグランジアン部分群 (Lagrangian subgroup)とは次を満たす部分群 L ⊂ Aの
ことである：

L ⊂ Aが以下を満たすときラグランジアン部分群と呼ぶ：

• θ(a) = 1 (∀ a ∈ L)，

• B(a, b) = 1 (∀ a, b ∈ L)，

• |L|2 = |A|，

• 任意の a ∈ A \ Lに対して，ある b ∈ Lが存在し B(a, b) 6= 1．

直感的には，トポロジカル境界条件は非自明な TQFTと自明な TQFTとの境界とみなす
ことができる．ラグランジアン部分群とは，エニオン凝縮によって理論が自明になる可換エ
ニオンの部分群のことである．したがって，エニオン系がそのような部分群を持つならば，
部分群に含まれるエニオンを時空全体の部分空間で凝縮させることでトポロジカル境界条
件を構成できる．
よって，トポロジカル境界条件の存在を確かめる問題はラグランジアン部分群を見つけ

る問題に帰着する．しかし，そのような部分群を見つけることは一般には容易ではない．そ
のため，次節で紹介するような，計算可能な不変量を用いたトポロジカル境界条件の存在の
判定がなされている．

|A|が奇数の場合： [LT18]では，|A|が奇数である任意の時間反転対称な可換エニオン系
はゲージ理論として実現できることが示された。したがって，そのような系はトポロジカル
境界条件を持つ．従って，これから述べることに本質的に新規性はないが将来の応用のため
にここでいくつかの事項を示しておく．以下しばらく，|A|が奇数であることを仮定する．
我々は次を示す：

Mは |A|が奇数であるような可換エニオン系に対するラグランジアン部分群である．

まず，次の命題を証明する：

Ker(1− T) = Im(1 + T). (4.1)

包含関係
Im(1 + T) ⊂ Ker(1− T) (4.2)
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は明らかである．次に a ∈ Ker(1 − T)を取る．|A|が奇数のとき，任意の a ∈ Aはある一
意的な b ∈ Aに対して a = 2bと書ける。これを a/2と書き，

a =
a

2
+
a

2
=
a

2
+

Ta
2

= (1 + T)a
2
∈ Im(1 + T) (4.3)

が成り立つ。よって，
Ker(1− T) ⊂ Im(1 + T) (4.4)

が従い，結論として
Ker(1− T) = Im(1 + T) (4.5)

を得る。

次に，以下を示す：

M = Im(1 + T). (4.6)

まず，a ∈ Ker(1− T)に対して η(a) = 1を示すのは容易である：

η(a) = η
(a
2
+
a

2

)
= η

(a
2

)2

= 1. (4.7)

ここでは，a ∈ Ker(1 − T) なら a/2 ∈ Ker(1 − T) であること，η が準同型であること，
η(a) ∈ {±1}であることを用いた。よってMの任意の元 aについて，

B(a, b) = η(b) = 1 (∀ b ∈ Ker(1− T)) (4.8)

が成り立つ．
直交関係

Ker(1− T) = [ Im(1 + T) ]⊥ (4.9)

を用いれば，
M ⊂ Im(1 + T) (4.10)

を得る. 逆に，a ∈ Im(1 + T)なら直交関係から

Im(1 + T) ⊂ M (4.11)

が従う. したがって，
M = Im(1 + T) (4.12)

が示された.
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次に，
θM = 1 (4.13)

を示す. 任意の a ∈ Aについて，

θM = θ((1 + T)a) = B(a,Ta) θ(a) θ(Ta) = η((1 + T)a)−1 = 1, (4.14)

ここでは式 (3.65)の整合条件を用いた.

以上より，
L := Im(1 + T) = Ker(1− T) = M (4.15)

と定義すれば，一つ目と二つ目のラグランジアン部分群である条件は θM = 1およびKer(1−
T) ⊥ Im(1− T)から直ちに従う.

三つ目の条件は恒等式

|A| = |Ker(1− T)| · |Im(1− T)| (4.16)

から従う.

四つ目の条件：a ∈ A \ Im(1 + T) = A \ Lに対し，b ∈ L = Ker(1 − T)で B(a, b) 6= 1

が存在することについては，もし任意の b ∈ Lで B(a, b) = 1ならば，

a ∈ Ker(1− T)⊥ = Im(1 + T) (4.17)

となり，a /∈ Im(1 + T)と矛盾する. 以上より，|A|が奇数のとき，Mがラグランジアン部
分群である事が従う．

4.1.2 カイラル中心電荷と高次中心電荷

モジュラーテンソル圏の持つ情報の一つであるカイラル中心電荷はトポロジカル境界条件
の存在の必要条件としても知られている:

トポロジカル境界条件が存在するためには c− ≡ 0 mod 8が必要である.

時間反転対称性のもとでは，c− は

c− ≡ 0, 4 mod 8 (4.18)
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のいずれかに値を取る:．これは次の計算からわかる50：

e2πic−/8 =
1

|A|1/2
∑
a∈A

θ(a)

=
1

|A|1/2
∑
a∈A

θ(Ta)

=
1

|A|1/2
∑
a∈A

θ(a)

= e−2πic−/8,

(4.19)

特に |A|が奇数の場合，
c− ≡ 0 mod 8 (4.20)

である．これはそのような理論がゲージ理論として実現できることからも理解できる [LT18]．
しかし，上の条件はあくまで必要条件であり十分条件ではない. カイラル中心電荷を拡張し
た不変量として高次中心電荷（Higher central charge)が知られている. この不変量は数学者
により定義され [NSW18, NRWZ20],後に物理的解釈として，可換エニオン系におけるトポ
ロジカル境界条件の存在の必要十分条件を与えることが示された [KKO+22].

その定義は次の通りである：

ξn :=

∑
a∈A

θ(a)n∣∣∣∣∣∑
a∈A

θ(a)n

∣∣∣∣∣
, (4.21)

ただし n ∈ Nは
gcd

(
n,

2|A|
gcd(n, 2|A|)

)
= 1 (4.22)

を満たす.

この時，次の事実がある51:

可換エニオン系が境界を持つための必要十分条件は，上の条件を満たす全ての nについ
て ξn = 1となることである．

また，
ξn = ξn+2|A| (4.23)

50非可換エニオン系の場合も同様の計算で示す事ができる．
51非可換エニオン系に対しては成り立たないことに注意．
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が成り立つので，高次中心電荷の計算は有限個に落ち着く．この不変量は従来のラグランジ
アン部分群の特定の代替手段となる．本修士論文では以降，

Nc :=

{
n ∈ N

∣∣∣∣ gcd(n, 2|A|
gcd(n, 2|A|)

)
= 1

}
(4.24)

と書く．すなわち，高次中心電荷 ξn は n ∈ Nc に対してのみ定義される．

4.2 アノマリー公式の一般化
4.2.1 公式の主張

時間反転対称性に対するアノマリー公式は次式で与えられる [BBJ+16, WL16, Ori25b]:

Z(RP4)Z(CP2) = θM. (4.25)

この式は可換エニオン系では次のように書ける:

1

|A|1/2
∑

a∈Ker(1−T)

θ(a)η(a) · 1

|A|1/2
∑
a∈A

θ(a) = θM. (4.26)

さらに，その左辺は次のように書き直せる:∑
a∈Ker(1−T)

θ(a)η(a)∣∣∣∣∣ ∑
a∈Ker(1−T)

θ(a)η(a)

∣∣∣∣∣
·

∑
a∈A

θ(a)∣∣∣∣∑
a∈A

θ(a)

∣∣∣∣ . (4.27)

ここから高次中心電荷

ξn :=

∑
a∈A

θ(a)n∣∣∣∣∑
a∈A

θ(a)n
∣∣∣∣ (4.28)

を含むような一般化を考えたい．そこで次の量

ηn :=

∑
a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n
∣∣∣∣∣ ∑
a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣
(4.29)

を導入し ηn · ξnをアノマリー公式の一般化として定義する．この式について次が成り立つ
ことを見ていく:
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ηn · ξn =

∑
a∈En

θ(a)n∣∣∣∣ ∑
a∈En

θ(a)n
∣∣∣∣ . (4.30)

ただし，Enを次のように定義した.

En :=
Imn(1 + T)
Im(1 + T) –トーサー (4.31)

で次を満たす:

B(a, nb) = η(nb)が全ての a ∈ En に対して成り立つ. (4.32)

ここで Imn(1 + T)の定義は次式である:

Imn(1 + T) := {a ∈ A | na ∈ Im(1 + T)}. (4.33)

(4.30)を導く前に,Mnを次のように導入する:

Mn :=
{
a ∈ A | B(a, nb) = η(nb)が全ての b ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ

}
. (4.34)

まずMnを含む形で公式を導き,そこから Enを含む形に変形する.

ここで nは集合 Ncからとっていることに注意しよう.このアノマリー公式は, ξn同様,

n ∈ Ncなる nに対してのみ定義される.

4.2.2 公式の導出

導出の準備として,次の三つの事実を示す:

• ηnは次の形を取る:

ηn =

1 nが偶数,
Z(RP4) nが奇数.

(4.35)

• 次式が成り立つ:∣∣∣∣∣∣
∑

a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣∣ =
|Ker(1− T)| nが偶数
|A|1/2 nが奇数

. (4.36)
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• M̃n,aを次のように定義する:

M̃n,a :=
∑

b∈Ker(1−T)

B(−a, nb)η(nb). (4.37)

その時，M̃n,aは次を満たす:

M̃n,a =

|Ker(1− T)| a ∈ Mn,

0 a /∈ Mn.
(4.38)

(4.35) : nが偶数の時, n = 2n′とすると:(
θ(a)η(a)

)2n′
=

(
θ(a)2η(a)2

)n
=

(
θ(a)θ(Ta)

)n
= 1. (4.39)

nが奇数の時, n = 2n′ + 1とすると:(
θ(a)η(a)

)2n′+1
=

(
θ(a)η(a)

)2n′
θ(a)η(a) = θ(a)η(a). (4.40)

それゆえ, 4.35が従う．

(4.36) : nが偶数の時,与式は次のようになる:∣∣∣∣∣∣
∑

a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣∣ =
∑

a∈Ker(1−T)

1 = |Ker(1− T)|. (4.41)

nが奇数の時,与式は次のようになる:∣∣∣∣∣∣
∑

a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∑
a∈Ker(1−T)

θ(a) η(a)

∣∣∣∣∣∣ = |A|1/2 · |Z(RP4)| = |A|1/2. (4.42)

(4.38) : 次の事実を使う:

写像 ρnB,a : Ker(1− T) → U(1), ρnη : Ker(1− T) → {±1}を次で定義する:

ρnB,a(b) := B(a, nb), (4.43)

ρnη (b) := η(nb). (4.44)
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するとこれらは準同型であるから，有限可換群 Ker(1−T)の一次元表現 (指標)を定める.

M̃n,aは次のように書ける:

M̃n,a =
∑

b∈Ker(1−T)

ρnB,a(b) ρ
n
η (b). (4.45)

すると指標の直交性より,次が従う:

M̃n,a =

|Ker(1− T)| ρnB,a = ρnη ,

0 ρnB,a 6= ρnη .
(4.46)

定義より
ρnB,a(b) = B(a, nb), ρnη (b) = η(nb). (4.47)

すると ρnB,a = ρnη と次が同値であることが分かる:

B(a, nb) = η(nb)が全ての b ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ, (4.48)

すなわち, a ∈ Mn. それゆえ，次の結論を得る:

M̃n,a =

|Ker(1− T)| a ∈ Mn,

0 a /∈ Mn.
(4.49)

さて，ここから次の式を導く:

ηn · ξn =

∑
a∈Mn

θ(a)n∣∣∣∣ ∑
a∈Mn

θ(a)n
∣∣∣∣ . (4.50)

そこで，上で導いた二つの事実を使う:

• ∣∣∣∣∣∣
∑

a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣∣ =
|Ker(1− T)| nが偶数,
|A|1/2 nが奇数.

(4.51)
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•

M̃n,a =

|Ker(1− T)| a ∈ Mn,

0 a /∈ Mn.
(4.52)

左辺を変形すると

ηn · ξn =

∑
a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n
∣∣∣∣∣ ∑
a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣
·

∑
b∈A

θ(b)n∣∣∣∣∑
b∈A

θ(b)n
∣∣∣∣

=
1∣∣∣∣∣ ∑

a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∑
b∈A

θ(b)n
∣∣∣∣

∑
a∈Ker(1−T)

∑
b∈A

(
θ(a) η(a) θ(b)

)n
.

(4.53)

ここで， ∑
a,b∈A

(
θ(a) η(a) θ(b)

)n
=

∑
a,b∈A

(
θ(a+ b)B(−a, b) η(a)

)n
=

∑
a,c∈A

(
θ(c)B(−a, c− a) η(a)

)n
=

∑
a,c∈A

(
θ(c)B(a, a)B(−c, a) η(a)

)n (4.54)

であるが，a ∈ Ker(1− T),すなわち Tna = naに注意すると

B(a, a)n = B(a, na)

= B(a,Tna)
= B(a,Ta)n

= η
(
− (1 + T)a

)n
= η

(
− n(1 + T)a

)
.

(4.55)
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以上より，次式を得る:∑
a,b∈A

(
θ(a) η(a) θ(b)

)n
=

∑
a,b∈A

(
θ(a+ b)B(−a, b) η(a)

)n
=

∑
a,c∈A

θ(c)nB(−c, na)η(na)η
(
− n(1 + T)a

)
=

∑
a,c∈A

θ(c)nB(−c, na)η(−Tna)

=
∑
c∈A

θ(c)n
∑

a∈Ker(1−T)

B(−c, na)η(na)

=
∑
c∈A

θ(c)n · M̃n,c

= |Ker(1− T)|
∑
c∈Mn

θ(c)n.

(4.56)

ここで M̃n,cの表式 (4.49)を使った.

これを (4.53)に代入して，次式を得る:

ηn · ξn =
|Ker(1− T)|∣∣∣∣∣ ∑

a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∑
b∈A

θ(b)n
∣∣∣∣
·
∑
c∈Mn

θ(c)n. (4.57)

ここで ∣∣∣∣∣∣
∑

a∈Ker(1−T)

(
θ(a) η(a)

)n∣∣∣∣∣∣ =
|Ker(1− T)| nが偶数,
|A|1/2 nが奇数

(4.58)

に注意して，次式を得る:

ηn · ξn =


1∣∣∣∣∣ ∑a∈A
θ(a)n

∣∣∣∣∣
·
∑

a∈Mn θ(a)n nが偶数,

|Ker(1−T)|

|A|1/2·

∣∣∣∣∣ ∑a∈A
θ(a)n

∣∣∣∣∣
·
∑

a∈Mn θ(a)n nが奇数.
(4.59)

|ηn · ξn| = 1に注意すると

∣∣∣∣∣ ∑
a∈Mn

θ(a)n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∑
a∈A

θ(a)n
∣∣∣∣ nが偶数,

|A|1/2·

∣∣∣∣∣ ∑a∈A
θ(a)n

∣∣∣∣∣
|Ker(1−T)| nが奇数.

(4.60)
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すなわち

ηn · ξn =

∑
a∈Mn

θ(a)n∣∣∣∣ ∑
a∈Mn

θ(a)n
∣∣∣∣ (4.61)

となり，示すべき式が得られた.

次元からの洞察

Mnの構造の詳細に立ち入る前に，その意味をベクトル空間の次元の観点からコメントして
おこう．[BBJ+16]の式 (143)で示されているように, Σn(a1, . . . , ak)にアサインされるベクト
ル空間の次元は次式で与えられる:

dim
(
V
(
Σn(a1, . . . , ak)

))
=

1

|A| 2−k
2

∑
b∈Ker(1−T)

B
(
− (a1 + · · ·+ ak), b

)
η(nb). (4.62)

ここでΣn(a1, . . . , ak)は n個のクロスキャップとエニオン a1, . . . , akでラベルされた k個の
punctureのある向き付け不可能曲面を表している．
ここで次の制限をかける:

a1 + · · ·+ ak = na. (4.63)

すると次元の表式は次のようになる:

dim
(
V
(
Σn(a1, . . . , ak)

))
=

1

|A| 2−k
2

∑
b∈Ker(1−T)

B(−a, nb) η(nb) = 1

|A| 2−k
2

M̃n,a. (4.64)

この観点からするとMnのような集合と同定できる:

Mn =
{
a ∈ A

∣∣ dim
(
V
(
Σn(na)

))
6= 0

}
. (4.65)

この議論は少し一般化することができる. Σn,m(a1, . . . , ak)をm個のクロスキャップとエ
ニオン a1, . . . , akでラベルされた k個の punctureに次のような制限がかかった向き付け不可
能曲面とする:

a1 + · · ·+ ak = na,

n ≡ m mod 2.
(4.66)
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すると η(a) ∈ {±1}である事実から次が従う:{
a ∈ A

∣∣ dim
(
V
(
Σn(a1, . . . , ak)

))
6= 0

}
=

{
a ∈ A

∣∣ dim
(
V
(
Σn,m(a1, . . . , ak)

))
6= 0

}
.

(4.67)

n = 1の場合 [Ori25b]の主結果の一つは次式である:

dim
(
V
(
Σ1(a)

))
= dim

(
V
(
RP2(a)

))
∈ Nが全ての a ∈ Mに対して成り立つ． (4.68)

この意味で,ベクトル空間の次元の観点からしてもMnはMの自然な一般化と言える.

Dyckの定理 上で見た事実 (4.67)には幾何学的解釈が与えられる. Dykeの定理 [Fa99]によ
ると,向き付け不可能性を保つ範囲で，二つのクロスキャップは一つのハンドルに置き換え
ることができる.例えば,

RP2#RP2#RP2 ∼= RP2#T 2,

RP2#RP2#RP2#RP2 ∼= RP2#RP2#T 2 ∼= KB#T 2.
(4.69)

ここでKBはクラインボトルである. それゆえ,ベクトル空間の次元に関する結果がクロス
キャップの個数の偶奇によるのは結果と言える.

4.2.3 Mnの構造

Mnの表式: ここで Imn(1 + T)を次のように定義する:

Imn(1 + T) := {a ∈ A | na ∈ Im(1 + T)}. (4.70)

この定義から次が従う:

Mnの表式は次式で与えられる:

Mn := Imn(1 + T) –トーサー. (4.71)

であって，次が満たされる:

B(a, nb) = η(nb)が全ての b ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ. (4.72)

この構造を示すために,次の事実を確かめる:

• a ∈ Mn，b ∈ Imn(1 + T)が b+ a = aを満たすならば, b = 0が成り立つ.
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• 全てのa, b ∈ Mnに対して，ある c ∈ Imn(1+T)が存在し，a = b+c ,すなわち c = a−b
が成り立つ.

一つ目は自明である.

二つ目について見ていこう．a, b ∈ Mnに対して次が成り立つ:B(a, nd) = η(nd)

B(b, nd) = η(nd)
が全ての d ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ. (4.73)

上二式を辺々割って次を得る:

B(a− b, nd) = B(n(a− b), d) = 1が全ての d ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ.

Bの非退化性から次が従う:

n(a− b) ∈ Ker(1− T)⊥ = Im(1 + T)． (4.74)

そこで c := a− b ∈ Imn(1 + T)と定めることで結論を得る．

和に関する制限 Mnが Imn(1+T)上のトーサーであるという事実から,次の制限を導出す
ることが出来る:

a+ b ∈ Imn(1 + T)が全ての a, b ∈ Mn に対して成り立つ. (4.75)

トーサー構造から a− b ∈ Imn(1 + T)が従い,そこから 2a ∈ Imn(1 + T)ならば a + b =

2a+ (b− a) ∈ Imn(1 + T)が成り立つ.それゆえ 2a ∈ Imn(1 + T)を示せば十分である．
a ∈ Mnとすると全ての b ∈ Ker(1− T)に対して次が成り立つ:

B(a, nb)2 = η(nb)2 = 1. (4.76)

ここで η(nb) ∈ {±1}を使った. 一方, Bの双線形性より,左辺は次のように変形できる:

B(a, nb)2 = B(2a, nb) = B(2na, b). (4.77)

従って,

B(2na, b) = 1が全ての b ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ. (4.78)

ここでBの非退化性から

2na ∈ Ker(1− T)⊥ = Im(1 + T), (4.79)
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すなわち，
2a ∈ Imn(1 + T) (4.80)

となり，和に関する制限が導かれた．

Taに関する制限 さらに次のような事実を導くことができる:

Ta ∈ Mn が全ての a ∈ Mn に対して成り立つ. (4.81)

これは次のように示すことができる:

B(Ta, nb) = B(a,−Tnb)
= η(−Tnb)
= η(nb)が全ての b ∈ Ker(1− T)に対して成り立つ.

(4.82)

4.2.4 アノマリー公式と高次中心電荷

よりMnの構造について理解するために,次を定義する:

Enを次のように定義する.

En :=
Imn(1 + T)
Im(1 + T) -トーサー (4.83)

で次を満たす:

B(a, nb) = η(nb)が全ての a ∈ En に対して成り立つ. (4.84)

すると次が従う:

θ(a)nは En上well-definedである. (4.85)

ここでは次の事実を使う:

• B と ηに関する制限式 3.65:

B(a,Ta) η((1 + T)a) = 1が全ての a ∈ Aに対して成り立つ. (4.86)

• Tの反ユニタリー性:

θ(a) θ(Ta) = 1が全てての a ∈ Aに対して成り立つ. (4.87)
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• a ∈ Mnより,次式が成り立つ:

η(−n(1 + T)c)B(a, n(1 + T)c) = 1が全ての c ∈ Aに対して成り立つ. (4.88)

上記の事実より

θ(b)n

θ(a)n
=

(
θ(a+ (1 + T)c)

θ(a)

)n

=

(
θ(a) θ((1 + T)c)B(a, (1 + T)c)

θ(a)

)n

= (θ((1 + T)c)B(a, (1 + T)c))n

= (θ(c) θ(Tc)B(c,Tc)B(a, (1 + T)c))n

= (η(−(1 + T)c)B(a, (1 + T)c))n

= η(−n(1 + T)c)B(a, n(1 + T)c)
= 1

(4.89)

と変形できるため，トポロジカルスピンのwell-definednessが示された．
さらに,トポロジカルスピンに値について θ(a)nは次のように制限がかかる:

θ(a)n ∈ {±1}が全ての a ∈ En に対して成り立つ. (4.90)

式 (4.81)より,次式を得る:

θ(a)n = θ
(
a− (1 + T)a

)n
= θ(−Ta)n = θ(Ta)n = θ(a)n, (4.91)

すなわち
(θ(a)n)2 = 1. (4.92)

よって上の主張が成り立つ. アノマリー公式の表式と θ(a)nのwell-definednessを思い出すと,∑
a∈Mn

θ(a)n = |Im(1 + T)| ·
∑
a∈En

θ(a)n (4.93)

であるから，次式が従う:

ηn · ξn =

∑
a∈En

θ(a)n∣∣∣∣ ∑
a∈En

θ(a)n
∣∣∣∣ . (4.94)
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上の式と式 (4.35)から,次式を得る:

ξn =



∑
a∈En

θ(a)n∣∣∣∣ ∑
a∈En

θ(a)n
∣∣∣∣ nが偶数,

Z(RP4) ·

∑
a∈En

θ(a)n∣∣∣∣ ∑
a∈En

θ(a)n
∣∣∣∣ nが奇数.

(4.95)

元のアノマリー公式とその一般化の比較は表 4.2を見よ.

n = 1 n ∈ Nc

定義


a ∈ A s.t. B(a, b) = η(b)

∀b ∈ Ker(1− T)




a ∈ A s.t. B(a, nb) = η(nb)

∀b ∈ Ker(1− T)


構造 Im(1 + T)–トーサー Imn(1 + T)–トーサー

トポロジカ
ルスピン θ(a) ∈ {±1} ∀a ∈ M θ(a)n ∈ {±1} ∀a ∈ Mn

次元 dim
(
V
(
Σ1(a)

))
6= 0 ∀a ∈ M dim

(
V
(
Σn(na)

))
6= 0 ∀a ∈ Mn

和 2a ∈ Im(1 + T) ∀a ∈ M 2a ∈ Imn(1 + T) ∀a ∈ Mn

公式 Z(RP4) · Z(CP2) = θM ηn · ξn =

∑
a∈En

θ(a)n∣∣∣∣∣ ∑
a∈En

θ(a)n

∣∣∣∣∣
公式の意味 アノマリーへの制限 ?

Table 4.2: MとMn の比較
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5 関手の実現に向けて
この章ではTQFT,特にReshetikhin–Turaev TQFTの構成について解説する．元となるのは向
き付け可能三次元多様体に対する不変量の Reshetikhin–Turaev不変量である．まず節 5.1.1

で不変量構成の大まかな流れとその具体形を与える.節 5.1.2ではいくつかの具体例を計算
してみて，その妥当性を確認する.最後に節 5.2では未だ成功していない上述の構成の向き
付け不可能な場合への拡張の展望を述べる．

5.1 Reshetikhin–Turaev不変量
5.1.1 不変量の構成

まずこの節ではReshetikhin–Turaev不変量の大まかな構成を解説する. 我々は向き付け可能
な閉三次元多様体M に対して 〈 〉 : M → Cなる写像を構成したい．そこで最も重要な次
の定理を紹介する:

Lickorish–Walleceの定理
任意の連結な向き付け可能閉三次元多様体M に対して，ある枠付き絡み目Lが存在し，
Lに沿った手術によって得られる多様体 S3

LはM と同相である: S3
L
∼= M.

ここで

• 絡み目とは L̃ :
⊔m
i=1 S

1
i ↪→ S3のことであり，mを成分数という．成分数が 1の絡み目

を結び目という．ここではその像のことを次のように書くことにする:

L̃ :=
m⊔
i

Li. (5.1)

• 枠付き絡み目とはおおよそ整数のラベル付きの絡み目のことであり，各絡み目の成分
に framing数と呼ばれる整数 ni ∈ Zが与えられているものを考える52:

L :=
m⊔
i

Lni
i . (5.2)

• 手術は三次元多様体から新たな三次元多様体を得る操作であり，以下で解説する.

デーン手術 デーン手術は三次元多様体M とM に埋め込まれた枠付き絡み目 Lから新た
な三次元多様体MLを得る操作である.その手順は次の通りである:

52この整数の選び方と normal bundleの自明化の選び方が対応している．
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• 1: 埋め込まれた絡み目を太らせる,すなわち管状近傍N(L)を考える.

• 2: 管状近傍を考えると，ソリッドトーラスが得られる.このソリッドトーラスの可
縮方向/非可縮方向をそれぞれ緯線/経線と呼ぶ．また，境界のトーラスに framing

数に応じて経線方向にも巻き付いた閉曲線を考える.

• 3: S3からN(L)を取り除いた S3 \N(L)を考える.この時，その境界 ∂(S3 \N(K))

は T 2(の非交和)であることに注意.

• 4: 新たに経線方向のみに一周巻き付いた閉曲線があるソリッドトーラスを考え，手
順 2の閉曲線と貼り合わさるように埋め込む．

• 5: 結果的に元の三次元多様体M と異なる三次元多様体MLが得られる．

図 14を元に具体的に手順を確認する. まず S3に framing数 2の unknot (i.e., S1)が埋め
込まれているとする.この unknotをソリッドトーラスのように太らせて管状近傍N(L)を得
るが，その時に framing数に応じた閉曲線 (赤線)を境界に書き込んでおく．S3からN(L)を
除くと境界は T 2となるが，そこに新たにソリッドトーラスを埋め戻すが，この時，図の赤
線同士が張り合わさるように埋め戻す．そうすると Lに応じて新しい三次元多様体が得ら
れ，これを S3

Lと書く．
ここまでで我々は三次元多様体を絡み目で表示する方法を獲得した．それでは三次元多

様体の不変量を得るには，絡み目の不変量を経由すれば良いことに気づく．そして絡み目の
不変量の評価の手段は節 1.3で導入したモジュラーテンソル圏のデータを用いれば良い．実
際，三次元多様体M ∼= S3

Lに対するRehetikhin–Turaev不変量はモジュラーテンソル圏 Cを
用いて次のように評価される [Tur94]:

RT (C,M) =
e−2πiσ(L)c−/8

Dm+1

∑
a1,···am∈C

da1da2 · · · dam〈L(a1, · · · , am)〉. (5.3)

ただしL :=
⊔m
i L

ni
i とし，〈L(a1, · · · , am)〉は成分数mの絡み目Lをエニオン a1, · · · , am

を用いて評価した不変量，さらに σ(L)は Lの絡み目行列の符号数とする．

5.1.2 具体例

この節では式 (5.3)をいくつかの例で実際に求める．

S2 × S1: まず S2 × S1に対する Reshetikhin–Turaev不変量を計算してみよう．S2 × S1は
framing数 0の unknotで表示されることが知られているため, Reshetikhin–Turaev不変量は次
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Figure 14: 手術の手順

Figure 15: ボロミアン環

のように計算される:

RT (C,M) =
e−2πiσ(L)c−/8

D2

∑
a∈C

da〈L(a)〉

=
e−2πi·0·c−/8

D2

∑
a∈C

d2a

=
D2

D2

= 1.

(5.4)

これは dimV (S2) = 1である事実と整合的である.

T 3: それでは T 3 = S1×S1×S1の場合どうだろうか．もちろんこちらも T 2×S1と書ける
ため dimV (T 2) = |C|が計算されることが分かる．それを具体的に確かめよう．T 3は framing

数 0のボロミアン環 (図 15)で表示されることが知られている．図より絡み目行列は 0とな
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り，σ(L) = 0はすぐに分かる．そこでボロミアン環をエニオンで評価することで次式を得る:

RT (C,M) =
1

D4

∑
a,b,c∈C

dadbdc〈L(a, b, c)〉

=
1

D4

∑
a,b,c∈C

dadbdc ·
dadbdc
d2a

=
1

D4

∑
a

1
∑
b

d2b
∑
c

d2c

=
∑
a

1

= |C|.

(5.5)

ただし, 〈L(a, b, c)〉の計算は図 16を見よ．このように T 3の場合も期待通りの結果を得るこ
とができた．
まとめると次のようになる:

• I:多様体M3を表示する絡み目 Lを特定する．

• II:絡み目を評価するデータであるモジュラーテンソル圏 Cを選択する.

• III:多様体M3の不変量を絡み目の不変量を通じて評価する．この際絡み目をモジュ
ラーテンソル圏で評価するが，そのデータのアサインの仕方全体でも足し合わせる
ことで，アサインの仕方によらない不変量が計算される．

以上がRehsetikhin–Turaev不変量の具体的な構成方法である．次節ではこの不変量から
関手としてのTQFTが構成できるという事実に触れる．またReshetikhin–Turaev不変量はそ
の構成から向き付け可能な多様体にしか適用できない．しかし，筆者はその向き付け不可能
多様体への拡張への可能性も感じている．次節ではそのアイデアを今後の展望として述べる
ことで本修士論文を締めくくる.

5.2 関手の構成
さて我々が本修士論文全体にわたって考えていたのはTQFTの中でも特にReshetikhin–Turaev

型の TQFTであった.この TQFTは 3次元の向き付け可能多様体に対する位相不変量である
Reshetikhin–Turaev不変量から構成できる関手である．したがって向き付け不可能多様体に
対するReshetikhin–Turaev型のTQFTは未だ構成されていない．それでも我々はそうした関
手の存在を仮定して，節 3.4でクロスキャップ状態について考察したように向き付け可能な
場合の知識をうまく組み合わせて問題に挑んできたのである．ところが，筆者はこのクロス
キャップ状態から向き付け不可能多様体に対するReshetikhin–Turaev型の不変量の構成の実
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Figure 16: L(a, b, c)の計算

現の可能性をを強く感じている [Ori25a]．そこでこの節ではReshetikhin–Turaev不変量の構
成とその拡張への展望について論じる．

5.2.1 量子化関手と普遍構成

一般に三次元多様体に対する不変量 Z(M) ∈ Cが与えられた時,この不変量が

(m) : Z(M tM ′) = Z(M)Z(M ′), (i) : Z(−M) = Z(M) (5.6)

の二つの条件を満たす時，量子化関手と呼ばれる関手が一意的に定まり，特にReshetikhin–

Turaev不変量に関してはこれが TQFTを与える関手となっている．この事実について解説
する [BHMV95]. ただし，ここではしばらくZ(M)と書いた時は一般の不変量を表すことと
し，必ずしもReshetikhin–Turaev不変量とは限らないことに注意．まず量子化関手とは次の
ように定義される:

ボルディズム圏からベクトル空間の圏への関手 V : Bord2,3 → VectCが次を満たすとき，
量子化関手 (quantization functor)であるというa:

• I: V (∅) = C.
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V が Iを満たす時，M ∈ Hom(∅,Σ)に対して

Z(M) := V (M)(1) ∈ V (Σ) (5.7)

と書く，Σ = ∅, i.e.∂M = ∅の時は，Z(M) ∈ Cとなることに注意．

• II:任意の閉曲面Σに対し，非退化なエルミート形式 〈 , 〉Σ : V (Σ)× V (Σ) → C
が存在し，M.M ′ ∈ Hom(∅,Σ)に対して

〈Z(M), Z(M ′)〉Σ = Z(M ∪Σ −M ′). (5.8)

aここでの議論は Cから，単位元と共役作用を持つ環 kに対して一般化できるが，ここでは簡単のため
Cに限って議論する．

この時，量子化関手 V から定まる不変量Z(M)が (m), (i)を満たすことは容易にわかる．
ところが，実はその逆も成り立つ:

(m), (i)を満たす閉三次元多様体の不変量から量子化関手が一意的に定まる．

これは非常に強い主張である.適当な三次元多様体に対する不変量が (m), (i)という (少
なくとも筆者にとっては)自然な性質を満たしているだけで TQFTの芽とも言える量子化関
手が一意的に定まるのである．さらに (m), (i)を満たすような不変量 τ が与えられた時，そ
れをもとに量子化関手を一つ与える普遍構成 (universal construction)という構成法が知られ
ている:

閉曲面 Σに対して V(Σ) = spanC{M | ∂M = Σ}とし，V(Σ)上のエルミート形式を
〈M,M ′〉Σ = τ(M ∪Σ −M ′)で定める．ここで

V (Σ) = V(Σ)/{x | ∀y ∈ V(Σ), 〈x, y〉Σ = 0} (5.9)

と置くことで，非退化なエルミート形式

〈 , 〉Σ : V (Σ)× V (Σ) → C (5.10)

が誘導される．M ∈ Hom(Σ,Σ′)に対して V (M) : V (Σ) → V (Σ′)をW 7→ W ∪ΣM と定
めて線形に拡張することで，V は量子化関手となる．

上の事実より，普遍構成で定めた量子化関手を考えれば十分である．さらにこの関手の
うち次を満たすものを TQFTと呼ぶ:
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量子化関手 V が次を満たす時，その量子化関手を TQFTという:

• V (Σ1)⊗ V (Σ2) → V (Σ1 t Σ2), M ⊗M ′ 7→M tM ′が同型．

• V (Σ)が有限次元で，V (Σ) → V (Σ)∗, x 7→ (〈x, 〉Σ 7→ 〈x, y〉Σ)が同型．

上までの議論はリボングラフを含む場合 (エニオンを含む場合)に一般化できることも知
られている．
そこで，我々のセットアップに戻るとReshetikhin-Turaev不変量が (m), (i)を満たすこと

は容易に確かめられ，量子化関手が定まることが分かり，さらにこれがTQFTとなることも
確かめる事ができる．

5.2.2 クロスキャップ状態からの示唆

さて，前節まででReshetikhin–Turaev不変量の構成とそこからTQFTを定義する関手を構成
する流れを説明した．ところがこの不変量は構成から分かるように向き付け可能な三次元多
様体にしか適用できず，向き付け不可能な多様体への拡張は未だ知られていない．しかし，
現状の物理側での知見を用いれば向き付け不可能な多様体に適用できる不変量の構成も夢
ではないと考えている．この節ではその構成のアイデアに触れることで本修士論文の幕を閉
じることとする [Ori25a].

クロスキャップ状態は次式で与えられるのであった:

|CC〉 := Z(MO× S1) =
∑
a∈C

η(a)S |a〉 . (5.11)

よってその係数は
η(a) = 〈a|S−1|CC〉 = Z(X(a)) (5.12)

と計算された D．ここでX(a)は次式で与えられる:

X(a) =
S2(a,Ta)× [0, 1]

(x, 0) ∼ (−x, 1)
. (5.13)

以下，aが挿入されていないものをXと書く．
ここで注意すべきはクロスキャップ状態は向き付け不可能三次元多様体MO × S1を評

価して得られるベクトルであるが，その境界は T 2である．従って，このベクトルは V (T 2)

の元であり，そこからなんとかして物理量を取り出そうという立場にいるということであ
る．決して我々は任意の向き付け不可能多様体を評価する術を知っているわけではなく，向
き付け可能な場合のアナロジーを駆使して計算できる量のみを計算している．そうした現状
の中,物理の文脈で自然に多様体X が現れたわけであるが，驚くべきことに次の定理が 60
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Figure 17: 向き付け不可能な多様体上の TQFTの構成に向けて

年も昔から知られていた [Lic63]:

任意の連結な向き付け不可能閉三次元多様体N に対して，ある枠付き絡み目 Lが存在
し，Lに沿った手術によって得られる多様体XLはN と同相である: XL

∼= M

すなわち向き付け可能な場合の S3に対応する向き付け不可能な場合のビルディングブ
ロックとなる多様体が古くから知られており，それが最近になって物理から自然に現れたの
である．
ところが未だ対応する不変量や TQFTは知られていない．それに対する筆者の考える理

由は，次のようのものであると推察している．まず向き付け可能な場合は適当なモジュラー
テンソル圏を使ってダイアグラムを評価することで不変量が計算できた．ところが向き付け
不可能な場合は，向きの反転に伴ってモジュラーテンソル圏にも自然に群作用が誘導され
た．そうした群構造付きのモジュラーテンソル圏がよく調べられ始めたのはより最近の話
であるため，当時はその自然な拡張ができなかったのではないだろうか．そうした意味で，
向き付け不可能な多様体の手術という幾何的側面の理解にモジュラーテンソル圏に対する
群作用という代数的側面の理解が追いついた現在なら，向き付け不可能な多様体に対する
Reshetikhin–Turaev不変量の構成もできるのではないかというのが筆者の所感であり，今後
取り組むつもりの課題の一つである (図 17)．
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A TQFTとRCFTのバルク境界対応

A.1 基本データの対応
TQFTとRCFTにはバルク境界対応が知られている．その肝となる事実は，TQFTを指定す
るデータと (chiralな)RCFTを指定するデータが共にモジュラーテンソル圏であるというこ
とにある．ここではいくつかの観点からその対応を確認する.

エニオンとプライマリー場 TQFTの基礎概念であるエニオン，トポロジカルスピン等と
RCFTの基礎概念であるプライマリー場，共形ウェイト等は表 A.1のように対応がある．

MTC TQFT RCFT

単純対象 エニオン {a, b, · · · } プライマリー場 {φi | i = 1, 2, · · · }

フュージョン則 a× b =
∑

cN
c
abc φi × φj =

∑
kN

k
ijφk

twist トポロジカルスピン θ(a) 共形ウェイト e2πihk

量子次元 量子次元 da Verlinde loopのVEV

Table A.1: データの対応の例

大まかにいうとエニオンは三次元多様体の中で一次元的広がりを持っているが，それは
二次元の境界上では零次元的な対象でありこれは曲面にプライマリー場が挿入されている
状況と解釈できる (図 18).

Figure 18: バルク境界対応

共形ブロック TQFTが閉曲面Σにアサインするベクトル空間 V (Σ)は対応するRCFTの共
形ブロックの空間と同型であることが知られている.思い出すとトーラス上のベクトル空間/

共形ブロックの空間の次元はそれぞれエニオン/プライマリー場の個数であることからも頷
ける．
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例えば，Level k su(2)アフィン Lie代数に対して,トーラス上の共形ブロックの空間とそ
の基底は次式で与えられる:

H(T 2) :=
k⊕
i=0

Hi, χi(τ) := TrHi
qL0− c

24 , q = e2πiτ . (A.1)

その時，H(T 2)とV (T 2)に対するSL(2,Z)の作用を見ると確かに対応していることがわかる:

χi(−
1

τ
) =

∑
j

Sijχj(τ), χi(τ + 1) = e2πihi · e−2πi c
24χi(τ) (A.2)

S |a〉 =
∑
b

Sab |b〉 , T |a〉 = θ(a) · e−2πi c
24 |a〉 (A.3)

ブレイディングとモノドロミー TQFT(RCFT)における S行列及びRCFTにおけるOPEは
次のように与えられるのであった:

Sab =
1√∑
a d

2
a

∑
c

N c
ab

θ(c)

θ(a)θ(b)
dc, (A.4)

φi(z)φj(0) ∼
∑
k

Ck
ijz

hk−hi−hjφk(0) + · · · . (A.5)

ここで z 7→ z e2πiなる変換を施すことで,次のようにモノドロミーが生じることがわかる．

e2πi(hk−hi−hj) =
e2πihk

e2πihie2πihj
∼ θ(c)

θ(a)θ(b)
. (A.6)

すなわちTQFTで計算されるエニオン同士のブレイディングフェーズ (図 19)はCFTではプ
ライマリー場同士のモノドロミー (図 20)として解釈できることがわかる:

Figure 19: TQFTにおけるブレイディング Figure 20: CFTにおけるモノドロミー
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A.2 Wess–Zumino–Witten模型
この節ではWess–Zumino–Witten模型の定義を述べる．Σを境界のないリーマン面，Gをコ
ンパクトで単連結な Lie群とする．ここでは例としてG = SU(2)を取る．また滑らかな写
像 f : Σ → Gを考える．G = SU(2)について次の事実がある:

X ∈ SU(2)に対して
θ := X−1dX (A.7)

をMaurer–Cartan形式といい，SU(2)上左不変な su(2)値 1次微分形式を定める．
この時

σ :=
1

24π2
Tr(θ ∧ θ ∧ θ) (A.8)

は SU(2)上左不変な体積形式を定め，de Rhamコホモロジー類はH3(SU(2),Z)の生成
元となる．

さて，滑らかな写像 f : Σ → Gに対して次式を考える:

EΣ(f) := −i
∫
Σ

Tr(f−1∂f ∧ f−1∂f). (A.9)

さらに整数 k ∈ Zを固定する．その時，次式で与えられる作用をWess–Zumino–Witten作用
という.

SΣ(f) =
k

4π
EΣ(f)−

ik

12π

∫
M

Tr(f̃−1df̃ ∧ f̃−1df̃ ∧ f̃−1df̃) (A.10)

ここでMは ∂M = Σなる三次元多様体であり，f̃ :M → Gは fの滑らかな拡張である．

f̃ ∗(θ) = f̃−1df̃ (A.11)

に注意．

ここで次の事実が成り立つ.

exp(−SΣ(f))はM や拡張 f̃ の取り方によらず，Σと f : Σ → Gのみによって決まる．

別の拡張M ′と f̃ ′を取る．またM と−M ′を境界Σで貼り合わせて得られる閉三次元多
様体をN としておく．この時，作用の差は

− ik

12π2

(∫
M

Tr(f̃−1df̃ ∧ f̃−1df̃ ∧ f̃−1df̃)−
∫
M ′

Tr(f̃ ′−1df̃ ′ ∧ f̃ ′−1df̃ ′ ∧ f̃ ′−1df̃ ′)

)
. (A.12)
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ここで F : N → Gを F |M = f̃ ,F |M ′ = f̃ ′なるものと定める．すると上の差は

− ik

12π2

∫
N

Tr(F−1dF ∧ F−1dF ∧ F−1dF ) = −2πik

∫
N

F ∗σ (A.13)

とかける．F ∗σ ∈ H3(N,Z)よりこの差は exp(−SΣ(f))には寄与せず，拡張の取り方によら
ないことが示された．
こうして定義されたWess–Zumino–Witten作用は2.2.2で見るように自然にChern–Simons

理論の境界に現れる共形場理論となることが知られている．

B 第一Stiefel–Whitney類

滑らかな多様体 X と、その良い開被覆（good open cover）U = {Ui}i∈I を考える。ここ
で良い開被覆とは、任意の空でない有限交叉

Ui0 ∩ · · · ∩ Uik (B.1)

が可縮であることをいう。Aを可換群とする。
Čech k-コチェインとは、空でない (k + 1)-重交叉に対応する添字集合に対し、

c : {(i0, . . . , ik) | i0 < · · · < ik, Ui0 ∩ · · · ∩ Uik 6= ∅} → A (B.2)

で与えられる写像のことである。この写像全体の集合をCk(U ;A)と書く
ここで微分 δ : Ck(U ;A) → Ck+1(U ;A)は次の式で定義される:

(δc)(i0, . . . , ik+1) =
k+1∑
j=0

(−1)j c(i0, . . . , îj, . . . , ik+1), (B.3)

ただし îj はその添字を省くことを表す。
コチェイン cがコサイクルであるとは δc = 0が成り立つことであり、bというコチェイ
ンが存在して c = δbが成り立つとき、cをコバウンダリー（coboundary）と呼ぶ。
Čechコホモロジー群 Ȟk(U , A)は、コサイクル全体をコバウンダリー全体で割った商群
として定義される：

Ȟk(U , A) = ker(δ : Ck(U ;A) → Ck+1(U ;A))
im(δ : Ck−1(U ;A) → Ck(U ;A))

. (B.4)
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最後に、U が良い被覆である場合には、Čechコホモロジーは特異コホモロジーと一致し、

Ȟk(U , A) ∼= Hk(X;A), (B.5)

が成り立つ。

向き付け可能性 P を滑らかな多様体M 上の主O(n)束とし，その変換関数をO(n)に値
をとる族 {gij}とする．このとき，

det(gij) : Ui ∩ Uj → {±1} ∼= Z2 (B.6)

は Z2-値の Čech 1-コサイクルを定める53．
そこで，第一 Stiefel–Whitney類は，この Čech 1-コサイクルのコホモロジー類として

w1(P ) := [{det(gij)}] ∈ H1(M,Z2) (B.7)

と定義される．
この類は，P の構造群をO(n)から SO(n)へ縮約することが可能かどうかの障害となる．

w1(P )が非自明であることはM が向き付け不可能であることを意味する．

C 可換エニオン系におけるH3障害の自明性の証明

C.1 可換エニオン系のデータ
節 1.3, 3.2にてモジュラーテンソル圏のデータを用いてエニオン系とエニオン系への時間反
転作用の定義をしたが，可換エニオンを扱う場合，F,R-シンボルやゲージ変換が全てU(1)

値になり，より簡潔に議論できる．そこでこの節では時間反転作用の導入からH3障害の導
入，自明性の証明を可換エニオン系に限って議論する.

次の写像を定義する:

F–シンボルとR–シンボル

F : A×A×A → U(1), (C.1)

R : A×A → U(1) (C.2)

で次の条件を満たす:

53det(gij) · det(gjk) · det(gki) = det(gijgjkgki) = 1が成り立つことから分かる．
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五角関係式

F (a, b, c+ d)F (a+ b, c, d) = F (b, c, d)F (a, b+ c, d)F (a, b, c), (C.3)

六角関係式

R(a, b+ c) = F (a, b, c)−1R(a, b)F (b, a, c)R(a, c)F (b, c, a)−1, (C.4)

R(a+ b, c) = F (a, b, c)R(b, c)F (a, c, b)−1R(a, c)F (c, a, b). (C.5)

Rについて,トポロジカルスピンと braidingは次式で与えられる:

θ(a) = R(a, a), B(a, b) = R(b, a)R(a, b). (C.6)

ただし，ここでF–,R–シンボルの選び方は一意ではなく,一種のゲージ冗長性がある. 写
像 U : A×A → U(1)を用いて, F–,R–シンボルの変換を次式で定義する:

(U.F )(a, b, c) := U(b, c)U(a+ b, c)−1 U(a, b+ c)U(a, b)−1 F (a, b, c), (C.7)

(U.R)(a, b) := U(a, b)−1 U(b, a)R(a, b). (C.8)

こうして定義された (U.F, U.R)の組も五角関係式，六角関係式を満たす．さらに θとBが
不変であることから,(F,R)と (U.F, U.R)が物理的に等価であることが分かる．

ここで自然な問いは，(F,R)と (U.F, U.R)が完全に同じ構造を持つのはいつか,すなわ
ち，(F,R) = (U.F, U.R)となるのはいつかということである. 実際に (F,R) = (U.F, U.R)と
なることは，U に対して次のような写像 β : A → U(1)が存在することと必要十分であるこ
とが知られている54:

U(a, b) =
β(a)β(b)

β(a+ b)
. (C.9)

C.2 Ker(1− T)と Im(1 + T)の直交性
可換エニオン系Aにおける時間反転作用について思い出そう．可換エニオンに対する時間
反転作用は次のように定義されるのであった．

T : A → Aであり，T2 = idA, θ(Ta) θ(a) = 1が全ての a ∈ Aに対して成り立つ.
(C.10)

54これが自然同型である．
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条件 θ(Ta) θ(a) = 1は反ユニタリー性の定義の一部である ([BBJ+16]を見よ)．また，以
下 T2 = idAを T2 = 1のように書く.

この時，B : A×A → U(1)について，次の関係式が成り立つことを示す．

Ker(1− T) = [Im(1 + T)]⊥ , Ker(1 + T) = [Im(1− T)]⊥ . (C.11)

まず，Bの定義から次の関係式が従う:

B(Ta, b) = B(a,Tb)−1. (C.12)

上式から次の式が成り立つことが分かる:

B
(
(1 + T)a, b

)
= B

(
a, (1− T)b

)
. (C.13)

その結果，次の包含関係が導かれる:

Ker(1− T) ⊂ [Im(1 + T)]⊥ , Ker(1 + T) ⊂ [Im(1− T)]⊥ . (C.14)

Bの非退化性から次の不等式を得る:

|Ker(1− T)| ≤ |A|
| Im(1 + T)| , |Ker(1 + T)| ≤ |A|

| Im(1− T)| . (C.15)

一方，明らかに次の関係式が成り立つ:

|A/Ker(1 + T)| = | Im(1 + T)|, |A/Ker(1− T)| = | Im(1− T)|. (C.16)

(C.15)と (C.16)を合わせると, (C.14)の包含関係は等号となることが分かる:

Ker(1− T) = [Im(1 + T)]⊥ , Ker(1 + T) = [Im(1− T)]⊥ . (C.17)

C.3 F,R–シンボルに対する時間反転作用
(F,R)に対する時間反転作用 (A, θ)を指定し，それに伴って (F,R)も固定する．そこで
(F,R)に対する時間反転作用 (F,R) 7→ (TF,TR)を次式で定義する

TF (a, b, c) := F (Ta,Tb,Tc), TR(a, b) := R(Ta,Tb). (C.18)
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この組 (TF,TR)も五角・六角関係式を満たし，θ や B の値を変えない. それゆえ，位相
U(a, b) ∈ U(1)であって次式を満たすものが存在する:

(TF,TR) = (U.F, U.R), (C.19)

ここで右辺は上で定義したゲージ変換である.

T2 = 1であるため, 時間反転作用を二回することで元のデータに戻ってくる, すなわち
(F,R) = (TTF,TTR)が得られる.このゲージ変換を二回施すことで次式を得る:

(F,R) = (κ.F, κ.R), ただし κ(a, b) := U(Ta,Tb)U(a, b). (C.20)

すなわち β : A→ U(1)で次式を満たすものが存在する:

U(Ta,Tb)U(a, b) = β(a)β(b)

β(a+ b)
. (C.21)

ここで，そうした写像 βに対して,次のようにΩ(a)を定義する:

Ω(a) :=
1

β(Ta)β(a) . (C.22)

定義より
Ω(a) = Ω(Ta), Ω(a+ b) = Ω(a)Ω(b), (C.23)

が全ての a, b ∈ Aに対して成り立つことがわかる.

U の冗長性 U が式 (C.19)を満たすとき,次式で定める Û も同様に式 (C.19)を満たす:

Û(a, b) := U(a, b)
γ(a)γ(b)

γ(a+ b)
, (C.24)

ただし，γ : A → U(1)は任意の写像である. この再定義のもとで，βの値は変わるがΩは不
変である:

β̂(a) := β(a) γ(Ta) γ(a), Ω̂(a) = Ω(a), が全ての a ∈ Aに対して成り立つ. (C.25)
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βの冗長性 同様に,もし βが式 (C.21)を満たすとき,次式で定める β̃も式 (C.21)を満たす:

β̃(a) := β(a)ν(a),

ただし ν : A → U(1)は準同型, i.e.

ν(a+ b) = ν(a)ν(b).

このとき, Ωは次のように変わる:

Ω̃(a) = Ω(a)
1

ν(Ta)ν(a) . (C.26)

この余分な位相は式 (C.21)に影響を与えないという観点から，物理的に自明であると解釈
される．

C.4 H3障害の定義
H3 障害とは まず次の事実がある:

f : A → U(1)が次を満たすとする:

f(a+ b) = f(a)f(b)が全ての a, b ∈ Aに対して成り立つ. (C.27)

その時 f ∈ Aで次を満たすものが存在する:

f(a) = B(a,f)が全ての a ∈ Aに対して成り立つ. (C.28)

この事実より，Ωが式 (C.23)を満たすことから，あるΩ ∈ Aに対して次が従う:

Ω(a) = B(a,Ω)が全ての a ∈ Aに対して成り立つ. (C.29)

この表示から次が従う:

Ω ∈ Ker(1 + T). (C.30)

式 (C.23)より，

Ω
(
(1− T)a

)
= Ω(a)Ω(−Ta) = Ω(a)

Ω(Ta) = 1が全ての a ∈ Aに対して成り立つ. (C.31)
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するとΩの定義より,

Ω ∈ Im(1− T)⊥ = Ker(1 + T). (C.32)

ここで最後の等式は式 (C.11)を使った．

一方,Ω̃と νの定義を思い出すと次式を得る:

Ω̃ = Ω− (1− T)ν. (C.33)

ただし Ω̃と νは次式で定義される:

Ω̃(a) = B(a, Ω̃), ν(a) = B(a,ν) が全ての a ∈ Aに対して成り立つ. (C.34)

ここで Ω̃とΩを物理的に等価であるとみなすため,取り出すべき物理的データはΩその
ものではなく次である:

[Ω] ∈ Ker(1 + T)
Im(1− T) . (C.35)

時間反転作用の障害類 我々のセットアップに戻るとΩが上述の障害類となっている．そ
の事実について見ていこう．Z2 = {1,T}とそれに伴う捩れ群コチェイン複体を考える:

d(p) : Cp
[ρ](Z2,A) → Cp+1

[ρ] (Z2,A). (C.36)

a ∈ Z3
[ρ](Z2,A) := Ker d(3)が 3-サイクルとすると，次のように計算できる:55 56

d(3)a(T,T,T,T) = Ta(T,T,T)− a(1,T,T) + a(T, 1,T)− a(T,T, 1) + a(T,T,T)

= (1 + T) a(T,T,T)
= 0.

(C.37)

それゆえ次式が成り立つ:

a(T,T,T) ∈ Ker(1 + T). (C.38)

同様にして,2コチェイン bに対し,d(2)b(T,T,T) ∈ Im(1 − T)を得る. 結果として ω ∈
55ここで x ∈ Aに対する時間反転作用を Tx := ρT(x)と定義していることに注意.
56ここでノーマリゼーションを次のように固定する: ある i ∈ {1, 2, 3}に対して gi = 1ならば a(g1, g2, g3) = 0.

例えば次を見よ [ML95, Chapter IV]
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H3
[ρ](Z2,A) = Ker d(3)/ Im d(2)ならば,

ω(T,T,T) ∈ Ker(1 + T)
Im(1− T) (C.39)

となる.

したがってΩはこのクラスに入る:

Ω ∈ Ker(1 + T)
Im(1− T) . (C.40)

C.5 H3障害の自明性の証明
この節では，次の事実を証明する:

任意の可換エニオン系における時間反転対称性のH3障害は自明である.

すなわちΩ ∈ Im(1− T)が成り立つ．

直交関係 Im(1− T)⊥ = Ker(1 + T)から,次を示せば十分である:

B(a,Ω) = 1が全ての a ∈ Ker(1 + T)に対して成り立つ. (C.41)

Ωと κの定義から次が従う:

B(a,Ω) = Ω(a)

=
1

β(Ta)β(a)

=
1

β(−a)β(a)

=
1

κ(a,−a)
.

(C.42)

ここで a ∈ Ker(1 + T),すなわち a = −Taであることを使った. さらに β(0) = 1であるため

β(0) =
β(0)β(0)

β(0 + 0)

= U(0, 0)U(0, 0)

= 1.

(C.43)
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次に κ(a,−a)は次のように変形できる:

κ(a,−a) = U(Ta,−Ta)U(a,−a)
= U(−a, a)U(a,−a)
= U(−a, a)−1 U(a,−a).

(C.44)

ここで次の関係を思い出す:

TR(a, b) = R(Ta,Tb) = U(a, b)−1 U(b, a)R(a, b), (C.45)

すると次の式を得る:

U(−a, a)−1U(a,−a) = R(a,−a)R(Ta,−Ta)
= R(a,−a)R(−a, a)
= B(−a, a).

(C.46)

Bの定義から,これは次のようになる:

B(−a, a) = θ(−a+ a)

θ(−a)θ(a)

=
1

θ(Ta)θ(a)
= 1.

(C.47)

以上の結果を組み合わせて，次を得る:

B(a,Ω) = 1が全ての a ∈ Ker(1 + T)に対して成り立つ, (C.48)

すなわち
Ω ∈ Im(1− T). (C.49)

以上より，H3障害の自明性が従う.

D S1上の捩れS2束の考察
ここでは，次の事実の詳細を説明する [TY16b]:
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η(a) = Z

(
S2(a,Ta)× [0, 1]

(x, 0) ∼ (−x, 1)

)
. (D.1)

η(a)はクロスキャップ状態に現れる係数として次のように導入された．

|CC〉 := Z(MOA × S1
B) =

∑
a

η(a)S |a〉 i.e. η(a) = 〈a|S−1 |CC〉 . (D.2)

ここでMOAは

MOA := {(x, θ) ∈ [−1, 1]× R | (x, θ) ∼ (−x, θ + π)}. (D.3)

ただし，この節では貼り合わせる S1等を区別するために添字A,Bを添えている．S |a〉が
S1
A × D2

B(a)に対応していたことを思い出すと，〈a|S−1 |CC〉は,MOA × S1
B と S1

A × D2
B(a)

を共通の境界 T 2 = S1
A × S1

Bで貼り合わせて得られる多様体であることが分かる．これを以
下，X(a)と書く．まずエニオンの存在を忘れて，多様体そのものに注目する．まずMOAの
有向二重被覆

M̃OA := [−1, 1]× S1
A (D.4)

を考える．すると，Xの有向二重被覆 X̃は，S1
A ×D2

Bと−S1
A ×D2

Bを M̃OA × S1
B = S1

A ×
[−1, 1]× S1

Bに貼り合わせることで得られる．結果として次を得る:

X̃ = S1
A × S2

B (D.5)

ここで，S2
BはD2

Bと−D2
Bを [−1, 1]× S1

Bに貼り合わせて得られたことに注意する．

では，X̃からXを取り出すことを考えよう．S1
Aと S2

Bを次のように表すこととする:

S1
A := {θ ∈ R | θ ∼ θ + 2π}, S2

B := {(nx, ny, nz) ∈ R3 | |(nx, ny, nz)| = 1}. (D.6)

ここで，次のような S1
A × S2

Bに作用する微分同相写像を考える:

σ : (θ, nx, ny, nz) 7→ (θ + π,−nx, ny, nz). (D.7)

するとXは X̃をこの σの作用で割ることで得られることが分かる:

X = S1
A × S2

B/σ. (D.8)

ここでエニオンの存在を思い出すと，二つのエニオンが X̃ 上の S1
Aにそって巻きついてい
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ることが分かる． ˜X(a)を得る際，S1
A×D2

B(a)と，その向きを反転したソリッドトーラスを
[−1, 1]×S1

Bに貼り合わせる．ところがその時，S1
A×D2

B(a)の反転によりエニオンも反転作
用を受ける．その反転作用素を

P : a 7→ Pa (D.9)

と書くと，貼り合わせるべきはS1
A×D2

B(a)と−S1
A×D2

B(Pa)であり，結果として次を得る:

X(a) = S1
A × S2

B(a,Pa)/σ. (D.10)

ただし，ここでS2(a,Pa)は，エニオン a,Paがそれぞれ (nx, ny, nz) = (1, 0, 0), (nx, ny, nz) =

(−1, 0, 0)に挿入されているものとする．S1
Aと σの定義を思い出すと，これは次と等価で

ある:

X(a) =
S2(a,Pa)× [0, 1]

(x, 0) ∼ (−x, 1)
. (D.11)

ここで Pa = Taの同一視からX(a)は次のようにも書ける:

X(a) =
S2(a,Ta)× [0, 1]

(x, 0) ∼ (−x, 1)
. (D.12)
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