
2025年度 修士論文

ド・ジッター宇宙における
ホログラフィ原理と量子情報理論

京都大学大学院理学研究科

物理学・宇宙物理学専攻　物理学第二分野

基礎物理学研究所　素粒子論グループ

藤木　恒成

Soryushiron Kenkyu 素粒子論研究 ･ 電子版 Vol. 47 (2026) No. 1



概要

量子重力理論の構築は素粒子理論分野において最も重要かつ挑戦的な問題の一つ

である.その解決に向けた幅広いアプローチの中でも特に,「ある時空における量

子重力理論は,その境界における一次元低い場の量子論と等価である」というホロ

グラフィ原理が注目を集め,熱心に研究されている.本修士論文ではまず,そのホ

ログラフィ原理で最も成功している例である AdS/CFT対応を紹介し,さらには

量子情報理論との関連で発展した事実を確認する.そこから時空の創発を理解する

上での量子エンタングルメントの重要性について議論する.さらには, AdS/BCFT

対応や dS/CFT対応などの新たなホログラフィ原理についても現状知られている

ことをまとめる.特に dS時空のさらなる理解は本修士論文のメインの目的であり,

現状の問題点も言及した上で後半に繋げる.

本修士論文の後半では,前半で整理した前提知識を用いて著者の研究成果を紹

介する.大きく分けて二つの内容を扱っている.一つ目は AdS/BCFT対応のセッ

トアップに埋め込んだ dSブレーンに局在したスカラー場を導入し,ブレーン上の

dS/CFT対応の解析, timelike g定理の証明,そして宇宙論モデルの構築を行う.二

つ目は AdS/CFT対応で既に知られている線形化アインシュタイン方程式とエン

タングルメントエントロピーの第一法則の等価性を dS/CFT対応に拡張する.
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第1章

序論

素粒子物理学史におけるホログラフィ原理

素粒子物理学とは,「物質の最小構成単位」である素粒子が何かを特定し,さら

にはそれらがどのように相互作用しているかを調べることで,ミクロな世界の法

則を探求する学問である.この思想のもとで湯川秀樹を始めとする 20世紀の偉人

たちは素粒子物理学の理解に大きな進展をもたらした.実際に,我々の世界を構成

する物質粒子としてクォークとレプトン,相互作用を記述するゲージ粒子,さらに

はこれらに質量を与えるヒッグス粒子が,場の量子論の言葉を用いて素粒子標準

模型という形で統一的に記述されている.

しかし,素粒子物理学はこれで完成したわけではない.この世界には電磁気力・強

い力・弱い力・重力の四つの力が存在していると考えられているが,この素粒子標

準模型が記述しているのは重力を除く三つの力だけなのである.したがって,我々

は重力も含めて完全に記述した更なる統一理論を構築する必要があるが,ここで大

きな問題に直面する.重力だけを扱った理論に関しては, 20世紀前半にEinsteinが

相対性理論という形で既に完成させていた.しかし,これを場の量子論の言葉で統

一的に記述しようとした時に,正常な理論として要請される「繰り込み可能性」を

重力理論が満たしていないことが判明した.さらに,重力理論で予言されるブラッ

クホールの存在は一見すると量子論の基盤概念である「ユニタリー性」を破って

1
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第 1章. 序論 2

いるように思える.このように,それぞれ独立に完成された量子論と相対性理論は

根源的なところで矛盾を孕んでいるのだ.

このような多くの問題を回避し, 二つの理論を統一した量子重力理論を構築

しようという試みは 1970 年代頃から熱心に行われてきた. 特に, Bekenstein と

Hawkingによって確立された「ブラックホール熱力学」では,ブラックホールが

以下のようなエントロピーを持つことが知られている [1, 2].

Sbh =
kBc

3

4GN~
Abh

ここで kB はボルツマン定数, cは光速, GN はニュートン定数, ~はプランク定数,

Abh はブラックホールの面積である.ここで重力の結合定数である GN や量子性

の指標である ~が公式に現れていることから明らかであるように,量子効果が顕

著な重力現象としてのブラックホールの物理を理解するにはそれらを統一的に考

える必要がある.このような理由で量子重力理論の探求にはブラックホールが大

きな鍵となる.

また,これらとは別の角度で重力の「繰り込み不可能性」を回避する理論として弦

理論が提唱された.これは物質の最小構成単位が点粒子ではなくひもであると考

えることによって紫外領域で現れる発散を避けることに成功している.この描像

では相対性理論や素粒子標準模型というのは弦理論における低エネルギー有効理

論として考えられる.この理論は物理的にも数学的にも非常に美しく,上式で与え

られるブラックホールエントロピーに微視的導出を与えるなどといった多くの示

唆的な結果を残した上で,現在でも素粒子論研究の基盤をなす理論の一つになっ

ている.しかし,このように成功を収めた弦理論に対しても,低エネルギー有効理

論としての既存の理論との整合性の不確かさや,我々の住む宇宙定数が正のド・

ジッター (dS)宇宙を再現できないなどの問題によって,現在ではこれが完璧な統

一理論であると信じている人は少ない.

以上のように,量子重力理論の探究にはいくつかの進展はあったものの,完成

というには程遠く,まだまだ全貌が見えないままの真っ暗闇を手探りで進んでい

るのが現状である.そのような状況に一筋の光として差し込んだのが, ’t Hooftや

Susskindによって提唱されたホログラフィ原理である [3, 4].それは「ある時空に
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第 1章. 序論 3

おける量子重力理論は,その境界における一次元低い場の量子論と等価である」と

いうものであり,未知の量子重力理論を既知の場の量子論で記述できるという強

力かつ大胆な主張であった.さらに,宇宙定数が負である反ド・ジッター (AdS)時

空が共形場理論 (CFT)と等価であるという,ホログラフィ原理における最も著名

な例が 1997年にMaldacenaによって提唱され, AdS/CFT対応と呼ばれている

[5].この対応はすぐに多くの素粒子論研究者の注目を集め,そこから両方の理論に

おける計算によって多くの一致が確認され,その膨大な数の状況証拠をもとに今

ではほぼ確実に成り立っていると信じられている.ここで「信じられている」とい

う言葉を用いたのは,実はこの対応には厳密な証明がないからである.この概念に

よって照らされた先というのは我々が今見えていた場所から地続きになっている

わけではないのである.とはいえ,真っ暗闇の中に浮かび上がる一筋の光は,我々

に進むべき道を示すと同時に,探究心を奮い立たせるのに十分な明かりであった.

ホログラフィ原理における量子情報理論

確率過程で記述される量子論の枠組みに情報という抽象概念を取り込み,操作

論的な視点で確立された理論を量子情報理論という.この理論が収めた数ある成

功の中でも特に顕著なものはベルの不等式の破れである [6, 7].これは古典的な情

報理論において満たされるべき不等式 (ベルの不等式)が量子論において破れるこ

とを提唱したものであり,実際にその破れが実験で確認されている [8].これは我々

が扱ってきた古典論では捉えられない量子論特有の相関が存在することを示唆し

ている.このような相関を量子エンタングルメント (量子もつれ,量子相関)と呼

び,この顕著な量子性は多くの分野で調べられ,応用されている.二つの量子系が

どれほど量子エンタングルメントを持っているかを定量化する指標としてエンタ

ングルメントエントロピーが広く用いられている.ここで,これは二体系の純粋状

態に対する量子エンタングルメントを定量化する量であるが,多体系や混合状態

に対しては適用できないことを注意しておく.

ホログラフィ原理において最も成功した双対性はAdS/CFT対応であり,その

文脈において「境界上の共形場理論のある部分領域Aにおけるエンタングルメン
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第 1章. 序論 4

トエントロピーが,その領域と端点を共有して AdS時空に伸びるような極小曲面

の面積で計算される」という笠–高柳公式が提唱された [9].この公式によって,エ

ンタングルメントエントロピーが持つ豊富な性質を重力理論の言葉で翻訳するこ

とができ,量子系に双対な時空の幾何について多くのことを調べることができる

ようになった.例えば,エンタングルメントエントロピーの第一法則という量子系

における基礎方程式が,重力理論の線形化 Einstein方程式と等価であることなど

が知られている.このような研究は「量子エンタングルメントから創発する時空」

という標語のもとで盛んに行われている.以上のような進展から,量子情報理論が

ホログラフィ原理の分野においても非常に重要視され,量子重力理論解明のため

の鍵であると考えられている.

ホログラフィ原理の新しい可能性

ここまでホログラフィ原理の歴史と現状について見てきたが,以下ではその発

展について述べていく.量子情報理論がホログラフィ原理において重要であるとい

う事実を踏まえた上で,エンタングルメントエントロピーは非常に強力な武器では

あるが,それだけでは不十分である.上でも述べたようにこの量は二体系の純粋状

態にのみ適用可能なので,多体系や混合状態の量子エンタングルメントを適切に

測る事はできない.しかし,多体系は二体系よりも豊富な量子相関を持っているこ

とが知られており,ホログラフィ原理で重要になってくることも明らかである.さ

らに混合状態は既にホログラフィ原理において多く現れており,ブラックホール

の解析などには必要不可欠である.このようにエンタングルメントエントロピー

では捉えられない新たな量子相関を用いてホログラフィ原理を捉え直すことが重

要である.

現状のホログラフィ原理は最も成功してきた AdS/CFT対応を用いて考えら

れることが多い.しかし, AdS時空というのは負の宇宙定数を持つ時空のことであ

り,我々が住む膨張宇宙を正しく記述する事はできない.したがって, AdS時空の

双対性を,正の宇宙定数を持つ dS時空に拡張しようという試みが盛んに行われて

いる. dS/CFT対応と呼ばれるこの双対性は,しばしば AdS/CFT対応を解析接
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続することで得られるが,そこには非ユニタリー性などの dS時空特有の問題がい

くつもある.このような AdS以外の時空へのホログラフィ原理の拡張はどこまで

可能で,どのように定式化されるのかについての理解を進めていくことが重要で

ある.

本修士論文ではホログラフィ原理の基礎を詳しく見ていくだけでなく, こう

いった新たな側面についても言及していきたい.本修士論文が量子重力理論探求

の真っ暗闇を進むための小さな蝋燭にでもなれたら幸いである.

本修士論文の構成

本修士論文の構成は以下の通りである.

• 第 2章

反ド・ジッター (AdS)時空と共形場理論 (CFT)の基礎を整理した後に,本

修士論文の基盤となる概念であるAdS/CFT対応を導入する.双対性として

確認されている事実をできる限り紹介していく.

• 第 3章

量子情報理論の基礎を整理した後に,共形場理論と重力理論の両方で,エン

タングルメントエントロピーを始めとするいくつかの重要な量子相関の指

標を見ていく.最後に多体量子相関についても言及する.

• 第 4章

境界付き共形場理論 (BCFT)の基礎を整理した後に,それに対応する重力理

論の幾何として end-of-the-world (EOW)ブレーンを導入し,それらが成す

双対性として AdS/BCFT対応を紹介する.

• 第 5章

ド・ジッター (dS) 時空の基礎を整理した後に, dS 時空におけるホログラ

フィ原理として dS/CFT対応を紹介する.その際に AdS/CFT対応からの

解析接続による構成方法や,その問題点にも言及する.
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• 第 6章

ここまでの内容を踏まえて,著者らによって書かれた論文 [10]についてのい

くつかの成果を紹介する.具体的には EOWブレーンに局在したスカラー場

を導入することで dSブレーンの摂動を実現し,そこから dS/CFT対応にお

けるスペクトラムの解析, Holographic timelike g定理の証明,最後にはこの

モデルの宇宙論への応用を見る.

• 第 7章

ここまでの内容を踏まえて,著者らによって書かれた論文 [11]についてのい

くつかの成果を紹介する.具体的には,AdS/CFT対応で知られる線形化アイ

ンシュタイン方程式とエンタングルメントエントロピーの第一法則の等価

性をレビューし,それを dS/CFT対応に拡張する.その際に,dS/CFT対応

における笠–高柳公式をどのように改良するかを議論する.また,最後にこの

等価性が AdS/BCFT対応においても成り立つことを確認する.

• 第 8章

本修士論文の内容についてまとめ,さらには今後の展望についても述べる.

Soryushiron Kenkyu



第2章

AdS/CFT対応

本章では,AdS時空と共形場理論の基礎を整理した後に,本修士論文の基盤となる

概念である AdS/CFT対応を導入する.

2.1 AdS時空

反ド・ジッター (AdS)時空とは負の宇宙定数を持った真空アインシュタイン方程

式の極大対称解である.本節ではこのAdS時空を張る様々な座標を紹介していく.

この時空は負の宇宙定数を持つことにより,真空であるにも関わらずブラックホー

ル解などが存在しており,そこから多くの物理的な示唆が得られる.また,座標の

構成は埋め込み多様体を用いて統一的に記述することができる.これは AdS時空

が非常に高い対称性を持つことに起因し,その時空の isometriesについても紹介

する.

2.1.1 埋め込み多様体

d+1次元AdS座標は d+2次元の幾何に埋め込まれた双曲面として得られる.こ

の埋め込み多様体として以下のような d+ 2次元多様体を考える.

−(X0)
2 + (X1)

2 + · · ·+ (Xd)
2 − (Xd+1)

2 = −R2
AdS (2.1.1)

7
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ここで RAdS は AdS時空の半径であり,時空の大きさを表す.後に節 2.1.6におい

て Einstein方程式を用いることでこれが宇宙定数と結びつくことを見る.

この多様体上の計量を以下のように指定する.

ds2 = −dX2
0 + dX2

1 + · · ·+ dX2
d − dX2

d+1 (2.1.2)

このような埋め込み多様体は定義から明らかに SO(d, 2)の対称性を持つ.

また,埋め込み座標を用いた時の測地線の長さもこの対称性を保つ形であり,実際

に二点 P = (X0, X1, · · · , Xd+1), P
′ = P ′(X ′

0, X
′
1, · · · , X ′

d+1)を結ぶ測地線長は

以下のように与えられる.

L(P, P ′)

RAdS
= cosh−1

[
X0X

′
0 −X1X

′
1 − · · · −XdX

′
d +Xd+1X

′
d+1

R2
AdS

]
(2.1.3)

2.1.2 global座標

(2.1.1)を満たすような以下の座標変換を考える.

X0 = RAdS cosh ρ cos t,

Xi = RAdS sinh ρΩi (i = 1, 2 · · · , d),

Xd+1 = RAdS cosh ρ sin t

(2.1.4)

ここで Ωi は d− 1次元球面上の単位ベクトルであり,以下を満たす.∑
i

Ω2
i = 1 (2.1.5)

この時 (2.1.2)は

ds2 = R2
AdS(dρ

2 − cosh2 ρ dt2 + sinh2 ρ dΩ2
d−1) (2.1.6)

のように変換される.ここで dΩd−1 は d− 1次元単位球面の計量を表す.

(2.1.4)から明らかなように時間座標 tは周期的な座標であるが,以下ではこれら

の普遍被覆を取り, t ∈ (−∞,∞)の範囲で考える.これらの座標は AdS時空を大

域的に覆うことができており,例として d = 2の 3次元 global座標が張る空間は

図 2.1のように描ける.

また,埋め込み座標を用いた測地線長 (2.1.3)に global座標の座標変換 (2.1.4)を
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図 2.1: 3次元 global座標

代入すると,測地線長は

L(P, P ′)

RAdS
= cosh−1

[
cosh ρ cos t cosh ρ′ cos t′

−
d∑
i=1

sinh ρΩi sinh ρ
′ Ω′

i + cosh ρ sin t cosh ρ′ sin t′
]

(2.1.7)

となる.

ここで (2.1.4)を r = RAdS sinh ρで座標変換するとさらに書き換えることができ,

X0 =
√
R 2

AdS + r2 cos

(
t

RAdS

)
, (2.1.8)

Xi = rΩi (i = 1, . . . , d), (2.1.9)

Xd+1 =
√
R 2

AdS + r2 sin

(
t

RAdS

)
. (2.1.10)

という埋め込み座標からの変換で,

ds2 = −
(
1 +

r2

R 2
AdS

)
dt2 +

dr2(
1 + r2

R 2
AdS

) + r2 dΩ2
d−1 (2.1.11)
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のように別の global座標を得ることができる.

また, (2.1.6)を

tanχ = sinh ρ (2.1.12)

と座標変換すると

ds2 =
R2
AdS

cos2 χ

(
dχ2 − dt2 + sin2 χdΩd−1

)
(2.1.13)

となる.これも AdS時空全体に張られた global座標である.

さらに後に必要になるので d + 1次元の Euclidean AdSに対する AdS時空の座

標も求めておく.埋め込み座標においてXd+1 → iXd+1 で解析接続すると

−(X0)
2 + (X1)

2 + · · ·+ (Xd)
2 + (Xd+1)

2 = −R2
AdS , (2.1.14)

ds2 = −dX2
0 + dX2

1 + · · ·+ dX2
d + dX2

d+1 (2.1.15)

が得られ,
X0 =RAdS cosh ρ,

Xi =RAdS sinh ρΩi (i = 1, · · · , d+ 1)
(2.1.16)

の埋め込みによって

ds2 = R2
AdS(dρ

2 + sinh2 ρ dΩ2
d) (2.1.17)

のような global座標が得られる.ここで Ωi は d次元球面上の単位ベクトルであ

る.この座標は AdS時空から dS時空への解析接続において役割を果たす.

2.1.3 Poincaré座標

(2.1.1)を満たすような以下の座標変換を考える.

X0 =
z

2

(
1 +

R2
AdS + x2 − t2

z2

)
,

Xi =
RAdS xi

z
(i = 1, 2 · · · , d− 1),

Xd =
z

2

(
1− R2

AdS − x2 + t2

z2

)
Xd+1 =

RAdS t

z

(2.1.18)

Soryushiron Kenkyu



第 2章. AdS/CFT対応 11

図 2.2: 3次元 Poincaré座標

ここで xは d-1次元ベクトルを表す. この時 (2.1.2)は

ds2 = R2
AdS

(
dz2 − dt2 + dx2

z2

)
(2.1.19)

のように変換される.これら座標が張る時空は d = 2の 3次元 AdS時空の時には

図 2.2のように描かれる.

また,Poincaré座標と global座標は (2.1.4)と (2.1.18)を用いて以下のように結

びつく.
x =RAdS

sinh ρ sinφ

cosh ρ cos tg − sinh ρ cosφ

tP =RAdS
cosh ρ sin tg

cosh ρ cos tg − sinh ρ cosφ

z =RAdS
1

cosh ρ cos tg − sinh ρ cosφ

(2.1.20)

ここで時間座標を区別するために Poincaré座標の時間を tP ,global座標の時間を

tg と表記した. 以上の関係式から Poincaré座標は AdS時空の一部しか覆えてい

ないことが分かる. Poincaré座標が覆う領域を global座標に埋め込む形で図 2.3

に図示した.

また,埋め込み座標を用いた測地線長 (2.1.3)に Poincaré座標の座標変換 (2.1.18)

を代入すると,測地線長は

L(P, P ′)

RAdS
= cosh−1

[
z2 + z′2 + (x − x′)2 − (t− t′)2

2zz′

]
(2.1.21)

となる.
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図 2.3: Poincaré座標と global座標の関係

2.1.4 Schwarzschild-AdS座標

AdS時空は Einstein方程式の真空解であるにもかかわらずブラックホール解が存

在し,一般に以下の計量で与えられる [12].

ds2 = −f(r) dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

d−1, f(r) = 1 +
r2

R2
AdS

− µ

rd−2
(2.1.22)

この座標が張る領域は図 2.4の左図に図示した. この座標は RAdS → ∞(宇宙定

数 Λ → 0に対応)の極限で通常の Schwarzschild座標に帰着する. さらに r → ∞

で global座標 (2.1.11)に帰着するような漸近的 AdS時空となっている.ここで,

このような漸近的に AdS座標で表される時空と区別するために,時空全体が AdS

座標で表されるものを pure AdS時空と呼ぶことがある.

ここで µは以下のようにブラックホールのADM質量によって決まる積分定数で

ある [13].

µ =
16πG

(d+1)
N

(d− 1)Ωd−1
M (2.1.23)

ここで G
(d+1)
N は d + 1次元のニュートン定数である.また Ωd−1 は d − 1次元単

位球の体積であり, Ωd−1 = 2πd/2

Γ(d/2) で与えられる.
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図 2.4: 3次元 Schwarzschild-AdS座標 (左図)と 3次元の conical defectを持つ座

標 (右図)

この AdSブラックホールのホライズン r = rh は

f(rh) = 0 ⇒ µ = r d−2
h

(
1 +

r 2
h

R 2
AdS

)
(2.1.24)

で与えられる.これを用いて計量を書き直すと,

ds2 = −f(r) dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

d−1,

f(r) = 1 +
r2

R2
AdS

−
r d−2
h

r d−2

(
1 +

r2h
R2

AdS

)
.

(2.1.25)

となる.

ここで通常の Schwarzschildブラックホールの時同様に,

dr∗
dr

=
1

f(r)
=⇒ r∗(r) =

∫ r dr̃

f(r̃)
. (2.1.26)

のように座標 r∗ を導入し,

u = t− r∗, v = t+ r∗ (2.1.27)

とする. この時 r, t方向以外を省略すると,2次元の計量は以下のようになる.

ds2 = −f(r) du dv (2.1.28)
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図 2.5: Schwarzschild-AdSブラックホールの Penroseダイアグラム

さらに,表面重力 κ = 1
2f

′(rh)を用いて

U = −e−κu, V = eκv (2.1.29)

を定義し,

Ũ = arctanU, Ṽ = arctanV (2.1.30)

によって正則化すると, Schwarzschild-AdSブラックホールの Penroseダイアグ

ラム (図 2.5)を得る. ここで r∗ は r → ∞においても有限の値を与えることに注

意.ここでは適切に定数シフトすることでX = Ṽ − Ũ = ±π
2 が漸近境界になるよ

うにしている.

AdSブラックホールの熱的性質

さらに t = itE としてこの時空を Euclid化し,

tE ∼ tE + β (2.1.31)

として Euclid時間に同一視を入れることでブラックホールを逆温度 β の有限温

度系として考える.この時 Euclidean AdS ブラックホールの計量は

ds2 = f(r) dt2E +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

d−1 (2.1.32)
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で与えられる.以下ではホライズン近傍で曲率が発散しない (重力の経路積分にお

いて抑制されない)という条件を課すことで温度とホライズン rhの関係を求めて

いく.ホライズン近傍で

f(r) ' f ′(rh) (r − rh) (2.1.33)

のように展開し,計量の (tE , r)の成分だけに注目すると,

ds2 ' f ′(rh)(r − rh) dt
2
E +

dr2

f ′(rh)(r − rh)
. (2.1.34)

ここで

ρ2 ≡ 4 (r − rh)

f ′(rh)
(2.1.35)

として座標変換を導入すると

f ′(rh)(r − rh) dt
2
E = f ′(rh)

f ′(rh)

4
ρ2dt2E =

f ′(rh)
2

4
ρ2dt2E , (2.1.36)

dr2

f ′(rh)(r − rh)
=

(
f ′(rh)

2 ρdρ
)2

f ′(rh)
f ′(rh)

4 ρ2
= dρ2. (2.1.37)

より,

ds2 ' dρ2 +
f ′(rh)

2

4
ρ2dt2E . (2.1.38)

よって,曲率が発散しない条件として conical singularityが生じないことを課すと

f ′(rh)

2
tE ∼ f ′(rh)

2
tE + 2π (2.1.39)

という周期性を持つ必要がある. (2.1.31)と比較すると,

β =
4π

f ′(rh)
(2.1.40)

が得られ,温度 T は

T =
1

β
=
f ′(rh)

4π
. (2.1.41)

となる.ブラックホールホライズン rh を用いた f(r)の表式 (2.1.25)を用いると,

T =
1

4π

(
d− 2

rh
+

d rh
R2

AdS

)
=
d r 2

h + (d− 2)R2
AdS

4πR2
AdSrh

. (2.1.42)

が得られる.このようにして Euclid化したブラックホールの計量から熱化した温

度とホライズン半径を結びつけることができ,この方法を conical defect trick と
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いう.

さらに Euclidean経路積分の鞍点近似を用いて分配関数を計算し,いくつかの

熱力学的量を求めていく [14, 15].

以下では簡単のために 4次元の Schwarzschild-AdS時空に制限して考える.重力

の Euclidean作用として

SE = − 1

16πGN

∫
M
d4x

√
g (R− 2Λ)− 1

8πGN

∫
∂M

d3x
√
γ K +

1

8πGN
Sct(γµν)

(2.1.43)

を考える.ここで Einstein方程式から導かれる (2.1.62)を用いると d = 3の 4次

元時空の時はΛ = − 3
R2

AdS
となる.また, γij は ∂M 上の誘導計量, Kは外的曲率で

ある.さらに漸近境界において作用が発散しないように counter termとして Sct

を導入している.

この時分配関数 Z|AdS は

Z|AdS =

∫
Dg e−SE [g] (2.1.44)

で与えられる.ここで実は Euclidean AdSを境界に持つような重力作用の鞍点と

して Schwarzschild-AdS 座標だけでなく Thermal AdS 座標が存在し, これらは

温度を秩序パラメータとして相転移を起こすことが知られている [15]. ここでは

Schwarzschild-AdS座標が支配的になる温度領域にのみ注目して以下のような鞍

点近似を行うことにする.

Z|AdS ' e−SE [gSch−AdS ] (2.1.45)

実際に 4次元の Schwarzschild-AdS座標 (2.1.22)を用いて適切に発散を除去しな

がら on-shell作用を計算すると

SE [gSch−AdS ] =
π r2h(R

2
AdS − r2h)

GN (R2
AdS + 3r2h)

(2.1.46)

この時,自由エネルギー F は

F = −T logZ ' TSE [gSch−AdS ] '
rh(R

2
AdS − r2h)

4GNR2
AdS

(2.1.47)

となり,エネルギー E は

E = −∂β logZ ' ∂rh
∂β

∂rhSE [gSch−AdS ] =
rh(R

2
AdS + r2h)

2GNR2
AdS

=
µ

2GN
(2.1.48)
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ここから計量のパラメータ µとブラックホールのエネルギーの関係も読み取れる.

これは d = 3の時に (2.1.23)の関係式とも一致している.

最後に,エントロピー S は

S = (1− β∂β) logZ ' πr2h
GN

(2.1.49)

と得られる.ここで 4次元時空におけるブラックホールの面積がArea(BH) = 4πr2h

であることから,ブラックホールエントロピーの面積則

Sbh =
Area(BH)

4GN
(2.1.50)

が確認できる [1, 16].

3次元ブラックホールと conical defect 時空

特に 3次元のAdS時空は重力の自由度がなく,局所的には全ての時空が pure AdS

に変換することができるという特別な性質を持つ (実際に Bañados mapとして構

成する方法が知られており,それらは節 2.3.6にまとめる).このような 3次元特有

の性質を用いることで,ブラックホールや conical defect を持った時空が, global

AdS時空の商群として得られることを見ていく.

3次元のSchwarzschild-AdS座標をBTZブラックホールという [17].座標は (2.1.22)

で d+ 1 = 3とおくと以下のように得られる.

ds2 = −f(r) dt2 + dr2

f(r)
+ r2dφ2, f(r) =

r2

R2
AdS

−M (2.1.51)

ここでM = µ− 1として新たなパラメータを導入した (このM は (2.1.23)に出

てくるブラックホール質量とは異なるので注意).

埋め込み座標 {X0, X1, X2, X3}からこの計量を構成する時には

X0 =
r√
M

cosh
(√

Mφ
)
,

X1 =
r√
M

sinh
(√

Mφ
)
,

X2 =RAdS

√
r2

MR2
AdS

− 1 cosh

( √
M

RAdS
t

)
,

X3 =RAdS

√
r2

MR2
AdS

− 1 sinh

( √
M

RAdS
t

)
(2.1.52)

Soryushiron Kenkyu



第 2章. AdS/CFT対応 18

で変換し,さらに φ ∼ φ+2πの周期性に合わせて X0±X1 ∼ exp
[
2π

√
M
]
(X0±

X1)という同一視を加える必要がある.ここから明らかなように 3次元 AdS時空

の BTZブラックホールは pure AdS3 からの商群で得られる.

BTZブラックホールという時は基本的にM ≥ 0の領域に対応しており,この時の

ホライズンは rh = RAdS
√
M で与えられる. さらにM = −1の時には pure AdS

の global座標 (2.1.11)と一致することがわかる.

以下ではその中間領域である −1 < M < 0について考えていく.座標変換

r̃ =
r√
|M |

, t̃ =
√

|M | t, φ̃ =
√
|M |φ (2.1.53)

を用いると

ds2 = −
(

r̃2

R2
AdS

+ 1

)
dt̃2 +

dr̃2

r̃2

R2
AdS

+ 1
+ r̃2dφ̃2 (2.1.54)

となる.これは (2.1.11)と同じ形であるが, pure AdS において φ ∼ φ+2πの周期

性であった時にこの座標は

φ̃ ∼ φ̃+ 2π
√
|M | (2.1.55)

という周期を持つ.これは 2π(1 −
√
|M |)の欠損角 (deficit angle)を持つ conical

defect 時空である. conical defect時空の座標を図 2.4の右図に図示した.

このように conical defect 時空も pure AdS3 をその isometryで割った商群で得

ることができる.例えばM = − 1
n2 の conical defect 時空はAdS時空を離散群Zn

で割ることで得られる.

2.1.5 AdS black brane座標 (planar AdS black hole)

平坦なホライズンを持つ時空として以下のような AdS black brane座標 (planar

AdS black hole)が存在する.

ds2 =
R2
AdS

z2

(
−f(z) dt2 + dx 2 +

dz2

f(z)

)
, f(z) = 1−

(
z

zh

)d
. (2.1.56)

これが張る座標は図 2.6に図示した. ここで z = zhは平坦なブラックホールホラ

イズンになる.また,この座標は z → 0で (2.1.19)に帰着するような漸近的 AdS

時空となっている.
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図 2.6: 3次元 AdS black brane座標 (planar AdS black hole)

また,前節と同様の conical defect trickを用いると Euclid化したブラックホール

を熱的に扱った時の温度 T とホライズン zh は以下のように結びつく.

T =
d

4πzh
(2.1.57)

この座標が (2.1.25)の planar limitで得られることを見ておく [18].ブラック

ホールが AdS半径よりも十分大きい極限 rh � RAdS で

f(r) = 1 +
r2

R2
AdS

−
r d−2
h

r d−2

(
1 +

r2h
R2

AdS

)
' r2

R2
AdS

(
1−

(rh
r

)d)
(2.1.58)

となる.ここで十分小さい角度領域で x = RAdSθ, dx2 = R2
AdSdΩ

2
d−1としてSd−1

を Rd−1 で近似する.さらに

r =
R2
AdS

z
(2.1.59)

で座標変換を施すと, (2.1.56)を得る.
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2.1.6 Einstein方程式とAdS時空

ここまで見てきた d+1次元AdS時空の座標を用いるとリッチテンソルとリッチ

スカラーは

Rµν = − d

R2
AdS

gµν , R = −d(d+ 1)

R2
AdS

(2.1.60)

となり, Einstein方程式

Rµν −
1

2
gµνR+ Λgµν = 0 (2.1.61)

に代入すると宇宙定数は

Λ = −d(d− 1)

2R2
AdS

(2.1.62)

で与えられる.よってAdS時空は負の宇宙定数を持つ Einstein方程式の真空解と

して与えられることがわかる.

2.1.7 AdS時空の Isometries

節 2.1.1で見たように埋め込み多様体 (2.1.1)は以下の変換で不変である.

XA → ΛABX
B , ΛT ηΛ = η, (2.1.63)

ここで ηは

ηAB = diag(−,+, . . . ,+,−) (2.1.64)

で与えられる. このような変換群は SO(d, 2)を成し,最大対称空間であるAdSd+1

は isometryとして完全に対称性を引き継ぐので SO(d, 2)を持つ. この時,独立な

Killing ベクトルの数は
(d+ 1)(d+ 2)

2
(2.1.65)

である.

例：3次元AdS時空におけるKillingベクトルの構成

埋め込み空間における無限小ローレンツ変換の生成子は

JAB = XA
∂

∂XB
−XB

∂

∂XA
. (2.1.66)
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これら JAB を AdS 超曲面上に制限することで,そのまま AdS 内の Killing ベク

トル場が得られる. JAB は以下のように埋め込み計量を不変に保つローレンツ代

数を満たす.

[JAB , JCD] = ηBCJAD − ηACJBD − ηBDJAC + ηADJBC . (2.1.67)

JAB は反対称行列なので独立なものは 6つあり,埋め込み空間におけるKillingベ

クトルは以下のように書き下せる.

V =


X0∂X1 +X1∂X0 , X0∂X2 +X2∂X0 , (boost)

X3∂X1 +X1∂X3 , X3∂X2 +X2∂X3 ,

X0∂X3 −X3∂X0 , X1∂X2 −X2∂X1 (rotation)

(2.1.68)

具体的な Killingベクトルを求めるために以下のような射影演算子 (テトラド)を

考える.

eAµ =
∂XA

∂xµ
(2.1.69)

これを用いて AdS空間の座標に対してKillingベクトル χを以下のように簡単に

求めることができる.

χµ = eAµVA (2.1.70)

global座標の座標変換 (2.1.4)を用いて Killingベクトルを求めると

χ(01) = − tanh ρ sin t sinφ∂t + cos t sinφ∂ρ + coth ρ cos t cosφ∂φ,

χ(02) = − tanh ρ sin t cosφ∂t + cos t cosφ∂ρ − coth ρ cos t sinφ∂φ,

χ(31) = tanh ρ cos t sinφ∂t + sin t sinφ∂ρ + coth ρ sin t cosφ∂φ,

χ(32) = tanh ρ cos t cosφ∂t + sin t cosφ∂ρ − coth ρ sin t sinφ∂φ,

χ(03) = ∂t,

χ(12) = −∂φ.

(2.1.71)

となる.これらが Killing方程式 χµ;ν + χν;µ = 0を満たすことも容易に確認でき

る. また,これらを取り替えて新たに独立な Killingベクトルを構成し直すことが
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でき,

ζ−1 =
1

2

[
tanh(ρ) e−i(t+φ) ∂t + i e−i(t+φ) ∂ρ + coth(ρ) e−i(t+φ) ∂φ

]
,

ζ0 =
1

2
(∂t + ∂φ) ,

ζ1 =
1

2

[
tanh(ρ) ei(t+φ) ∂t − i ei(t+φ) ∂ρ + coth(ρ) ei(t+φ) ∂φ

]
,

ζ̄−1 =
1

2

[
tanh(ρ) e−i(t−φ) ∂t + i e−i(t−φ) ∂ρ − coth(ρ) e−i(t−φ) ∂φ

]
,

ζ̄0 =
1

2
(∂t − ∂φ) ,

ζ̄1 =
1

2

[
tanh(ρ) ei(t−φ) ∂t − i ei(t−φ) ∂ρ − coth(ρ) ei(t−φ) ∂φ

]
.

(2.1.72)

のように求まる.

これらの Killingベクトルは以下の関係式を満たし, SL(2, R)を形成することが

わかる.
[ζ1, ζ−1] = 2 ζ0,

[ζ0, ζ1] = − ζ1,

[ζ0, ζ−1] = ζ−1.

(2.1.73)

さらに

[ζm, ζ̄n] = 0 (2.1.74)

より, (2.1.72)は上下 3つずつで完全に分離していることがわかり,これらのAdS3

の Killingベクトル 6つは

SL(2, R)L × SL(2, R)R ' SO(2, 2) (2.1.75)

を形成する.この AdS時空の isometryは後に見る 2次元共形場理論の対称性と

一致しており,それぞれの SL(2, R)は’left-moving’と’right-moving’に対応して

いる.

2.2 共形場理論 (Conformal Field Theory)

共形場理論 (CFT)は共形対称性を持った場の理論であり,繰り込み群における固

定点で現れるという性質から,素粒子物理学から物性物理に至るまで幅広く研究
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されている [19–21].

2.2.1 d次元共形対称性

(p,q)型の d次元ミンコフスキー空間M(p,q) を考える (d = p+ q).計量は以下で

与えられる.

gµν = ηµν =



1

. . .

1

 p 0

0

−1

. . .

−1

 q


(2.2.76)

この時, x→ x′ の座標変換で計量は

gµν(x) → g′µν(x
′) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ(x) (2.2.77)

と変換する.

共形群 (Conformal group)は計量のスケール変換

gµν(x) → g′µν(x
′) = Ω(x)gµν(x) (2.2.78)

を許した座標変換であり, v·w√
v2w2

を一定に保つという性質を持つ.

無限小変換 xµ → xµ + εµ(x) において計量は

ds2 =gµνdx
µdxν (2.2.79)

→gµνd(x
µ + εµ)d(xν + εν) (2.2.80)

=gµνdx
µdxν + (∂µεν + ∂νεµ)dx

µdxν +O(ε2) (2.2.81)

のように変換され,その中でも (2.2.78)を満たすような変換は

∂µεν + ∂νεµ = α(x)gµν (2.2.82)

と書けるものに限られる.両辺に gµν をかけると α(x) = 2
d (∂ · ε)となり,したがっ

て無限小変換が満たす方程式は

∂µεν + ∂νεµ =
2

d
(∂ · ε)gµν (2.2.83)
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となる.これを ∂ρ で微分し,再度この式を用いて整理すると

2∂µ∂νερ = −gµν∂ρα(x) + gµρ∂να(x) + gρν∂µα(x) (2.2.84)

となる.これに ∂ρ で微分したものを整理すると以下の式を得る.

(2− d)∂µ∂να(x) = gµν∂
2α(x). (2.2.85)

さらに, gµν で縮約を取ると

(d− 1)∂2α(x) = 0 (2.2.86)

が得られる. d = 1の時,これらの条件式は全て自明なものとなり,任意の座標変

換が共形変換になる. d = 2の時は (2.2.85)が自明になるので, (2.2.86)の条件の

みが課された広いクラスの共形変換が得られる.これは次の節以降で詳しく扱う.

d ≥ 3の時, (2.2.85) (2.2.86)よりαが一次関数であることがわかる.さらに (2.2.84)

より, ε(x)は xの二次以下であることがわかる. 二次の一般形

εµ = Aµνρx
νxρ (2.2.87)

(Aµνρ の ν と ρは可換)を考えると, (2.2.84)より

Aµνρ =
1

4
(−gµν∂ρα(x) + gµρ∂να(x) + gρν∂µα(x)) . (2.2.88)

よって (2.2.87)は

ερ = −1

4
x2∂ρα(x) +

1

2
(xµ∂µα(x))xρ (2.2.89)

と表すことができ, αの一次の係数は任意であることから,最も一般的な無限小変

換 εµ(x)は

εµ(x) = aµ + ωµνx
ν + λxµ + bµx2 − 2xµ(b · x) (2.2.90)

と表せる.ここで ωµν は反対称テンソルである.

各項に注目することで一般的な共形変換を分解して見ていく.

• 並進

無限小変換が εµ(x) = aµ で表される時,その生成子は

Pµ = −i∂µ (2.2.91)
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となり,並進を表す.ここで生成子をエルミートにするために iを導入した.

また,その有限変換は

xµ → x′µ = xµ + aµ (2.2.92)

で表される.

• 回転

無限小変換が εµ(x) = ωµνx
ν (ωµν は反対称テンソル)で表される時, その生

成子は

Jµν = −i(xµ∂ν − xν∂µ) (2.2.93)

となり,回転を表す. また,その有限変換は

xµ → x′µ = Λµνx
ν , Λ ∈ SO(p, q) (2.2.94)

で表される.

以上の並進と回転を合わせてポアンカレ群を成す.

• 拡大

無限小変換が εµ(x) = λxµ で表される時,その生成子は

D = ixµ∂µ (2.2.95)

となり,拡大を表す. また,その有限変換は

xµ → x′µ = eλxµ (2.2.96)

で表される.

• 特殊共形変換

無限小変換が εµ(x) = bµx2 − 2xµ(b · x)で表される時,その生成子は

Kµ = i(2xµx
ν∂ν − x2∂µ) (2.2.97)

となり,特殊共形変換を表す. また,その有限変換は

xµ → x′µ =
xµ + bµx2

1 + 2(b · x) + b2x2
(2.2.98)

で表される.
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これらの変換の自由度を勘定すると d + d(d−1)
2 + 1 + d = (d+2)(d+1)

2 となり,

SO(p+ 1, q + 1)の次元と一致することが確認できる.

2.2.2 2次元共形場理論

これ以降の小節では最も対称性が高く扱いやすい 2次元の共形場理論に制限して

考えていく.

d = 2の Euclidean座標 (x1, x2)を考える (x2 → ix0で Lorentzian座標に解析接

続が可能).この時, (2.2.83)は

∂1ε1 = ∂2ε2, ∂1ε2 = −∂2ε1 (2.2.99)

と書き換えることができる.

z = x1 + ix2, z̄ = x1 − ix2 (2.2.100)

として複素座標 (z, z̄)を導入する. これに付随した座標変換は以下のように表さ

れる.
x1 = 1

2 (z + z̄), x2 = 1
2i (z − z̄),

∂z =
1
2 (∂1 − i∂2), ∂z̄ =

1
2 (∂1 + i∂2),

∂1 = ∂z + ∂z̄, ∂2 = i(∂z − ∂z̄) .

(2.2.101)

この時, (2.2.99)は Cauchy-Riemannの方程式になり,任意の正則関数を用いて

z → f(z), z̄ → f̄(z̄) (2.2.102)

が 2次元共形変換全体を表す. 無限小変換

z → z′ = z + ε(z), z̄ → z̄′ = z̄ + ε̄(z̄) (2.2.103)

は ε(z) = ε1 + iε2, ε̄(z̄) = ε1 − iε2 で与えられ, Laurent展開で

ε(z) =
∑
n

cnz
n+1, ε̄(z̄) =

∑
n

c̄nz̄
n+1 (2.2.104)

とできる.この時,例えば spin 0の演算子 φ(z, z̄)は

φ′(z′, z̄′) =φ(z, z̄)

=φ(z′, z̄′)− ε(z′)∂′φ(z′, z̄′)− ε̄(z̄′)∂̄′φ(z′, z̄′) (2.2.105)
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と変換され,その変化分は

δφ =− ε(z)∂φ− ε̄(z̄)∂̄φ

=
∑
n

(
−cnzn+1∂φ− c̄nz̄

n+1∂̄φ
)

(2.2.106)

となる.ここで生成子は以下のように表される.

ln = −zn+1∂z, l̄n = −z̄n+1∂z̄ (2.2.107)

交換関係は
[ln, lm] =(n−m)ln+m

[l̄n, l̄m] =(n−m)l̄n+m

[ln, l̄m] =0

(2.2.108)

で与えられる.これらは二つの同型な代数の直積で与えられ,しばしばWitt代数

と呼ばれる.

さらに,これらの生成子が Riemann球面 S2 = C ∪ {∞}の全域で well-definedと

なる条件を探していく. 任意の共形変換は

v(z) = −
∑
n

anln =
∑
n

anz
n+1∂z (2.2.109)

で与えられ, z → 0で発散しないのは an = 0 (n < −1)の時のみである.また,

z → ∞を調べるために z = − 1
w の変換を行うと,

v(z) =
∑
n

an

(
− 1

w

)n+1(
dz

dw

)−1

∂w =
∑
n

an

(
− 1

w

)n−1

∂w (2.2.110)

となり, w → 0 (z → ∞) で発散しない条件は an = 0 (n > 1) である. よ

って, これらの条件を満たすような大域的に well-defined な生成子は l0, l±1 で

ある. 同様に l̄0, l̄±1 も大域的な生成子である. (2.2.108) からわかるように, こ

れらの 3 つずつの生成子は閉じた部分代数になっている. さらに (2.2.107) と

(2.2.91)(2.2.93)(2.2.95)(2.2.97)を比較することで, l−1, l̄−1が並進, i(l0 − l̄0)が回

転, l0 + l̄0 が拡大, l1, l̄1 が特殊共形変換に対応していることがわかる.

これら 6つの生成子のみを用いて得られる大域的な共形変換の有限変換は

z → az + b

cz + d
, z̄ → āz̄ + b̄

c̄z̄ + d̄
(2.2.111)
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(a, b, c, d ∈ C, ad − bc = 1)で与えられる.この変換群は SL(2, C)/Z2 で表され,

これは SO(3, 1)と同型である. Z2で割られているのはこれらの変換が a.b.c.d→

−a,−b,−c,−dで不変であることからくる.8つのパラメータとそれらを結びつけ

る 2つの条件式からこの変換の自由度は 6であり, SO(3, 1)の自由度と一致する

ことも確認できる.既に節 2.1.7でも言及したように,Lorentzianに持って行った

時の２次元共形場理論における対称性は 3次元 AdS時空の isometryと対応して

おり,節 2.3で見る AdS/CFT対応の強力な根拠の一つになっている.

また, (2.2.108)のようなWitt代数は古典論を扱う際のものであり,量子論で

は中心電荷 (central charge)を用いた中心拡大によって代数が拡張される.以下で

はその事実を見ていく.

共形場理論における energy stress tensor Tµν は
Tµν = Tνµ (symmetric)

∂µTµν = 0 (divergence−free)

Tµµ = 0 (traceless)

(2.2.112)

の三つの条件を満たす. Tµν を複素座標 (z, z̄)に座標変換すると

Tzz =
1

4
(T11 − T22 − 2iT12) ,

Tz̄z̄ =
1

4
(T11 − T22 + 2iT12) ,

Tzz̄ =
1

4
(T11 + T22) .

(2.2.113)

となり, (2.2.112)の条件は

Tzz̄ = Tz̄z = 0, (2.2.114)

∂z̄Tzz = 0, ∂zTz̄z̄ = 0 (2.2.115)

と書き換えられる.ここからわかるように energy stress tensorは

T (z) ≡ Tzz T̄ (z̄) ≡ Tz̄z̄ (2.2.116)

のように正則なものと反正則なものに分けられる.これらは上記の大域的な共形変

換 (並進・回転・拡大・特殊共形変換)のNoetherカレント Jµを生成する (例とし
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て, xνTµν は拡大の保存カレント).さらに複素座標による動径量子化を用いて保存

charge Qも生成する.ある場Aに対する対称性に関する微小変換は chargeを用い

て δεA = ε[Q,A]で与えられ,これらを用いて energy stress tensorと各場の演算

子積展開 (Operator Product Expansion, OPE)が求まる.この概念に関しては節

2.2.5で詳しく説明する.また,共形変換を 2回繰り返すことで energy stress tensor

同士の OPEも得られる.そこから energy stress tensorを Laurent展開した

T (z) =
∑
n

z−n−2Ln, T̄ (z̄) =
∑
n

z̄−n−2L̄n (2.2.117)

に現れる展開係数 Ln, L̄n の交換関係が以下のように得られる.

[Ln, Lm] =(n−m)Ln+m +
c

12
(n3 − n)δn+m,0

[L̄n, L̄m] =(n−m)L̄n+m +
c̄

12
(n3 − n)δn+m,0

[Ln, L̄m] =0

(2.2.118)

これらは Virasoro代数と呼ばれ,2つの無限次元代数の直積で与えられる.ここで

現れる c, c̄は中心電荷 (central charge)と呼ばれ,Witt代数から拡張して量子論

に移る際に現れる. n = 0,±1の時に (2.2.118)の第 1,2式の右辺第二項が 0にな

ることから,L0, L±1, L̄0, L̄±1で与えられる大域的な対称性については古典のWitt

代数の時と変わらないことを注意しておく.

2.2.3 場の変換性と相関関数

二次元共形場理論においてスカラー場 φ(z, z̄)を考える.共形変換 (2.2.102)に対

する場の変換性は

φ(z, z̄) →
(
∂f

∂z

)h(
∂f̄

∂z̄

)h̄
φ(f(z), f̄(z̄)) (2.2.119)

のように与えられ,理論に入れる場はこの変換性を決める共形ウェイト (h, h̄)で

特徴づけられる.局所的な共形変換 (任意の lnから構成される)に対して上記の変

換性を持つ場をプライマリー場,大域的な共形変換 (l0, l±1から構成される)のみ

に対して上記の変換性を持つ場を準プライマリー場という. ここで明らかにプラ
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イマリー場は準プライマリー場である.

ここで微小な共形変換 (2.2.103)に対して

δε,ε̄φ(z, z̄) =
(
(h∂ε+ ε∂) + (h̄ ∂̄ ε̄+ ε̄ ∂̄)

)
φ(z, z̄) (2.2.120)

が得られる.

さらに,準プライマリー場に対する相関関数を考えていく.二点関数は

G(2)(zi, z̄i) = 〈φ1(z1, z̄1)φ2(z2, z̄2)〉 (2.2.121)

で与えられ,これが微小な共形変換で不変であるという式

δε,ε̄G
(2)(zi, z̄i) = 〈δε,ε̄φ1 φ2〉+ 〈φ1 δε,ε̄φ2〉 = 0 (2.2.122)

を具体的に記述すると以下のようになる.(
(ε(z1)∂z1 + h1∂ε(z1)) + (ε(z2)∂z2 + h2∂ε(z2))

+ (ε̄(z̄1)∂z̄1 + h̄1∂̄ε̄(z̄1)) + (ε̄(z̄2)∂z̄2 + h̄2∂̄ε̄(z̄2))
)
G(2)(zi, z̄i) = 0.

(2.2.123)

この時,ε(z) = ε̄(z̄) = const.の変換から得られる微分方程式を考えると,二点関数が

z12 = z1−z2, z̄12 = z̄1−z̄2にのみ依存することがわかる.さらに ε(z) ∝ z, ε̄(z̄) ∝ z̄

の変換から得られる微分方程式を考えると,二点関数が z
−(h1+h2)
12 z̄

−(h̄1+h̄2)
12 に比

例することがわかる.最後に ε(z) ∝ z2, ε̄(z̄) ∝ z̄2の変換から得られる微分方程式

を考えると h = h1 = h2, h̄1 = h̄2 = h̄となる必要があることがわかる.以上より,

このように対称性から二点関数 G(2)(zi, z̄i)の形が制限され,

G(2)(zi, z̄i) =
C12

z2h12 z̄
2h̄
12

(2.2.124)

となる.ここで C12は定数である.さらにスカラー場がスピン 0(s = h− h̄ = 0)の

ボソン場の時,共形次元を∆ = h+ h̄と定義して二点関数は以下のように書き換

えられる.

G(2)(zi, z̄i) =
C12

|z12|2∆
(2.2.125)

さらに三点関数 G(3)(zi, z̄i) = 〈φ1φ2φ3〉も同様に対称性から形が制限され,

G(3)(zi, z̄i) = C123
1

z h1+h2−h3
12 z h2+h3−h1

23 z h3+h1−h2
13

1

z̄ h̄1+h̄2−h̄3
12 z̄ h̄2+h̄3−h̄1

23 z̄ h̄3+h̄1−h̄2
13

(2.2.126)
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と与えられる.ここで C123 は定数であり,以下で見る 3つの演算子の演算子積展

開 (OPE)の係数と同じである.

四点関数 G(4)(zi, z̄i) = 〈φ1φ2φ3φ4〉に対しても同様に形が制限され,

G(4)(zi, z̄i) = f(x, x̄)
∏
i<j

z
−(hi+hj)+h/3
ij

∏
i<j

z̄
−(h̄i+h̄j)+h̄/3
ij (2.2.127)

で与えられる.ここで h =
∑4
i=1 hi, h̄ =

∑4
i=1 h̄iであり,係数の f(x, x̄)は以下で

与えられる cross-ratio xの関数である.

x =
z12z34
z13z24

, 1− x =
z14z23
z13z24

,
x

1− x
=
z12z34
z14z23

. (2.2.128)

2.2.4 動径量子化と共形変換

energy stress tensor Tµν と微小な共形変換に用いる任意関数 ε(z) を用いると

current jµ が

jµ = Tµνεν(x) (2.2.129)

として得られる.このカレントの保存則は

∂ · j = 1

2
Tµµ (∂ · ε) (2.2.130)

となり, Tµν に課されたトレースレス条件から自明に成り立つ. 円筒座標 (σ0, σ1)

から複素平面 (z, z̄)に移ることで時間方向が複素平面の動径方向に変わり,この複

素平面で時間一定面を取った時に得られる量子化として動径量子化を行う.この

時, 上記の currentから得られる chargeは

Q =
1

2πi

∮ (
dz T (z) ε(z) + dz̄ T (z̄) ε̄(z̄)

)
(2.2.131)

で与えられる.ここで場の量子論の一般論から δε,ε̄ φ = [Q,φ]のように場の微小変

換と chargeは結びつき,

δε,ε̄φ(w, w̄) =
1

2πi

∮ (
dz [T (z) ε(z), φ(w, w̄)] + dz̄

[
T (z̄) ε̄(z̄), φ(w, w̄)

])
(2.2.132)

のように書き直すことができる.ここで時間順序に対応させて動径順序を以下の

ように導入する.

R(A(z)B(w)) =

A(z)B(w), |z| > |w|,

B(w)A(z), |z| < |w|.
(2.2.133)
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この時,交換子を複素経路で書き直すことによって,以下のように書き直せる.

δε,ε̄φ(w, w̄) =
1

2πi

(∮
|z|>|w|

−
∮
|z|<|w|

)
(
dz ε(z)R(T (z)φ(w, w̄)) + dz̄ ε̄(z̄)R

(
T (z̄)φ(w, w̄)

))
=

1

2πi

∮ (
dz ε(z)R(T (z)φ(w, w̄)) + dz̄ ε̄(z̄)R

(
T (z̄)φ(w, w̄)

))
= h∂ε(w)φ(w, w̄) + ε(w) ∂φ(w, w̄) + h̄ ∂̄ε̄(w̄)φ(w, w̄) + ε̄(w̄) ∂̄φ(w, w̄) .

(2.2.134)

ここで第三式にはスカラー場の変換性 (2.2.120)を用いた.この第二式と第三式を

比較すると

R(T (z)φ(w, w̄)) =
h

(z − w)2
φ(w, w̄) +

1

z − w
∂wφ(w, w̄) + · · ·

R
(
T (z̄)φ(w, w̄)

)
=

h̄

(z̄ − w̄)2
φ(w, w̄) +

1

z̄ − w̄
∂̄w̄φ(w, w̄) + · · ·

(2.2.135)

が得られ,動径順序を省略すると

T (z)φ(w, w̄) =
h

(z − w)2
φ(w, w̄) +

1

z − w
∂wφ(w, w̄) + · · ·

T (z̄)φ(w, w̄) =
h̄

(z̄ − w̄)2
φ(w, w̄) +

1

z̄ − w̄
∂̄w̄φ(w, w̄) + · · · .

(2.2.136)

となり,これは次の節で演算子積展開として与えられる.

ここで計算に便利な conformal Ward identityを求めるために,以下のよ

うな期待値を考える.〈∮
C

dz

2πi
ε(z)T (z)φ1(w1, w̄1) · · ·φn(wn, w̄n)

〉
=

n∑
j=1

〈
φ1(w1, w̄1) · · ·

(∮
Cj

dz

2πi
ε(z)T (z)φj(wj , w̄j)

)
· · ·φn(wn, w̄n)

〉

=

n∑
j=1

〈φ1(w1, w̄1) · · · δεφj(wj , w̄j) · · ·φn(wn, w̄n)〉

(2.2.137)

第二式で全てのスカラー場を囲う経路 C から各スカラー場を囲む Cj の和に積

分経路を変更した.さらに第三式では (2.2.134)で与えられるように energy stress
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tensorとの周回積分を場の微小変換で置き換えた.さらに (2.2.120)を用いると,

δεφ(w, w̄) =(h∂ε+ ε∂)φ(w, w̄)

=

∮
Cj

dz

2πi

(
ε(z)h

(z − w)2
+

ε(z)

z − w
∂w

)
φ(w, w̄)

(2.2.138)

とでき,上式に代入すると,∮
C

dz

2πi
ε(z) 〈T (z)φ1(w1, w̄1) · · ·φn(wn, w̄n)〉

=
n∑
j=1

∮
Cj

dz

2πi

(
ε(z)hj

(z − wj)2
+

ε(z)

z − wj
∂wj

)
〈φ1(w1, w̄1) · · ·φn(wn, w̄n)〉

=

∮
C

dz

2πi
ε(z)

n∑
j=1

(
hj

(z − wj)2
+

1

z − wj
∂wj

)
〈φ1(w1, w̄1) · · ·φn(wn, w̄n)〉

(2.2.139)

最終式ではまた積分経路を C に戻す操作を行った.両辺を比較することで以下を

得る.

〈T (z)φ1(w1, w̄1) · · ·φn(wn, w̄n)〉 =
n∑
j=1

(
hj

(z − wj)2
+

1

z − wj
∂wj

)
〈φ1(w1, w̄1) · · ·φn(wn, w̄n)〉

(2.2.140)

これは conformal Ward identityと呼ばれ,後に見るように様々な 2次元共形場理

論における計算で応用される.

2.2.5 演算子積展開 (Operator Product Expansion)

2次元共形場理論においてプライマリー場を基底に取ると,二つのプライマリー

場を近づけた際の演算子積もこの基底で展開することができる.これも対称性か

ら制限された以下の形式で与えられ,これを演算子積展開 (Operator Product

Expansion)という.

φi(z, z̄)φj(w, w̄) ∼
∑
k

Cijk (z − w)hk−hi−hj (z̄ − w̄) h̄k−h̄i−h̄j φk(w, w̄)

(2.2.141)

ここで二点関数の規格化を

〈φi(z, z̄)φj(w, w̄)〉 = δij
1

(z − w)2hi

1

(z̄ − w̄)2h̄i
(2.2.142)
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と取ると, Cijk は OPE係数と呼ばれ,これを用いると三点関数 (2.2.126)を再現

する.

さらに energy stress tensor とプライマリー場の演算子積展開は以下のように与

えられ,この関係式から場の共形ウェイトを得られる.

T (z)φ(w, w̄) =
h

(z − w)2
φ(w, w̄) +

1

z − w
∂wφ(w, w̄) + · · ·

T̄ (z̄)φ(w, w̄) =
h̄

(z̄ − w̄)2
φ(w, w̄) +

1

z̄ − w̄
∂w̄φ(w, w̄) + · · ·

(2.2.143)

さらに, energy stress tensor 同士の演算子積展開によって中心電荷を読み取るこ

とができる.

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2

(z − w)2
T (w) +

1

z − w
∂T (w)

T̄ (z̄)T̄ (w̄) =
c̄/2

(z̄ − w̄)4
+

2

(z̄ − w̄)2
T̄ (w̄) +

1

z̄ − w̄
∂̄T̄ (w̄)

(2.2.144)

さらに (2.2.144)を (2.2.134)に代入すると energy stress tensorの変換性が以下

のように求まる.

微小変換 z → z + ε(z)に対して

δεT (z) = ε(z) ∂T (z) + 2 ∂ε(z)T (z) +
c

12
∂3ε(z) (2.2.145)

有限変換 z → f(z)に対して

T (z) → (∂f)2 T (f(z)) +
c

12
{f ; z} (2.2.146)

ここで {f ; z}は Schwarz微分であり

{f ; z} =
∂zf ∂

3
zf − 3

2

(
∂2zf

)2
(∂zf)

2 (2.2.147)

で与えられる.

2.2.6 自由ボソンと自由フェルミオン

ここで自由ボソンと自由フェルミオンについての理論についてまとめておく.

• 自由ボソン

自由ボソンX(z, z̄)の作用は

S =
1

2π

∫
d2σ ∂X∂̄X (2.2.148)
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であり,この時二点関数は

〈X(z, z̄)X(w, w̄)〉 = −1

2
log |z − w| (2.2.149)

で運動方程式は

∂∂̄X = 0 (2.2.150)

となる.したがってX(z, z̄)は正則パートと反正則パートに分けることがで

き, X(z, z̄) = 1
2 (x(z) + x̄(z̄))とできる.この時の二点関数も

〈x(z)x(w)〉 = − log(z − w), 〈x̄(z̄) x̄(w̄)〉 = − log(z̄ − w̄) (2.2.151)

と分解され,ここから OPEは

∂x(z) ∂x(w) = − 1

(z − w)2
+ · · · (2.2.152)

となる.左右の共形変換による変換性を比較すると ∂xは共形ウェイト (h, 0)

の場であることがわかる.

さらに,この理論における energy stress tensor は

T (w) =− 1

2
: ∂x(w) ∂x(w) :

≡− 1

2
lim
z→w

[
∂x(z) ∂x(w) +

1

(z − w)2

] (2.2.153)

で与えられる. T∂xの演算子積展開は

T (z) ∂x(w) ∼ ∂x(w)

(z − w)2
+

1

z − w
∂2x(w) + · · · (2.2.154)

であり,∂xは共形ウェイト (h, 0)のプライマリー場であることまでわかる.

さらに TT の演算子積展開は

T (z)T (w) =
1/2

(z − w)4
+

2

(z − w)2

(
−1

2
(∂x(w))2

)
+

1

z − w
∂

(
−1

2
(∂x(w))2

)
(2.2.155)

で与えられ, (2.2.144)と比較すると中心電荷は c = 1とわかる.

• 自由フェルミオン

自由フェルミオンについても作用は

S =
1

8π

∫ (
ψ ∂̄ψ + ψ̄ ∂ψ̄

)
(2.2.156)
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で与えられる.ここでボソンと同様に運動方程式の解析から場が正則パート

と反正則パートに分けられることを用いている.ここでフェルミオン場同士

の演算子積展開は

ψ(z)ψ(w) = − 1

z − w
, ψ̄(z̄)ψ̄(w̄) = − 1

z̄ − w̄
. (2.2.157)

と求まる.さらにこの理論の energy stress tensor は

T (z) =
1

2
:ψ(z) ∂ψ(z) :, T (z̄) =

1

2
: ψ̄(z̄) ∂̄ψ̄(z̄) : (2.2.158)

で与えられ,ボソン場と同様に Tψの演算子積展開を計算すると,ψ, ψ̄はそ

れぞれ共形ウェイト ( 12 , 0), (0,
1
2 )のプライマリー場であることがわかる.さ

らに TT の演算子積展開から中心電荷 c = 1
2 であることもわかる.

2.2.7 Weyl Anomaly

古典の共形場理論で保たれていたWeyl対称性が実は量子論において破れることが

知られている. Weyl対称性に付随して, energy stress tensorのトレースレス条件

が成り立っていたがこれも破れることになる.このような現象はWeyl anomaly

もしくは trace anomaly として知られる. 以下では energy stress tensor のト

レースに注目してこの anomalyがどのように現れるかを見ていく.

平坦な時空ではこのトレースがゼロになることは知っているので,ノンゼロのト

レースが現れるならそれは計量 Rに比例する形になる.ここで 2次元 CFTを考

えるので他のスカラー曲率不変量は存在しないことに注意する.このトレースを

Tµµ = aR (2.2.159)

のように書く.以降はこの係数 aを求めていく. 複素座標 (z, z̄)への座標変換を用

いて上式は

Tzz̄ =
a

2
gzz̄ R (2.2.160)

とでき,共変微分を作用させると以下の関係式を得る.

∇z̄Tzz̄ =
a

2
∇z̄(gzz̄R) =

a

2
∂zR (2.2.161)

さらに energy stress tensorの保存則より,

∇zTzz = −∇z̄Tzz̄ = −a
2
∂zR. (2.2.162)
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となり,右辺をWeyl変換すると,スカラー曲率Rに対する変換則
√
g′R′ =

√
g(R−

2∇2ω)を用いて

a ∂z∇2δω ≈ 4a ∂2z∂z̄δω (2.2.163)

を得る. さらに, energy stress tensor の共形変換に対する変換則は (2.2.134) と

(2.2.144)を用いると

δε δTzz(z) = − c

12
∂3z ε(z)− 2 ∂zε(z)Tzz(z)− ε(z) ∂zTzz(z) (2.2.164)

と分かり,共形変換が座標変換とWeyl変換を用いて計量の成分を保つようにした

ものであるという事実を踏まえると,第二項と第三項は z → z+ ε(z)の座標変換に

よる変化分なので,残った第一項が energy stress tensorの 2δω = ∂ε(z)+(∂ε(z))∗

のWeyl変換だとわかる.つまり,

δWeylTzz = − c
6
∂2zδω. (2.2.165)

よって, (2.2.162)の左辺に対してWeyl変換したものは

− c
3
∂2z∂z̄δω (2.2.166)

となり, (2.2.163)と比較すると,

c = −12a (2.2.167)

となる.量子化による寄与であることをわかりやすく書くと energy stress tensor

のトレースは

〈Tµµ 〉 = − c

12
R (2.2.168)

となる.この式から量子論でWeyl対称性が破れていることが明示的にわかる.この

ような事実は偶数次元の共形場理論で一般に確認される.この anomalyは (2.2.118)

で見たように,量子化によって共形対称性の生成子 Ln, L̄nの交換関係に中心電荷

による補正がついたことからくるものであり,実際に anomalyは中心電荷に比例

した形になっている.

2.2.8 TT̄ Deformation

繰り込み群における irrelevant な変形として TT̄ deformation が知られている

[22–24].これは IR固定点に存在する CFTの dataを用いて UVの理論が構築で
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図 2.7: 理論空間における TT̄ deformation

きる可解な変形として注目を集め,熱心に研究されている.以下では CFTにおけ

る議論に限定して見ていくが,ホログラフィックな解釈については節 2.3.4で紹介

する.

繰り込み群フローのパラメータ (理論のスケールを表すパラメータ)を tとすると,

TT̄ deformationによって作用 S(t) は以下のように変形される.

S(t+δt) = S(t) + δt

∫
d2x

√
gTT̄(t)(x) (2.2.169)

ここで第二項のTT̄演算子はブロック体で表されており,繰り込み群固定点のCFT

においては斜体で書かれる T T̄ と一致するが一般には後に確認するようにノンゼ

ロの Tzz̄ 成分が現れる.また,理論空間のフローは図 2.7に図示する.この時 TT̄

deformationの矢印の向きは通常の繰り込み群フローの粗視化のプロセスと逆で

あることに注意する. また, energy stress tensorは質量次元が [T ] = 2なので, TT̄

演算子は [TT̄] = 4である.次元解析から結合定数の tの質量次元は [t] = −2 < 0

であることがわかり, TT̄ deformationが irrelevantな変形であることが確認でき

る.

TT̄は一般に

TT̄ =
1

8

(
TµνTµν −

(
Tµµ
)2) (2.2.170)
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で定義され, flatな計量 ds2 = dzdz̄ では (2.2.113)などを用いると以下のように

書き直せる.
TT̄ =− 1

4
(T11T22 − T 2

12)

=TzzTz̄z̄ − T 2
zz̄ ≡ T T̄ −Θ2

(2.2.171)

ここで Tzz ≡ T, Tz̄z̄ ≡ T̄ と同様に Tzz̄ ≡ Θと定義した. CFTにおいてはスケー

ル対称性から energy stress tensorにトレースレス条件がつき, Θ = 0となってい

たことに注意する.

TT̄は二つの演算子の積で定義された composite operatorなので一般には OPE

からくる発散などでうまく定義できないが,ここでは

TT̄ = lim
z→w

(
T (z) T̄ (w)−Θ(z)Θ(w)

)
(2.2.172)

のような極限で定義する. 2次元 CFTにおいて T と T̄ が factorizeされる,つま

り T T̄ ∼ 0であるという事実から well-definedになっている.一般に, CFTから

TT̄ deformされた後の QFTにおいてもこの演算子が well-definedであることも

示されている.

ここからCFTのdataを用いてTT̄ deformされた後のQFTにおける spectrum

を構成しよう.円周 Rの円筒上に定義されたQFTを考える.ここで理論に並進対

称性を課すと,全ての期待値は座標依存しなくなり, エネルギー固有状態 |n〉に対

する固有値 En(R, t)とそのR依存性,さらにmomentum Pnは以下のように与え

られる.

En(R, t) =
∫ R

0

dx 〈n|Tττ |n〉 = R〈n|Tττ |n〉,

∂REn(R, t) =
∫ R

0

dx 〈n| ∂gxx
∂R

δ

δgxx
L |n〉 = 〈n|Txx|n〉,

Pn =i

∫ R

0

dx 〈n|Txτ |n〉 = iR〈n|Txτ |n〉

(2.2.173)

ここで第二式では Euclidean座標で δH =
∫
dx δLであることを用いた. En(R, t)
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を繰り込み群パラメータ tで微分した時も同様に計算することができ,

∂tEn(R, t) =
∫ R

0

dx 〈n| δ
δt
L |n〉

=R 〈n|TT̄|n〉

=− R

4
(〈n|Tττ |n〉〈n|Txx|n〉 − 〈n|Tτx|n〉〈n|Tτx|n〉)

=− 1

4

(
En(R, t)∂REn(R, t) +

1

R
Pn

)
(2.2.174)

を得る.ここで最終式に Zamolodchikovの factorization formula

〈n|TT̄|n〉 =〈n|T |n〉〈n|T̄ |n〉 − 〈n|Θ|n〉〈n|Θ|n〉

=− 1

4
(〈n|Tττ |n〉〈n|Txx|n〉 − 〈n|Tτx|n〉〈n|Tτx|n〉)

(2.2.175)

を用いた.ここで t = 0で CFTによって与えられる以下の初期条件を課す.

En(R) =
1

R

(
n+ n̄− c

12

)
, Pn(R) =

1

R
(n− n̄) (2.2.176)

ここで n, n̄はそれぞれ CFTの generator L0, L̄0 の固有値である.これを用いて

(2.2.174)を解くと,

En(R, t) =
2R

t

(
1−

√
1− t En

R
+
t2 Pn
4R2

)
(2.2.177)

となる.以上のように,元のCFTからTT̄ deformされた後のQFTにおける spec-

trumを求めることができる.

次に, TT̄ deformされた QFTの背景計量 gと energy stress tensor Tµν を求

めよう [25, 26].

以下で定義される生成汎函数W [g]を考える.

W [g] = − logZ[g] (2.2.178)

ここで, Z[g]は背景計量 g を持つ QFTの分配関数である. energy stress tensor

の定義

Tµν ≡ 2
√
g

δS

δgµν
(2.2.179)
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を用いると, gによる変化分は

δW (t+δt) =
1

2

∫
d2x(

√
g Tµνδg

µν)(t+δt) (2.2.180)

となり,一方で (2.2.169)より

δW (t+δt) = δW (t) + δt δS(TT̄)

=
1

2

∫
d2x(

√
g Tµνδg

µν)(t) + δt δ

(∫
d2x

√
g

8

(
TµνTµν −

(
Tµµ
)2))

(2.2.181)

となる.これら二式を比較して

∂t

(
1

2

∫
d2x(

√
g Tµνδg

µν)(t)
)

= δ

(∫
d2x

√
g

8

(
TµνTµν −

(
Tµµ
)2)) (2.2.182)

を得る.丁寧に分解して δgと δ∂tgで係数を比較すると

∂tgµν =
1

2
(Tµν − gµνT ) =

1

2
T̂µν , ∂tT̂µν =

1

4
T̂µρT̂

ρν , ∂t(T̂µρT̂
ρ
ν ) = 0

(2.2.183)

となる.ここで T̂µν = Tµν − gµνT と定義した.また,第三式は 2次元で常に成り立

つ恒等式である.これら三式から明らかに ∂3t gµν = 0とわかり,さらに tの 1次と

2次の係数が求まる.また, ∂2t T̂µν = 0で tの 1次の決まる.具体的には

g(t)µν =g(0)µν +
t

2
T̂ (0)
µν +

t2

16
T̂ (0)
µρ T̂

(0)
σν g

(0)ρσ

T̂ (t)
µν =T̂ (0)

µν +
t

4
T̂ (0)
µρ T̂

(0)
σν g

(0)ρσ

(2.2.184)

を得る.

2.2.9 c定理 (c Theorem)

以下では 2次元 CFTにおける中心電荷 cが繰り込み群フローで単調減少すると

いう c定理を見ていく [27].数式にすると

cUV ≥ cIR (2.2.185)

となる.もしくは系の長さスケールを lとして

dc(l)

dl
≤ 0 (2.2.186)
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図 2.8: 2次元の場の理論におけるエントロピック c定理のセットアップ.

のように書かれる.これらは繰り込み群フローが系に対する粗視化 (長さスケール

lを大きくする操作)であり,それによって UV理論から IR理論に変形するもの

であるという事実から理解できる.この c定理は Zamolodchikovによって示され

ている [28]が,ここではエンタングルメントエントロピーを用いた証明を紹介す

る [29].以下では第 3章において導入しているエンタングルメントエントロピーの

定義や性質をふんだんに使うので,詳しく知らない読者は先にそちらを参照され

たい.

まずはLorentz不変な場の理論を考え,図 2.8のように部分系A,B,Cを取る. ここ

でA,C は null測地線上に乗っているが,適切に boostすることで時間一定面に移

動させてからHilbert空間を構成することができる.また,情報の伝達が null測地線

で与えられることを考えると,因果的な関係性としてA∪B,B∪C,A∪B∪Cの部

分系を図のように取ることができる.ここで部分系Bの長さを r,部分系A∪B∪C

の長さを Rとする.さらに部分系 B は t = 0,部分系 A ∪ B ∪ C は t = R−r
2 とす

る.この時に, boostで不変な系の長さとして部分系 A ∪B の長さを√(
R+ r

2

)2

−
(
R− r

2

)2

=
√
Rr (2.2.187)
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と求めることができる.同様に B ∪ C の長さも
√
Rrである. ここで,エンタング

ルメントエントロピーの強劣加法性 (3.1.19)より,

SAB + SBC = 2S(
√
Rr) ≥ S(R) + S(r) = SABC + SB (2.2.188)

であることがわかる.したがって,物理的長さを Lとして対数スケール l = logL

を定義すると,エンタングルメントエントロピーは lの関数として上に凸である.

これは以下の式で書くことができる.

d2S(l)

dl2
≤ 0 (2.2.189)

ここでさらに 2次元 CFTにおいてエンタングルメントエントロピーが (3.2.76)

のように得られることから,

c(l) = 3
dS(l)

dl
(2.2.190)

とおくことができ,これらから (2.2.186)が得られる.

2.3 AdS/CFT対応

量子重力理論の研究は長らくの間,難航を極めていたが 1997年にMaldacenaが

提唱した AdS/CFT対応によって大きな進展があった. AdS時空上の量子重力理

論がそれより一次元低い境界上の共形場理論と等価であると主張するこの対応は,

既によく知られた共形場理論によって未知の量子重力理論を解析するだけでなく,

逆に計算が困難な強結合の場の理論に対して重力理論から解析することができ,相

補的な解析が可能になっている.また後に第 3章でも見るように, AdS/CFT対応

は笠–高柳公式を通して量子重力理論と量子情報理論の密接な関係を明らかにし

た.さらにこの対応は素粒子理論分野に限らず,物性分野や宇宙論分野などでも大

きく広がりがある.

本節ではここまで見てきた AdS時空の重力理論と共形場理論の基礎を踏まえて,

いよいよ本章のメインである AdS/CFT対応について見ていく [3–5, 30–33].

2.3.1 AdS/CFT対応

1997年にMaldacenaによってAdS/CFT対応が提唱された [5].その主張は以下

の通りである.
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図 2.9: AdS/CFT対応

AdS/CFT対応

d+1次元漸近的反ド・ジッター (AdSd+1)時空の量子重力理論が, 境界上

の d次元共形場理論 (CFTd)と等価である.(図 2.9参照)

具体的には以下のように分配関数のレベルで等価性が成立すると信じられて

いる.

Z量子重力|AdS = Z境界上のCFT (2.3.191)

ここで「信じられている」と書いたのは AdS/CFT対応の厳密な証明が存在しな

いからである.しかし,これ以降の節でも何度も見るようにこの二つの理論の等価

性は対称性,相関関数,エンタングルメントエントロピーなどといった様々な側面

から確認されており,このような大量の状況証拠からほぼ確実に成り立っている

だろうとされている.

Maldacenaによる超弦理論を用いた議論 (top-downな議論)

AdS/CFT対応には厳密な証明がないが,それが初めて発見されたのは超弦理論に

基づいて得られる自然な考察からである [5, 34, 35].以下ではその考察を簡単に見

Soryushiron Kenkyu



第 2章. AdS/CFT対応 45

ていく.

• D3ブレーンの見方

N 枚の D3ブレーンを考え,以下のような作用を用いる.

S = Sbulk + Sbrane + Sint (2.3.192)

ここで Sbulk は 10次元のタイプⅡ B超弦理論の作用, Sbrane はブレーン上

の開弦の作用, Sint はそれらの相互作用項である.これらは低エネルギー極

限 (弦の長さ ls → 0, α′ → 0)において相互作用項は消え,閉弦の寄与として

自由なタイプⅡ B超弦理論が,開弦の寄与として N = 4SU(N)超対称ゲー

ジ理論が得られる.

• ブラック 3ブレーン解の見方

ブレーンを持つ超重力理論の解としてブラック 3ブレーン解を考える.解は

以下のように与えられる.

ds2 =f−1/2
(
−dt2 + dx21 + dx22 + dx23

)
+ f1/2

(
dr2 + r2dΩ2

5

)
f = 1 +

R4

r4
, R4 ≡ 4πgsα

′ 2N

(2.3.193)

ここで gs は弦の結合定数である.さらにこれは r → 0の極限では

ds2 =
r2

R2

(
−dt2 + dx21 + dx22 + dx23

)
+R2 dr

2

r2
+R2dΩ2

5 (2.3.194)

となり,これはAdS5×S5の時空を記述することがわかる.逆に r → ∞では

平坦時空になる.ここで低エネルギー極限ではこれらの領域が decoupleす

ることが知られている.

これらの二つの見方において共に平坦時空における閉弦の寄与を無視すると,以

下のような理論の双対性が現れる (図 2.10参照).

Maldacenaの主張

4次元の N = 4 SU(N)超対称ゲージ理論 と AdS5 × S5 上のタイプⅡ B

超弦理論が等価である.
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図 2.10: Maldacenaによる双対性の議論

これらの二つの理論の対称性が一致するという双対性の一つの例を確認して

おく.まず, 4次元共形場理論の共形対称性は SO(4, 2)であり,これは重力側では

AdS5 の isometryとして現れる. N = 4SU(N)超対称ゲージ理論の R対称性は

理論が持つ 6個のスカラー場に対応し, SO(6)を与える.一方で重力側では 5次元

球面 S5 の持つ対称性として同じものが現れる.

さらに,これらの理論を一致させる時のパラメータの対応関係として

GN ∼ 1

N2
, (2.3.195)

λ = g2YMN ∼ gsN ∼ R4
AdS

l4s
(2.3.196)

の二つがある.ここで λはトフーフト結合定数であり, large N QFTにおける展開

係数である. (2.3.195)より,重力の古典極限 GN → 0では対応する共形場理論は

large N理論になることがわかる.また (2.3.196)より,弦のループ補正や高階曲率

といった stringyな寄与を無視する極限で共形場理論は強結合になることがわかる.

これら二つの極限を合わせて Einstein重力を実現することができる. AdS/CFT

対応において,扱いやすい Einstein重力でAdS時空を解析した時に双対となるよ

うな large Nで強結合な CFTを holographic CFTという.

また,このような双対な重力理論と共形場理論で強結合と弱結合が逆になる事実

を strong/weak dualityという.
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重力側（AdSの bulk場） CFT側（境界上の演算子）

スカラー場 φ（質量 m） スカラー演算子 O（共形次元∆ =
d

2
+

√
d2

4
+m2R2

AdS）

ゲージ場 Aµ カレント Jµ

計量の摂動 hµν energy stress tensor Tµν

表 2.1: AdS時空上の場と CFTの演算子の基本的な対応

2.3.2 AdS/CFT対応の辞書

AdS/CFT 対応は概念的なレベルではなく実際に様々な側面から両者の一致が

確認されている.それを手助けする具体的な辞書として以下のように与えられる

GKPW辞書というのを紹介する [30, 31].

Z重力(φbulk(z, x)) =

〈
exp

[
i

∫
φ0(x)O(x)

]〉
CFT

(2.3.197)

ここで左辺の φbulk(z, x)は AdS時空の一般の場であり,漸近境界で φ0(x)になる

という境界条件を持つ.重力の分配関数は計量についての経路積分を行っている.

GN → 0の古典重力極限で

Z重力 ' exp[iS重力] (2.3.198)

のように近似できる.多くのホログラフィ原理の研究はこのように古典重力極限

を取って扱いやすい重力計算を行っている.

右辺は CFTの演算子 O(x)に結合した source φ0(x)を持ち,右辺全体で CFTの

生成汎函数となる.実際に CFTの相関関数は係数を除いて

〈O1(x1) · · ·On(xn)〉CFT ∼ δn

δφ
(1)
0 · · · δφ(n)0

ZCFT[φ0]|φ0=0 (2.3.199)

のように得られる.

このようにして繋がる重力理論の場と CFTの演算子の対応関係は表 2.1のよう

になっている. 以下ではスカラー演算子と energy stress tensorについて詳しく見

ていく.
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スカラー演算子の共形次元

AdS時空上のスカラー場とCFTのスカラー演算子の対応関係を見ていく [31, 32,

36]. d + 1次元 AdS時空で Poincaré座標を用いた時のスカラー場の作用は以下

のように与えられる.

Sscalar =− 1

2

∫
dd+1x

√
−g
(
gab∂aφ∂bφ+m2φ2

)
=−

Rd−1
AdS

2

∫
ddx

dz

zd−1

(
(∂zφ)

2 + (∂µφ)
2 +

m2R2
AdS

z2
φ2
) (2.3.200)

ここでスカラー場の質量はmとした.さらにこのスカラー場をフーリエ変換すると

φ(t, xi, z) =

∫
dω dd−1k φ(ω, ki, z) e

−iωt+ikixi , (i = 1, 2, · · · , d− 1)

(2.3.201)

となり,これを用いるとスカラー場の運動方程式は

∂2zφ− d− 1

z
∂zφ−

(
m2R2

AdS

z2
+ k2 − ω2

)
φ = 0 (2.3.202)

と得られる.ここで漸近境界 z = 0近傍でのスカラー場の振る舞いを φ ∝ z∆と仮

定して上式に代入すると

∆(∆− d) = m2R2
AdS (2.3.203)

という二次方程式が得られ,

∆± =
d

2
±
√
m2R2

AdS +
d2

4
(2.3.204)

のように二つの解を得る.したがって,z → 0でスカラー場は以下のような振る舞

いになる.

φ(xµ, z) ' z∆− (A(x) + · · · ) + z∆+ (B(x) + · · · ) (2.3.205)

ここで z∆−に比例する項は漸近境界に近づくにつれて発散する項であり, AdS時空

の z → 0の領域がCFTでは紫外領域に対応することを踏まえると,この項はCFT

に外場をかけて理論自体を変形することに対応する.これを non-renormalizable

な変形という.この時, A(x)は

SCFT =

∫
ddxA(x)O(x) (2.3.206)

Soryushiron Kenkyu



第 2章. AdS/CFT対応 49

のようにCFTの作用に組み込まれ,双対なスカラー演算子O(x)に結合した source

として働く.一方で z∆+ に比例する項は CFTの紫外領域を変えないような状態

の励起に対応する.また,辞書を用いた具体的な計算によって係数の B(x)が演算

子 O(x)の期待値で与えられることがわかる.

B(x) ∝ 〈O(x)〉 (2.3.207)

一般にバルクの z座標は CFTにおける繰り込み群スケールとみなすことができ,

上の関係式から,双対な演算子 O(x)の共形次元∆は

∆ = ∆+ =
d

2
+

√
m2R2

AdS +
d2

4
(2.3.208)

で与えられることがわかる.ここで共形次元が正の実数であるという条件から

m2R2
AdS ≥ −d

2

4
(2.3.209)

が得られ,この条件が AdS時空の安定性を保証するBFバウンドと一致すること

がわかる [37, 38].

さらに,演算子の共形次元 ∆が CFTが住む時空の次元 dより大きいかどうかで

低エネルギーでの繰り込み群フローに対して relevantかmarginalか irrelevantか

が決まる. (2.3.208)より,AdS時空上のスカラー場の質量が正 (m2 > 0)なら双対

なスカラー演算子の共形次元は ∆ > dで irrelevantであり,スカラー場の質量が

0なら共形次元が∆ = dでmarginalであり,スカラー場の質量が負 (m2 < 0)の

タキオン場であれば共形次元が∆ < dで relevantであることがわかる.

Holographic Stress Tensor

AdS/CFT対応においてAdS時空の計量の摂動から対応するCFTの energy stress

tensorを導くことができ,それを Holographic stress tensorという [39–41].さら

に Einstein方程式の摂動解からWeyl anomalyも求めることができる.そこから

Brown-Henneaux関係式を導くところまで見ていく.

まずは漸近 AdS時空の計量として以下のように Fefferman-Graham座標を取る

[42].

ds2 =Gµνdx
µdxν = R2

AdS

(
dρ2

4ρ2
+

1

ρ
gij(x, ρ) dx

idxj
)

g(x, ρ)ij =g(0)ij + ρ g(2)ij + ρ2 g(4)ij + · · ·+ h(d)ijρ
d/2 log ρ+ · · ·

(2.3.210)

Soryushiron Kenkyu



第 2章. AdS/CFT対応 50

ここで, ρd/2 log ρに比例する項は時空の次元 (d+ 1)が奇数の時にのみ存在する.

ここで g(n) の下付き添え字はその量が n個の微分を含んでいることを表す.

この座標を用いた時の Einstein方程式は

0 =ρ
[
2g′′ij − 2g′ikg

klg′lj + (gklg′kl)g
′
ij

]
+Rij − (d− 2)g′ij − (gklg′kl)gij

0 =∇i(g
klg′kl)−∇jg′ij

0 =gijg′′ij −
1

2
gijg′jkg

klg′li

(2.3.211)

で与えられる.ここで ρによる微分を ′で表している.これを逐次的に解くことで

g(0), g(2), · · · , g(d−2), h(d) を g(0) を用いて書き直すことができる.また, g(d) に関

してもその共変微分とトレースは g(0) で表せる.

実際にWeyl tensorがゼロになるような 3次元漸近AdS時空 (d = 2)の時に g(2n)

は以下のように与えられる.

g(2)ij =
1

2
R2
AdS

(
Rg(0)ij + tij

)
, g(4)ij =

1

4
g(2)ikg

kl
(0)g(2)lj , g(2n) = 0 (n ≥ 3)

(2.3.212)

この時,対称 tensor tij は以下を満たす [43].

∇itij = 0, Tr t = −R (2.3.213)

さらにここから holographic stress tensorについて見ていく. 重力理論の作

用は

S =
1

16πGN

∫
M
dd+1x

√
−g (R− 2Λ)+

1

8πGN

∫
∂M

ddx
√
−γ K+

1

8πGN
Sct(γµν)

(2.3.214)

と書ける.ここで Λは宇宙定数, γij は ∂M 上の誘導計量, Kは外的曲率である.さ

らに以降で見るように漸近境界において stress tensorが発散しないように counter

termとして Sct を導入している. さらに, energy stress tensorの定義 [44]

Tij =
−2√
−γ

δSon−shell
δγij

(2.3.215)

を用いる.この時,変分が γij によるものであれば右辺のマイナスを除く必要があ

る.以上の定義を用いて具体的に計算すると

Tij =
1

8πGN

(
Kij − γijK − 2√

−γ
δSct
δγij

)
(2.3.216)
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ここで, δγ = −γ γijδγij を用いた. 3次元 AdS時空の場合の counter termは

Sct = −
∫
∂M

√
−γ

RAdS
(2.3.217)

で与えられ,この時 energy stress tensorは

Tij =
1

8πGN

(
Kij − γijK − 1

RAdS
γij

)
(2.3.218)

となる.ここで (2.3.210)を用いて具体的に計算すると以下を得る.

Tij =
RAdS
8πGN

(
g(2)ij − g(0)ij(g

kl
(0)g(2)kl)

)
(2.3.219)

(2.3.212)と (2.3.213)を用いると

Tij =
RAdS
16πGN

tij (2.3.220)

であり,トレースを取って以下のようになる.

T ii = − RAdS
16πGN

R (2.3.221)

これらから,(2.3.213)の第一式は energy stress tensorの保存則, 第二式はWeyl

Anomalyに対応することがわかる.この式を CFTの conventionと合わせるため

に, energy stress tensorの定義に 2πをかけておくと

〈T ii 〉 = −RAdS
8GN

R (2.3.222)

であり, (2.2.168)と比較すると

c =
3RAdS
2GN

(2.3.223)

で与えられる Brown-Henneaux関係式を再現する [45].

さらにAdS時空の chargeについて見ておく [44].境界 ∂M上の任意の spacelike

surface Σを取る.Σ上の計量を σabとして ∂M 上の計量 γは ADM形式を用いて

γµνdx
µdxν = −N2

Σdt
2 + σab(dx

a +Na
Σdt)(dx

b +N b
Σdt). (2.3.224)

ここでNΣはラプスと呼ばれる.さらにそのΣに垂直な timelikeな単位ベクトルと

して ui,また境界 ∂M の isometryからくる Killing vector ξiを用いて conserved

charge (Brown-York charge)は以下のように書ける.

Qξ =

∫
Σ

d d−1x
√
σ
(
uiTij ξ

j
)
. (2.3.225)

Soryushiron Kenkyu



第 2章. AdS/CFT対応 52

ここで, energy densityを

ε = uiujTij . (2.3.226)

のように定義すると, ADM質量は

M =

∫
Σ

d d−1x
√
σNΣ ε (2.3.227)

で与えられる.この時 timelikeな Killing vectorは ξi = NΣ u
i である. 同様に運

動量は

Pa =

∫
Σ

d d−1x
√
σ ja (2.3.228)

であり,この時momentum density ja は

ja = σabui T
bi (2.3.229)

で得られる.

例として回転する BTZブラックホールについて考える.計量は以下で与えら

れる.

ds2 = −f(r) dt2+ dr2

f(r)
+r2(dφ−Nφdt)2, f(r) =

r2

R2
AdS

−M+
J2

4r2
, Nφ =

J

2r2

(2.3.230)

この時, r = ∞での誘導計量は

γµνdx
µdxν = −f(r) dt2 + r2(dφ−Nφdt)

2, (2.3.231)

となり,外的曲率は

Kij =


r

R2
AdS

f(r) 0

0 r f(r)

 , K =
2r2 −MR2

AdS

rR2
AdSf(r)

(2.3.232)

となる.これらを (2.3.218)に代入して, r → ∞で支配的な項のみ残すと,以下の

ように Brown-York tensorが得られる.

Ttt =
M

16πGN RAdS
,

Ttφ =
−J

16πGN RAdS
,

Tφφ =
M RAdS

16πGN
.

(2.3.233)

Soryushiron Kenkyu



第 2章. AdS/CFT対応 53

ここで timelikeな単位ベクトルとして

ui =

(
1√
f(r)

,
Nφ√
f(r)

)
'
(
RAdS
r

, 0

)
(2.3.234)

を使うと, (2.3.225)で Killing vectorとして ξ = ∂t を取った時,

M =

∫ 2π

0

dφ r
1√
f(r)

M

16πGN RAdS
' M

8GN
(2.3.235)

と得られる.さらに, (2.3.225)で Killing vectorとして ξ = ∂φ を取った時

J =

∫ 2π

0

dφ r
1√
f(r)

J

16πGN RAdS
=

−J
8GN

(2.3.236)

となる.

2.3.3 AdS/CFT対応におけるブラックホール

節 2.1.4で見たようにAdS時空は真空解としてブラックホール解を持ち,それらの

熱力学的解釈も通常の Schwarzschildブラックホールと同様に可能である.以下で

はこのブラックホール幾何に対応する境界理論の状態について見ていく [46]. 上

述の通り,ブラックホールの熱力学的性質に合わせて境界理論における対応する

状態も有限温度の場の理論で解析できると考えるのは自然である.さらにここで

注目したいのは AdSブラックホールの Penroseダイアグラムは等価な漸近境界

が二つ存在することである.ここから推察されるように,双対な状態は二つの共形

場理論の積で与えられる Hilbert空間で考えられ,逆温度 β を用いて次のような

純粋状態で書ける.

|Φ〉 = 1√
Z(β)

∑
n

e−
βEn

2 |n〉1 ⊗ |n〉2 , Z(β) =
∑
n

e−βEn (2.3.237)

このような状態は Thermo Field Double(TFD)状態と呼ばれる.実際にここで片

方の CFTをトレースアウトして得られる密度行列はカノニカル分布で与えられ

る混合状態に対応する.このような状態は節 3.2で見るような Euclidean経路積分

を用いて構成され,解析接続によって Lorentzianのブラックホールの幾何に繋が

る.しばしば図 2.11のように図示される.
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図 2.11: TFD状態の Euclidean経路積分による構成

2.3.4 AdS/CFT対応におけるTT̄ deformation

節 2.2.8に繰り込み群フローの irrelevantな変形としてTT̄ deformationを導入し,

IR固定点の CFTからUV方向にQFTを構成していくことができることを見た.

ここではそのようにして変形された CFTの重力理論における対応物として提唱

されたカットオフ AdS時空を見ていく [47, 48]. irrelevantな変形なので重力理論

においても z → ∞の IR領域ではなく z ' 0の UV領域を変形している.

まずは, (2.3.210)で有限の ρ = const.を考えた時に得られる誘導計量 gij を考

える. (2.3.212)より,

gij = g(0)ij +
ρ

2
t̂ij +

ρ2

16
t̂ik t̂ljg

kl
(0) (2.3.238)

ここで, t̂ij = tij − g(0)ij tと定義した.これは (2.2.184)と完全に形が一致してお

り, TT̄ deformationのパラメータ tと AdS時空の UVカットオフ ρが同一視で

きる. また, (2.3.218)の関係式を考えると,同様に計量の展開 (2.3.210)において

ρの subleadingの項から (2.2.184)と同じ形の holographic stress tensorを得るこ

とができる.このようにして TT̄ deformされた QFTに対する双対な幾何はカッ
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図 2.12: TT̄ deformationに双対なカットオフ r = rc を導入した BTZブラック

ホール

トオフ AdS時空であると結論づけられる.

次に,具体的な計量を用いて energy spectrumを求め, CFTの結果と比較しよ

う. ここでは簡単のために Euclidean BTZブラックホールからの deformationを

考える (図 2.12参照). この時,計量は

ds2 = f(r) dτ2+
dr2

f(r)
+r2(dφ−iNφdτ)2, f(r) =

r2

R2
AdS

−M+
J2

4r2
, Nφ =

J

2r2

(2.3.239)

で表される.ここで動径座標 r = rc でカットオフを導入し,そこに Dirichlet境界

条件を課している.

r = rcにおける timelike Killing vectorに対する Brown-York charge (2.3.225)を

考えれば良い. (2.3.235)で行った計算において r = ∞であったところを有限の

r = rc で置き換えて,さらに timelikeな単位ベクトルとして

ui =

(
1√
f(r)

,
iNφ√
f(r)

)
(2.3.240)
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を採用して計算し直すと以下の spectrumを得る.

E =
rc

4GN

(
1

RAdS
−
√
f(rc)

rc

)

=
rc

4GNRAdS

(
1−

√
1−

MR2
AdS

r2c
+
J2R2

AdS

4r4c

)

=
2rc

tRAdS

(
1−

√
1−

tMR2
AdS

r2c
+
t2J 2R2

AdS

4r4c

) (2.3.241)

最後の行では (2.3.235)と (2.3.236)を用いて変形し, TT̄ deformationのパラメー

タは t = 8GN という別の様々な解析から得られる辞書を用いた.この式を (2.2.177)

と比較すると,非常に似た形で書けていることがわかる.

2.3.5 ホログラフィック c定理

以下では AdS/CFT対応における重力の計算を用いて CFTにおける c定理を示

していく [49–52]. ここでは 3次元の重力作用にスカラー場が結合した以下のよう

な作用を考える.

S =
1

16GN

∫
d3x

√
−g(R− gµν∂µφ∂νφ− V (φ)) (2.3.242)

この作用に対する計量の解として

ds2 = e2A(r)
(
−dt2 + dx2

)
+ dr2 (2.3.243)

という ansatzを置く.ここで, Poincaré座標 (2.1.19)を

z = RAdS exp

[
− r

RAdS

]
(2.3.244)

のように座標変換すると

ds2 = e
2r

RAdS

(
−dt2 + dx2

)
+ dr2 (2.3.245)

が得られるので, exactな AdS時空では

A(r) =
r

RAdS
(2.3.246)
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となることがわかる.

ここで

c(r) =
3

2GNA′(r)
(2.3.247)

のようにして関数を導入すると, UVの CFTに対応する AdS時空において

c(r → ∞) =
3R

(UV )
AdS

2GN
= cUV (2.3.248)

となり,同様に IRの CFTに対応する AdS時空において

c(r → −∞) =
3R

(IR)
AdS

2GN
= cIR (2.3.249)

となることが確認できる.ここで, AdS/CFT対応において CFT側で格子サイズ

に対応する UVカットオフが重力側で z = εに対応することから, UV理論に対

応する CFTは z ' 0(r → ∞)で,IR理論に対応する CFTは z → ∞(r → −∞)

で表されることを用いた.さらに
dc(r)

dr
= − 3

2A′(r)2
A′′(r) = − 3

2A′(r)2
(T tt − T rr ) ≥ 0 (2.3.250)

が成り立つ.ここで二つ目の等号には Einstein方程式を,三つ目の等号には null

energy conditionを用いた.これらから

cUV ≥ cIR (2.3.251)

が成り立ち, holographicに c定理が示された.

2.3.6 AdS3/CFT2対応におけるBañados map

3 次元の AdS 時空は重力の自由度を持たないため, 全ての座標が局所的に pure

AdSに持っていくことができる.このような任意の座標から pure AdSへの座標変

換はホログラフィー原理の観点から考えると 2次元 CFTの共形変換をバルク側

に拡張することで構成することができる. Poincaré座標を用いてこのような座標

変換を実現するものを Bañados mapという [53, 54].以下ではこの Bañados map

を紹介する.

Poincaré座標 (η,X, T )を考え, U = T −X, V = T +X として座標変換すると

計量は

ds2 = R2
AdS

dη2 − dT 2 + dX2

η2
= R2

AdS

dη2 − dUdV

η2
(2.3.252)
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となる. 2次元 CFTの共形変換は任意の正則関数を用いて

ũ = p(u), ṽ = q(v) (2.3.253)

と表すことができ,これに双対なバルク側の座標変換は,変換後の座標を (z, x, t)

で u = t− x, v = t+ xとおくと

U = p(u) +
2z2(p′)2q′′

4p′q′ − z2p′′q′′

V = q(v) +
2z2(q′)2p′′

4p′q′ − z2p′′q′′

η =
4z(p′q′)3/2

4p′q′ − z2p′′q′′
,

(2.3.254)

と書ける. さらに,座標変換によって計量は以下のように変化する.

ds2 =R2
AdS

[
dz2

z2
+ T+(u)(du)

2 + T−(v)(dv)
2 −

(
1

z2
+ z2T+(u)T−(v)

)
dudv

]
=R2

AdS

[
dz2 − dt2 + dx2

z2
+ (T+ + T− − z2T+T−)dt

2

+ (T+ + T− + z2T+T−)dx
2 − 2(T+ − T−)dtdx

]
.

(2.3.255)

ここで T+, T− は以下のように与えられる.

T+(u) =
3(p′′)2 − 2p′p′′′

4p′2
, T−(v) =

3(q′′)2 − 2q′q′′′

4q′2
. (2.3.256)

ここで, T± と表記されるものは, flat な時空で 〈T 〉 = 0 であったところから共

形変換 (2.2.146)によって CFTの energy stress tensorがノンゼロの値を持つこ

とにより現れるものである.節 2.3.2で計量の flatからの摂動の leading orderが

holographic stress tensorとして読み取られたことを考えると,ここではその逆の

操作を行なっていると分かる.

このような変換は 2次元 CFTの対称性,もしくは 3次元 AdS時空の isometryの

変換に対応しており,この変換で CFTのエンタングルメントエントロピー (もし

くは AdS時空の測地線長)などの量は保存する.
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Euclidean AdSにおけるBañados mapも確認しておく [55]. Euclidean Poincaré

座標 (η,X, Y )と座標変換後の座標 (z, x, y)に対して, ξ = X+iY, ξ̄ = X−iY, w =

x+ iy, w̄ = x− iyという座標変換を考える.変換前の計量は

ds2 = R2
AdS

dη2 + dX2 + dY 2

η2
= R2

AdS

dη2 + dξdξ̄

η2
. (2.3.257)

となる. 2次元 Euclidean CFTの共形変換は任意の正則関数を用いて

ξ = f(w), ξ̄ = f̄(w̄). (2.3.258)

と表すことができ,これに双対なバルク側の座標変換は,

ξ = f(w)− 2z2(f ′)2(f̄ ′′)

4|f ′|2 + z2|f ′′|2
,

ξ̄ = f̄(w̄)− 2z2(f̄ ′)2(f ′′)

4|f ′|2 + z2|f ′′|2
,

η =
4z(f ′f̄ ′)3/2

4|f ′|2 + z2|f ′′|2

(2.3.259)

と書ける. さらに,座標変換によって計量は以下のように変化する.

ds2 = R2
AdS

[
dz2

z2
+ T (w)(dw)2 + T̄ (w̄)(dw̄)2 +

(
1

z2
+ z2T (w)T̄ (w̄)

)
dwdw̄

]
(2.3.260)

ここで T (w), T̄ (w̄) は以下のように与えられる.

T (w) =
3(f ′′)2 − 2f ′f ′′′

4f ′2
, T̄ (w̄) =

3(f̄ ′′)2 − 2f̄ ′f̄ ′′′

4f̄ ′2
. (2.3.261)
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第3章

AdS/CFT対応と量子情報理論

本章では量子情報理論の基礎を整理した後に, 共形場理論と重力理論の両方で, エ

ンタングルメントエントロピーを始めとするいくつかの重要な量子相関の指標を

見ていく. 最後に多体量子相関についても言及する.

3.1 量子情報理論

量子情報理論は, 情報という抽象的概念を量子力学の枠組みに取り込み, 操作論

的な視点で記述しなおした理論である.これは単に物理法則を新たな視点で捉え

直すだけでなく,計算や通信,暗号といった様々な実学としても発展を遂げている

[56, 57].もともとは古典的な情報理論として Shannonらによって確立された分野

であったが, Bellの不等式の破れが確認されたことによって, 量子力学特有の重ね

合わせなどの性質の下でさらに大きな広がりを見せることがわかり,今でも熱心

に研究されている.

本節では量子情報理論の一般的な構成から,情報量に対する定量化を見ていく.さ

らには量子論特有の量子エンタングルメントの概念と,さらにそれを定量化する

エンタングルメントエントロピーとその応用について紹介する.

60
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3.1.1 一般的な量子状態の記述

量子状態を古典的な確率混合によって混ぜ合わせることで得られる混合状態を以

下のような密度行列 (density matrix) ρで表す.

ρ =
n∑
i=1

pi |ψi〉 〈ψi| (3.1.1)

ここで,考える混合状態は純粋状態 {|ψi〉}を確率 pi で混合したものである.この

時,物理量 A =
∑
a aPa による測定において A = aを得るような確率は

Prob(A = a) = Tr[Paρ] =
∑
i

pi 〈ψi|Paψi〉 (3.1.2)

で与えられる.このようにして任意の物理量の測定に対する確率を与えるので,密

度行列は全物理的情報が含まれていることがわかる.操作論的に構成される量子

情報理論においては,「全ての物理量に対して同じ確率分布を与える状態」を同一

な状態とみなしており,密度行列はこの状態表記に対する縮退が解けていること

を強調しておく.

さらに物理的な密度行列は以下のような性質を満たす必要がある.

(i) ρ ≥ 0, (ii) Trρ = 1 (3.1.3)

(i)の条件は密度行列の半正定値性であり,任意のベクトル |ψ〉に対して 〈ψ|ρψ〉 ≥ 0

が成立することを表している.この時,密度行列 ρは固有値が非負のエルミート行

列になる.これは混合に用いた確率 pi がそれぞれ正であることに対応する.

(ii)の条件は

Trρ = Tr

[
n∑
i=1

pi |ψi〉 〈ψi|

]
=

n∑
i=1

pi 〈ψi|ψi〉 =
∑
i

pi = 1 (3.1.4)

のようにして確率の和が 1になることを保証している.

純粋状態

このような一般的な量子状態の記述において純粋状態は

ρ = |ψ〉 〈ψ| (3.1.5)
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で表される.この時,

Tr[ρ2] = 1 (3.1.6)

が成り立つ.一般の混合状態に対しては

1

d
≤ Tr[ρ2] ≤ 1 (3.1.7)

という不等式が成り立つ.ここで dは Hilbert空間の次元である.不等式の下端を

与えるような量子状態は ρ = 1
d Iで与えられ,完全混合状態と呼ばれる.このよう

にして状態がどれだけ純粋状態に近いかを Tr[ρ2]を用いて評価することができ,

この量を純粋度 (purity)という.

縮約状態と純粋化

量子系 A,Bとその Hilbert空間としてHA ⊗HB を考える.この時,全体の密度行

列に対して以下のように部分トレースを取ることで,量子系 Aに制限された縮約

密度行列を得ることができる.

ρA = TrB [ρAB ] (3.1.8)

このようにして部分系の縮約状態を定義できる.

ここで混合状態で与えられる量子系 Aに対して,適切な補助系 Bを持ってくるこ

とで全体として純粋状態を作ることができることを確認する. ρAが以下のように

固有値分解される時,

ρA =
∑
i

pi |ai〉 〈ai| (3.1.9)

Hilbert空間HB の適当な正規直交基底 {|bi〉}を持ってきた時に

|ψ〉 =
∑
i

√
pi |ai〉 ⊗ |bi〉 (3.1.10)

とすると ρAB = |ψ〉 〈ψ|は量子系 AB上の純粋状態となる.ここで

TrBρAB =
∑
i,j

√
pi
√
pj(TrB |bi〉 〈bj |) |ai〉 〈aj | =

∑
i

pi |ai〉 〈ai| = ρA (3.1.11)

として縮約密度行列が得られることも確認できる.このようにして混合状態 ρAか

ら補助系を用いて純粋状態 ρAB を構成することを純粋化 (purification)という.
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上記の構成方法から明らかなように純粋化の方法は一意ではない.特に補助系と

してコピーされた量子系 A∗ を持ってきて

|ψ〉 =
∑
i

√
pi |ai〉 ⊗ |ai〉 (3.1.12)

のように純粋状態を構成することを正準純粋化 (canonical purification)と呼ぶ.

(2.3.237)で見たような TFD状態はまさにこの純粋化によって得られる純粋状態

である.

3.1.2 量子系における情報量

量子論における情報の概念を適切に扱うために,様々な情報量を導入する.以下で

見ていく情報量は基本的に古典情報理論で既に確立されていたものを適切に量子

論に拡張することで得られる.

von Neumannエントロピー

von Neumannエントロピー S(ρ)は以下のように定義される.

S(ρ) ≡ −Tr ρ log ρ (3.1.13)

ここで ρを固有値分解して ρ =
∑
i pi |ψi〉 〈ψi|とすると

S(ρ) = −
∑
i

pi log pi (3.1.14)

となり,古典情報理論の Shannonエントロピーと一致する.

例として, qubit系を用いて以下のように確率 {p, 1−p} (0 < p < 1)で状態 |0〉 , |1〉

を混合した密度行列を考える.

ρp = p |0〉 〈0|+ (1− p) |1〉 〈1| (3.1.15)

この時, von Neumannエントロピーは

S(ρp) = −p log p− (1− p) log(1− p) (3.1.16)

となる.このように取りうる状態が二通りの時には二値エントロピーと呼ばれる.

これを図示すると図 3.1のようになる. ここでピークは p = 1/2の最大混合状態
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図 3.1: 二値エントロピー S(ρp).対数の底は 2としている.

の時であることがわかる.ここから分かるように von Neumannエントロピーは量

子状態の不確かさを表している.

以下では von Neumannエントロピーの性質を挙げておく.

(i) 非負性: S(ρ) ≥ 0 (等号成立は ρが純粋状態の時)

(ii) 上限: S(ρ) ≤ log dimH (等号成立は ρ = 1
dimH Iのように最大混合状態の時)

(iii) ρAB が純粋状態ならば,縮約密度行列 ρA, ρB に対して S(ρA) = S(ρB)

(iv) 加法性 (additivity): S(ρA ⊗ ρB) = S(ρA) + S(ρB)

(v) ユニタリ不変性: ユニタリ演算子 U に対して S(UρU†) = S(ρ)

(vi) 凹性 (concavity): 任意の密度行列 ρ1, ρ2 と 0 ≤ t ≤ 1に対して

S(tρ1 + (1− t)ρ2) ≥ t S(ρ1) + (1− t)S(ρ2) (3.1.17)

(vii) 劣加法性 (subadditivity): 合成系HA ⊗HB 上の密度行列 ρAB に対して

S(ρA) + S(ρB) ≥ S(ρAB) (3.1.18)

(等号成立は ρAB = ρA ⊗ ρB の時)
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(viii) 強劣加法性 (strong subadditivity): 合成系 HA ⊗ HB ⊗ HC 上の密度行列

ρABC に対して

S(ρAB) + S(ρBC) ≥ S(ρABC) + S(ρB) (3.1.19)

相対エントロピー (relative entropy)

相対エントロピーD(ρ||σ)は以下のように定義される.

D(ρ||σ) ≡ Trρ(log ρ− log σ) (3.1.20)

ここで相対エントロピーとは二つの量子状態 ρ, σがどれだけ隔たっているかを表

す量である.実際に量子仮説検定の理論を通してこれらの状態の区別のしやすさ

であると意味づけられることが知られている.

以下では相対エントロピーの性質を挙げておく.

(i) 単調性 (monotonicity)任意の量子操作 (量子通信路)Λに対して

D(ρ||σ) ≥ D(Λ(ρ)||Λ(σ)) (3.1.21)

(等号成立は逆向きの量子操作 Γが存在して Γ(Λ(ρ)) = ρ,Γ(Λ(σ)) = σとな

る時)

(ii) 非負性: D(ρ||σ) ≥ 0 (等号成立は ρ = σの時)

(iii) 加法性 (additivity): D(ρA ⊗ ρB ||σA ⊗ σB) = D(ρA||σA) +D(ρB ||σB)

(iv) ユニタリ不変性: ユニタリ演算子 U に対してD(UρU†||UσU†) = D(ρ||σ)

(v) 結合凸性 (joint convexity): 任意の密度行列 ρ1, ρ2, σ1, σ2と 0 ≤ t ≤ 1に対

して

tD(ρ1||σ1)+(1−t)D(ρ2||σ2) ≥ D(tρ1+(1−t)ρ2||tσ1+(1−t)σ2) (3.1.22)

相互情報量 (mutual information)

相互情報量 I(A : B)は以下のように定義される.

I(A : B) ≡ D(ρAB ||ρA ⊗ ρB) (3.1.23)
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これは相対エントロピーを用いて定義されていることから明らかに,合成系の密

度行列 ρAB が,量子系A,Bが独立である時の積状態 ρA⊗ ρB からどれだけ隔たっ

ているかを表す.

また,相互情報量は von Neumannエントロピーを用いて以下のように書き直すこ

とができる.

I(A : B) =Tr ρAB (log ρAB − log(ρA ⊗ ρB))

=Tr ρAB log ρAB − Tr ρAB log(ρA ⊗ IB)− Tr ρAB log(IA ⊗ ρB)

=Tr ρAB log ρAB − Tr ρA log ρA − Tr ρB log ρB

=S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB)

(3.1.24)

ここで 2行目に移る際には

log(ρA ⊗ ρB) = log(ρA ⊗ IB) + log(IA ⊗ ρB) (3.1.25)

という関係式を用いた.

相対エントロピーの非負性,もしくは von Neumannエントロピーの劣加法性から

明らかに相互情報量は非負の量である.その時の等号成立条件は ρAB = ρA ⊗ ρB

の時である.

さらに条件付き相互情報量 I(A : C|B)を以下のように定義しておく.

I(A : C | B) = S(AB) + S(BC)− S(ABC)− S(B) = I(A : BC)− I(A : B)

(3.1.26)

これは後に三体量子状態 ρABC が quantum Markov chainかどうかを判定するの

に用いられる.

トレース距離

トレース距離 d(ρ, σ)は以下のように定義される.

d(ρ, σ) ≡ 1

2
||ρ− σ||1 ≡ 1

2
Tr|ρ− σ| = 1

2
Tr
√
(ρ− σ)†(ρ− σ) (3.1.27)

この量は相対エントロピーとまた違った形で二つの量子状態の距離を測る量であ

り,実際にこれらの状態を区別するタスクの成功率に関係していることが知られ

ている.また,距離であるための性質として非負性, (ρ↔ σ)に対する対称性,三角
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不等式を満たしている.

ここで実は量子状態の差を取らずとも,一般の行列に対してトレースノルムとして

同様に ||A||1が定義される.これはノルムであるための性質として,定義から明らか

に非負性と斉次性を満たしている.また,エルミート行列 Aを A =
∑
i ai |ψi〉 〈ψi|

として固有値分解すると,

||A||1 = Tr

(∑
i

|ai| |ψi〉 〈ψi|

)
=
∑
i

|ai| (3.1.28)

となる.

以下ではトレース距離の性質を挙げておく.

(i) 非負性: d(ρ, σ) ≥ 0 (等号成立は ρ = σの時)

(ii) 対称性: d(ρ, σ)1 = d(σ, ρ)1

(iii) 単調性 (monotonicity): 任意の量子操作 (量子通信路)Λに対して

d(ρ, σ)1 ≥ d(Λ(ρ),Λ(σ)) (3.1.29)

(iv) 結合凸性 (joint convexity): 任意の密度行列 ρ1, ρ2, σ1, σ2と 0 ≤ t ≤ 1に対

して

t d(ρ1, σ2) + (1− t)d(ρ2, σ2) ≥ d(tρ1 + (1− t)ρ2, tσ1 + (1− t)σ2) (3.1.30)

忠実度 (Fidelity)

忠実度 F (ρ, σ)は以下のように定義される.

F (ρ, σ) ≡ Tr|√ρ
√
σ| = Tr

√
(
√
ρ
√
σ)(

√
ρ
√
σ)† (3.1.31)

定義より明らかに (ρ↔ σ)に対する対称性を持つ.

特に ρ = |ψ〉 〈ψ|かつ σ = |φ〉 〈φ|の時に

F (ρ, σ) = | 〈ψ|φ〉 | (3.1.32)

のように内積の絶対値で与えられる.さらにこの時, ρ = σ で最大値 F (ρ, σ) = 1

を取り, |ψ〉 ⊥ |φ〉で最小値 F (ρ, σ) = 0を取ることがわかる.ここから推察され
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るように,一般に忠実度は ρと σ の純粋化の内積である.これを正しく記述した,

Uhlmannの定理を紹介しておく.

Uhlmannの定理

Hilbert空間HA上の密度行列 ρ, σを考えた時に,補助系としてHilbert空

間 HR を用いて純粋化を行う.ここで忠実度 F (ρ, σ)は ρの純粋化 |ψ〉と

σの純粋化 |φ〉を様々に動かした時の最大値である.

F (ρ, σ) = max
|ψ〉,|φ〉∈HA⊗HR

| 〈ψ|φ〉 | (3.1.33)

最後に,以下に忠実度の性質を挙げておく.

(i) 非負性: F (ρ, σ) ≥ 0

(ii) 上限: F (ρ, σ) ≤ 1 (等号成立は ρ = σ)

(iii) 対称性: F (ρ, σ) = F (σ, ρ)

(iv) σ = |φ〉 〈φ|に対して F (ρ, σ) =
√

〈φ|ρ|φ〉

(v) 単調性 (monotonicity): 任意の量子操作 (量子通信路)Λに対して

F (ρ, σ) ≤ F (Λ(ρ),Λ(σ)) (3.1.34)

(vi) ユニタリ不変性: ユニタリ演算子 U に対して F (UρU†, UσU†) = F (ρ, σ)

(vii) 強凹性 (joint concavity): 確率分布 {pi}, {qi}と密度行列 {ρi}, {σi}に対して

F (
∑
i

piρi,
∑
i

qiσi) ≥
∑
i

√
piqiF (ρi, σi) (3.1.35)

(viii) 結合凹性 (joint concavity): 任意の密度行列 ρ1, ρ2, σ1, σ2と 0 ≤ t ≤ 1に対

して

t F (ρ1, σ1)+(1− t)F (ρ2, σ2) ≤ F (tρ1+(1− t)ρ2, tσ1+(1− t)σ2) (3.1.36)

(ix) トレース距離 ||ρ− σ||1 と忠実度 F (ρ, σ)について一般に以下が成り立つ.

1− F (ρ, σ) ≤ 1

2
||ρ− σ||1 ≤

√
1− F (ρ, σ)2 (3.1.37)
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特に, ρと σが純粋状態の時
1

2
||ρ− σ||1 =

√
1− F (ρ, σ)2 (3.1.38)

が成り立つ.

3.1.3 量子情報理論におけるエンタングルメントエントロピー

1935年に Einstein, PodolskyとRosenが「実在性」と「局所性」を仮定した時に

量子力学は不完全であると主張し,これが EPRパラドックスとして人々の注目を

集めた [58].さらに 1964年に Bellが「実在性」と「局所性」に加えて「自由意志

の存在 (測定独立性)」を仮定して満たされるべき Bellの不等式を提唱し,それは

CHSH不等式という形でより扱いやすい形で書かれた [6, 7].さらにはそれらの不

等式が量子力学において破られることは既に実験で確かめられている [8].このよ

うに量子力学には古典論では想定されない特別な相関が存在し,それを量子エン

タングルメント (量子相関,量子もつれ)という.量子系特有のこの相関は多くの

注目を集め,量子情報理論と共に大きく発展している.その発展は留まるところを

知らず,凝縮系分野や素粒子論分野など幅広い物理に大きく応用されている.

二体の純粋状態に対してこの量子エンタングルメントを定量化するものとしてエ

ンタングルメントエントロピーが用いられている.量子情報理論においては von

Neumannエントロピーとして考えられていたこの量は,凝縮系では量子相転移の

秩序パラメータなど,素粒子論分野ではホログラフィ原理を調べるための最も重

要な量として広く用いられている.

本節ではこの量子エンタングルメントやエンタングルメントエントロピーの定義

と性質を整理する.

エンタングル状態

一般に,部分系 A, Bの二つの複合量子系に対しての純粋状態 |ψ〉を考える.この

時, |ψ〉は Aと Bの適当な局所ユニタリ変換 (U ⊗ V )を用いて

(U ⊗ V ) |ψ〉 =
d−1∑
i=0

√
pi |i〉A |i〉B (3.1.39)

のように書ける.このような分解を Schmidt分解という.さらに,この時の係数

p0, p1, . . . , pd−1のことを Schmidt係数という.ここで d = min{dimHA,dimHB}
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である.ただ一つの係数だけがノンゼロである時,

|ψ〉 = |φA〉 ⊗ |φB〉 (3.1.40)

のように書け,このように Aの状態と Bの状態の積で書ける状態のことを積状態

(product state)という.この状態は多体量子相関に移る時に separable stateと

して拡張される.このようにどのような局所ユニタリ変換を用いても積状態で表

せないような状態のことをエンタングル状態と言う.

特に,全ての Schmidt係数が等しく,pi = 1
d の時状態は

|ψ〉 = 1√
d

d−1∑
i=0

|i〉A |i〉B (3.1.41)

となり,これを最大エンタングル状態という.

例として最も簡単な 2準位系 {|0〉 , |1〉}のエンタングル状態として最も基本的

なBell状態 (もしくは EPR状態)を見ていく.

|φ±〉AB =
|0〉A |0〉B ± |1〉A |1〉B√

2
,

|ψ±〉AB =
|0〉A |1〉B ± |1〉A |0〉B√

2

(3.1.42)

これらは 2準位系の最大エンタングル状態であり,2準位量子系の正規直交基底に

もなっているので Bell基底とも呼ばれる.これらは以下のようなユニタリ変換で

結びついている.
|φ+〉AB = (I ⊗ I) |φ+〉AB ,

|ψ+〉AB = (σx ⊗ I) |φ+〉AB ,

|ψ−〉AB = (iσy ⊗ I) |φ+〉AB ,

|φ−〉AB = (σz ⊗ I) |φ+〉AB .

(3.1.43)

ここで σx, σy, σz はパウリ行列である.

このような状態に対しては A の測定結果と B の測定結果が必ず同じ (もしくは

必ず逆)になることが確認できる.この相関は A,B 両者が共に |0〉 もしくは共に

|1〉 であるような状態を確率 1/2 で混合した状態

σ =
|0〉A |0〉B 〈0|A 〈0|B

2
+

|1〉A |1〉B 〈1|A 〈1|B
2

(3.1.44)
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図 3.2: 量子テレポーテーション

にも現れるが, 実は本質的に異なるものである.|θ〉 = cos θ |0〉+ sin θ |1〉 ,

|θ⊥〉 = − sin θ |0〉+ cos θ |1〉 ,
(3.1.45)

という基底の回転に対して

|ψ〉 =
|θ〉A |θ〉B + |θ⊥〉A |θ⊥〉B√

2
(3.1.46)

と変換され, 相関が残っていることがわかる.このように基底の取り方に関係なく

示す強い相関は量子相関と呼ばれる.一方で (3.1.44)は変換によって相関が失わ

れる.このような相関は古典相関と呼ばれる.

量子テレポーテーション

ここで量子相関の強みを確認するために,量子エンタングルメントを用いた量子

状態の転送手法である量子テレポーテーションを見ていく.

送信者と受信者が以下のエンタングル状態を保持しているとする.

|φ+〉AB =
|0〉A |0〉B + |1〉A |1〉B√

2
(3.1.47)

送信者が持っている量子ビット X の状態

|ψ〉X = a |0〉X + b |1〉X (3.1.48)

を受信者に転送することを考える (図 3.2). A,B,Xの量子ビット全体の状態を Bell

Soryushiron Kenkyu



第 3章. AdS/CFT対応と量子情報理論 72

測定結果 B の状態 再構成操作 ユニタリ変換

|φ+〉XA a |0〉B + b |1〉B 何もしない I

|φ−〉XA a |0〉B − b |1〉B 位相反転 σz

|ψ+〉XA a |1〉B + b |0〉B ビット反転 σx

|ψ−〉XA a |1〉B − b |0〉B 位相・ビット反転 σzσx = iσy

表 3.1: 量子テレポーテーションの再構成操作

基底を用いて書き換えると

(a |0〉X + b |1〉X)⊗
|0〉A |0〉B + |1〉A |1〉B√

2

=
1

2

[
|0〉X |0〉A + |1〉X |1〉A√

2
⊗ (a |0〉B + b |1〉B)

+
|0〉X |0〉A − |1〉X |1〉A√

2
⊗ (a |0〉B − b |1〉B)

+
|0〉X |1〉A + |1〉X |0〉A√

2
⊗ (a |1〉B + b |0〉B)

+
|0〉X |1〉A − |1〉X |0〉A√

2
⊗ (a |1〉B − b |0〉B)

]

=
1

2

[
|φ+〉XA ⊗ (a |0〉B + b |1〉B) + |φ−〉XA ⊗ (a |0〉B − b |1〉B)

+ |ψ+〉XA ⊗ (a |1〉B + b |0〉B) + |ψ−〉XA ⊗ (a |1〉B − b |0〉B)
]
.

(3.1.49)

となる. そこで送信者が X,A に対して四つの Bell 基底の中でどの状態にあるの

かを決める測定（Bell 状態測定）を行う.すると (3.1.49) に従って B の量子状態

が定まる.送信者が測定結果を古典通信で受信者に伝え,受信者が B に対して適切

なユニタリ変換（表 3.1）を施せば, 元々 X が持っていた量子状態 |ψ〉 を B に再

構成できる. 本来, 古典通信のみで量子状態を送るためには無限回の測定によっ

て状態 |ψ〉X を特定する必要があるので, 到底不可能である. しかしここではエン

タングル状態を利用することで転送を実現している. このように局所操作と古典

通信だけでは不可能であったことが, 量子エンタングルメントを利用することで

可能になる.
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量子情報理論におけるエンタングルメントエントロピー

合成系 A,B の Hilbert 空間 HA ⊗HB を考える.全系の密度行列から部分系 B

をトレースアウトして得られる縮約密度行列 ρAに対し,その von Neumann エン

トロピー (3.1.13)を用いて部分系 A のエンタングルメントエントロピーは以下

のように定義される.

SA ≡ −Tr ρA log ρA (3.1.50)

この量は量子系 A,Bの間の量子エンタングルメントを定量化するものであり,直

感的には部分系 Bを隠した時に Aにいる観測者が失う情報の量として解釈され

る.ここで定義から明らかに,この量では合成系が純粋状態であるような二体の量

子エンタングルメントしか測れないことを注意しておく.後に節 3.5.4でこれを多

体系に拡張したmulti-entropyという量を紹介する.

3.2 場の理論におけるエンタングルメントエントロピー

まずは場の理論におけるエンタングルメントエントロピーの計算方法として最も

有名なレプリカ法を紹介する.

一般に場の理論における密度行列 ρAは無限次元行列であり,トレースを取るため

に対角化する操作は非常に困難である.したがってエンタングルメントエントロ

ピーを定義に従って直接計算するのではなく,以下のように極限を用いた形に書

き直すことを考える.
SA ≡− Tr ρA log ρA

=− lim
n→1

∂n log Tr[ρ
n
A]

= lim
n→1

1

1− n
log Tr[ρnA]

(3.2.51)

2行目は

lim
n→1

∂n log Tr[ρ
n
A] = lim

n→1

TrρnA log ρA
Tr[ρnA]

= Tr ρA log ρA (3.2.52)

から, 3行目は

lim
n→1

log Tr[ρA]− log Tr[ρnA]

1− n
= − lim

n→1
∂n log Tr[ρ

n
A] (3.2.53)
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からそれぞれ得られる.密度行列 ρAは TrρA = 1で正しく規格化されているとす

る.

ここで新たに以下で与えられる Rényi entropy

Sn =
1

1− n
log Tr[ρnA] (3.2.54)

を導入すると,エンタングルメントエントロピーは

SA = lim
n→1

Sn (3.2.55)

で与えられる.

以下ではこの Rényi entropy を求めてから極限を取ることでエンタングルメント

エントロピーを導く.

Euclidean経路積分を用いた状態表示

Euclidean経路積分を用いると状態 |φ1〉から |φ2〉へ Euclid時間 β で時間発展さ

せた時の遷移振幅は

〈φ2|e−βH |φ1〉 =
∫ φ(tE=β)=φ2

φ(tE=0)=φ1

Dφ e−SE [φ] =

φ1

φ2 tE = β

tE = 0

(3.2.56)

で与えられる.このように経路積分をRd−1×interval (intervalの長さは β)の strip

として図示する.これは φ1, φ2の境界条件に持った上で,図示された多様体上で全

ての φの配位を足し上げるような経路積分を意味する.

さらに Schrödinger描像で Euclid時間発展した状態を記述すると

|Ψ〉 = e−βH |φ1〉 (3.2.57)
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となり,図示すると

|Ψ〉 =
∫ φ(tE=β)=?

φ(tE=0)=φ1

Dφ e−SE [φ] =

φ1

tE = β

tE = 0

(3.2.58)

である.さらに波動関数は

Ψ[φ2] ≡ 〈φ2|Ψ〉 . (3.2.59)

と書ける.

この時,任意の初期状態 |φ1〉を Euclid時間 tE = −∞から時間発展させるとエネ

ルギー固有状態で展開した時に基底状態以外が suppressされることを用いると,

基底状態は

|0〉 =
∫

Dφ e−SE [φ] =

tE = 0

tE = −∞

(3.2.60)

となる. t = 0での Hilbert空間は場の配位 φ(x)の関数空間で張られるので,波動

関数は

Ψ[φ(x)] =

∫ φ(tE=β)=φ(x)

φ(tE=−∞)

Dφ e−SE [φ] =

φ(x)
tE = 0

tE = −∞
(3.2.61)
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のように書ける. さらに全体系の密度行列は

[ρtotal]φ−φ+ = Ψ[φ−]Ψ
∗[φ+] =

∫ φ(tE=0+)=φ+

φ(tE=0−)=φ−

Dφ e−SE [φ]

= φ−

tE = 0

tE = −∞

φ+

tE = ∞

(3.2.62)

であり,部分系 Aの密度行列はそこから tE = 0の Acの領域について経路積分を

行うことで,以下のように与えられる.

[ρA]φ−φ+
=

∫ φ(tE=0+,x∈A)=φ+

φ(tE=0−,x∈A)=φ−

Dφ e−SE [φ]

= φ−

tE = 0

tE = −∞

A φ+

tE = ∞

(3.2.63)
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図 3.3: 一つの密度行列の経路積分表示 (左図). n = 3におけるレプリカ法を用い

た経路積分 (右図)

レプリカ法

Euclidean経路積分によって表される密度行列を用いてレプリカ法を行う. Tr[ρnA]

は以下のように書ける.

Tr[ρnA] =

∫ n∏
i=1

Dφi[ρA]φ1φ2
[ρA]φ2φ3

· · · [ρA]φnφ1
(3.2.64)

これまで見てきた時空の多様体を n枚用意し,それらの tE = 0−, 0+ での境界条

件を繋ぎ合わせて全ての場について経路積分を行うことで得られる (図 3.3参照).

また,レプリカ場を用いた議論も導入しておく. n枚の時空の多様体を境界条件

によって繋ぎ合わせて考える代わりに, 1枚の多様体 (R2 = C)上に n個のレプリ

カ場 φ(0), φ(1), · · · , φ(n−1) を考え,以下の境界条件を与えることで等価な記述を

得る.
φ(m)(e2πi(w − u)) = φ(m+1)(w − u)

φ(m)(e2πi(w − v)) = φ(m−1)(w − v)
(3.2.65)

ここで複素座標は w = x+ itE として表し, uと vはそれぞれ部分系 Aの端点を

表す.この境界条件によって部分系 Aを 1周すると次のレプリカ場に入れ替わる
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ことになり,先ほど登場したレプリカ多様体を用いた記述に対応していることが

わかる.

3.2.1 例 1: 自由場の 2次元CFT

自由場としてmasslessのフェルミオン場 (ψ, ψ̄)を考える [59]. 部分系 Aを

t = const., x1 ≤ x ≤ x2 (3.2.66)

のように取り,時間方向を Euclid化して 2次元複素平面 (w, w̄)を考えると部分系

は以下のようになる.

Imw = const., Reu = x1 ≤ Rew ≤ Re v = x2 (3.2.67)

ここで, n個のレプリカ場 (フェルミオン場)ψ(0), ψ(1), · · · , ψ(n−1)を考えて (3.2.65)

の境界条件を課す.このレプリカ場にフーリエ変換

ψ̃(m) =
1√
n

n−1∑
k=0

e−2πimk
n ψ(k) (3.2.68)

を行うと,境界条件は以下のように対角化される.

ψ̃(m)(e2πi(w − u)) = e2πi
m
n ψ̃(m)(w − u)

ψ̃(m)(e2πi(w − v)) = e−2πimn ψ̃(m)(w − v)
(3.2.69)

このような境界条件は, φ ' e
2πi
n φで同一視を入れた Zn オービフォールド理論

においてツイスト演算子 σm, σ̄m(= σn−m)を部分系 Aの端点 z = u, vに挿入す

ることで実現できる (図 3.4).ここで n枚の replica sheetから構成される多様体

(Riemann面)に張られた座標を (w, w̄)とした時に,オービフォールド理論が住む

多様体は通常の複素平面 Cであり, (z, z̄)で座標を張ることにする.

ここでフェルミオン場が部分系Aを囲むように一周したときに不要な位相を獲得

しないというモノドロミー条件から,ツイスト演算子 σnに対してもう一方の端点

には σ̄n を入れる必要がある.この概念は後にmulti-entropyを見るときに拡張さ

れる.

実際に 2次元 CFTにおいてフェルミオン場を

ψ(z) = eiϕ(z), ψ̄(z̄) = e−iϕ(z̄), (3.2.70)
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図 3.4: ツイスト演算子の挿入

のようにボゾナイズすることができ,この時ツイスト演算子を

σm(z, z̄) =

e
imn (ϕ(z)−ϕ(z̄)) (n2 ≥ m)

ei
m−n

n (ϕ(z)−ϕ(z̄)) (n2 < m)

(3.2.71)

のように定義する.スカラー場同士の OPE (2.2.151)を思い出すとフェルミオン

場 ψとツイスト演算子 σの OPEは

ψ(z)σ(0) ∝ z
m
n , ψ̄(z̄)σ(0) ∝ z̄−

m
n (3.2.72)

となり, ψ(z)が σ(0)の周りを一周すると位相が e2πi
m
n だけズレることがわかる.

これは (3.2.69)の境界条件を再現する.

レプリカ法における Tr[ρnA]に対応した経路積分は,以上のようなツイスト演算子

の二点関数で表すことができ,

Tr[ρnA] =
n−1∏
m=0

〈σm(u)σ̄m(v)〉 ∝
n−1∏
m=0

1

(v − u)2(hm+h̄m)
(3.2.73)

で与えられる.ここで (hm, h̄m)はツイスト演算子 σm, σ̄m(= σn−m)の共形ウェ

イトであり, (3.2.71)から以下のように与えられる.

hm = h̄m =


m2

2n2 (n2 ≥ m)

(n−m)2

2n2 (n2 < m)

(3.2.74)
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これらを用いると

Tr[ρnA] ∝ (v − u)−
c
6 (n−

1
n ) (3.2.75)

のように計算できる.ここで cは中心電荷であり,自由ディラックフェルミオン場

の場合 c = 1である. (3.2.51)のようにエンタングルメントエントロピーを計算

すると以下のように求まる.

SA =
c

3
log

[
(x2 − x1)

ε

]
(3.2.76)

ここで,十分小さい領域 x2 − x1 = εで SA = 0になることと次元解析から, UV

カットオフ εを適切に挿入した.

Ward identityを用いた再導出

これまで見てきたように Tr[ρnA]は n枚の sheetを適切な境界条件のもとで貼り合

わせた上で, Euclidean経路積分を用いて計算することができる.さらにこの n枚

の replica多様体を, 1枚の複素平面上にツイスト演算子が挿入されているものと

して経路積分することでレプリカ演算子の二点関数として Tr[ρnA]が得られる. つ

まり, Rényi entropyは以下のように書くことができる.

Sn =
1

1− n
log Tr[ρnA] =

1

1− n
log 〈σn(u)σ̄n(v)〉 (3.2.77)

ここでは適切なツイスト演算子の共形次元をWard identityから計算し,ツイス

ト演算子の二点関数を用いてエンタングルメントエントロピーの対数発散を導く

[60].

部分系Aの端点をw = u, vと取り,n枚の replica sheetから構成される多様体Σn

を考える. この時, Σn 上での energy stress tensorの期待値はツイスト演算子が

挿入された複素平面 C上の期待値を用いて

〈T (w)〉Σn
≡
∫
[dφ]T (w) e−SE(Σn)∫

[dφ] e−SE(Σn)
=

〈T (w)σn(u) σ̄n(v)〉C
〈σn(u) σ̄n(v)〉C

(3.2.78)

のように書ける.

ここでツイスト演算子の共形次元をそれぞれ ∆n, ∆̄n とおくと,共形対称性より

適切に規格化された二点関数は

〈σn(u)σ̄n(v)〉 =
1

|v − u|2∆n+2∆̄n
(3.2.79)
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となる. さらにツイスト演算子が挿入された複素平面 C 上で conformal Ward

identity (2.2.140)は以下のように計算できる.

〈T (w)σn(u) σ̄n(v)〉C

=

(
∆n

(w − u)2
+

∆n

(w − v)2
+

1

w − u
∂u +

1

w − v
∂v

)
〈σn(u) σ̄n(v)〉C

=
∆n

(w − u)2(w − v)2(v − u)2∆n−2(v̄ − ū)2∆̄n

(3.2.80)

一方で,共形変換

z =

(
w − u

w − v

) 1
n

(3.2.81)

を施すことで 1枚の sheetは一枚の複素平面上の一部にマップされる.これは先ほ

どのツイスト演算子を挿入した複素平面とは全く別であることに注意する.この

時,マップされた後の複素平面が平坦であることから 〈T (z)〉C = 0であることを

考慮して, energy stress tensorの変換性 (2.2.146)を用いると

〈T (w)〉Σ1
=

c

12
{z;w} =

c
(
1− 1

n2

)
24

(v − u)2

(w − u)2(w − v)2
(3.2.82)

と書ける.ここで, n枚の replica sheet Σn の上には n個の CFTのコピーが住ん

でいることを考えると

〈T (w)〉Σn = n〈T (w)〉Σ1 =
c
(
n− 1

n

)
24

(v − u)2

(w − u)2(w − v)2
(3.2.83)

となる.よって, (3.2.80)と (3.2.83)を用いて (3.2.78)に代入すると,共形次元が

∆n = ∆̄n =
c

24

(
n− 1

n

)
(3.2.84)

とわかる.したがって,次元解析から適切に UVカットオフ εを挿入すると

Tr[ρnA] = 〈σn(u)σ̄n(v)〉 ∝ (v − u)−
c
6 (n−

1
n ) (3.2.85)

とでき,これは (3.2.75)と一致しているので,エンタングルメントエントロピーは

(3.2.76)を再現する.

Weyl anomaly を用いた再導出

節 2.2.7で見たように偶数次元の曲がった時空における共形場理論では量子化に

伴ってWeyl anomalyが生じ, (2.2.168)のように energy stress tensor のトレー
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スが中心電荷に比例するようなノンゼロの値を持つ.これがエンタングルメント

エントロピーの対数発散を導くことを見ていこう.

前節と同様に n枚の replica sheetからなる多様体を Σn とする.この時部分系 A

の長さスケールを l (= |v − u|)とすると,

l
d

dl
log Tr ρnA =2

∫
d2x gµν

δ

δgµν
[logZΣn

− n logZΣ1
]

=

〈∫
d2x

√
g Tµµ

〉
Σn

− n

〈∫
d2x

√
g Tµµ

〉
Σ1

.

(3.2.86)

ここで一つ目の等号では,計量が長さスケールの二乗に比例していることを用いて

l
∂

∂l
gµν(x; l) = 2 gµν(x; l) (3.2.87)

として合成関数の微分を行なった.また, energy stress tensorに対しての以下の

定義を用いている

Tµν = − 2√
−g

∂S

∂gµν
(3.2.88)

この時, (3.2.86)の第二項は平坦時空なのでゼロになることを考慮すると,エンタ

ングルメントエントロピーは

l
dSA
dl

=− lim
n→1

l
d

dl

(
∂

∂n
log Tr ρnA

)
=− lim

n→1

∂

∂n

〈∫
d2x

√
g Tµµ

〉
Σn

(3.2.89)

と表せる.ここでWeyl anomalyの式 (2.2.168)を用いると

l
dSA
dl

= − lim
n→1

∂

∂n

(
c

24π

∫
Σn

d2x
√
g R

)
=
c

3
(3.2.90)

を得る.積分すると

SA =
c

3
log

l

ε
(3.2.91)

となる.ここで前節と同様に l → 0の時に発散しないように積分定数として UV

カットオフ εを入れた.この結果は (3.2.76)と一致する.このようにしてエンタン

グルメントエントロピーの対数発散はWeyl anomalyからくる.

ここで (3.2.90)を導くときにオイラー数 χ(Σn)が

χ(Σn) =
1

4π

∫
Σn

√
g R = 2(1− n) (3.2.92)
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であることを用いた. これは 2次元多様体上にある conical defectとして,損失角

2π(1− n)を x = 0に持つような多様体はスカラー曲率が

R = 4π(1− n)δ2(x) (3.2.93)

のようになることを用いて, レプリカ多様体では x = u, v にこのような deficit

angleが存在するので (3.2.92)のように得られることがわかる.

さらに (3.2.93)は

ds2 =
r2 + n2ξ2

r2 + ξ2
dr2 + r2dθ2, (θ ∼ θ + 2πn) (3.2.94)

のような計量を考えると求めることができる.これは r � ξ で通常の 2次元平面

に一致し, r � ξで deficit angle 2π(1− n)を持つ多様体に一致するような計量で

ある.この計量を用いた以下の計算∫
√
g R = 4π(1− n) (3.2.95)

は ξに依存せずに成り立つ.

Liouville作用を用いた再導出

2 次元量子重力理論の分配関数に対して現れるWeyl 変換に対する anomaly が

Liouville作用を用いて書かれることが知られている [61].具体的には gµν → g′µν =

eφgµν のようなWeyl変換で分配関数は

Z = eS
(L)

Z ′ (3.2.96)

のように anomalyを獲得する.ここで現れた Liouville作用は

S(L) =
c

96π

∫
d2z

√
g[∂µφ∂

µφ+ 2Rφ+ 2µeφ] (3.2.97)

で与えられる. Tr[ρnA]が経路積分による分配関数の計算で得られることを用いて

Liouville作用からエンタングルメントエントロピーの対数発散を導こう [62, 63].

ここで座標 (w, w̄)で張られる n枚の replica sheet Σnから座標 (z, z̄)で張られる

1枚の複素平面への変換として (3.2.81)を考える.この時,

ds2 = dwdw̄ =

∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣2 dzdz̄ (3.2.98)
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より,

eφ =

∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣2 =

n2|v − u|2|z|2(n−1)

|zn − 1|4
(3.2.99)

この変換を用いて分配関数は以下のように書き直せる.

ZΣn

ZnΣ1

=
eS

(L)
n ZC

enS
(L)
1 ZnC

(3.2.100)

ここで ZC からの寄与はカットオフにのみ依存する自明な項なので無視すること

にして, Liouville作用を評価していく. (3.2.99)を (3.2.97)に代入すると,

S(L)
n =

c

24π

∫
dz2

(
|(1− n)− (1 + n)zn|2

|zn − 1|2|z|2
+ µ

n2|v − u|2|z|2(n−1)

|zn − 1|4

)
(3.2.101)

ここで変換後の計量は平坦なのでスカラー曲率の項はゼロである.これらの寄与

として複素平面において被積分関数が発散する点 z = 0,∞に対して以下のよう

にカットオフを入れる.
z = 0, w = u : |z| >

∣∣∣∣ ε

v − u

∣∣∣∣1/n ,
z = ∞, w = v : |z| <

∣∣∣∣ v − u

ε

∣∣∣∣1/n .
(3.2.102)

これらを用いて z → 0で積分を評価すると

SLn ' c

24π

∫
z'0

d2z
(1− n)2

|z|2
' c

12

(1− n)2

n
log

∣∣∣∣v − u

ε

∣∣∣∣ (3.2.103)

となり,さらに z → ∞で積分を評価すると

SLn ' c

24π

∫
z→∞

d2z
(1 + n)2

|z|2
' c

12

(1 + n)2

n
log

∣∣∣∣v − u

ε

∣∣∣∣ (3.2.104)

と計算できる.以上より,

TrA[ρ
n
A] ∝ eS

L
n−nSL

1

=

∣∣∣∣v − u

ε

∣∣∣∣ c
12

(1−n)2

n + c
12

(1+n)2

n −n· c
12 ·4

=

∣∣∣∣v − u

ε

∣∣∣∣− c
6

(
n− 1

n

) (3.2.105)

よって, (3.2.51)を用いると (3.2.76)と同じエンタングルメントエントロピーを

得る.
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Monodromy Method を用いた再導出

共形場理論で場の四点関数を求めるときには共形変換を用いて三つの演算子の座

標を 0, 1,∞に固定することができる.残りの演算子の座標を z とすると,四点関

数は

〈O1(0)O2(z)O3(1)O4(∞)〉 =
∑
p

apF(c, hp, hi, z)F(c, h̄p, h̄i, z̄) (3.2.106)

のように分解することができる. ここで右辺は間で交換されるプライマリー演

算子で和をとっている. ap は CFTの OPE係数から決まる定数である.さらに

F(c, hp, hi, z)は共形ブロックといい, CFTが含む演算子によって決まる dataで

ある.この共形ブロックはあるプライマリー場に対して決まり,その descendants

の寄与は全て含んでいる. hi は各挿入した演算子 Oi の共形ウェイト, hp はプラ

イマリー場の共形ウェイトである.

演算子 O2 が O1 に近づくような極限として, z → 0の時を考える. このような四

点関数の展開の仕方を s-channelといい,この時の ap は

ap = C12pC34p (3.2.107)

で与えられる.図示すると図 3.5の左図のようになる.

次に演算子O2がO3に近づくような極限として, z → 1の時を考える. このよう

な四点関数の展開の仕方を t-channelといい,この時の ap は

ap = C14pC23p (3.2.108)

で与えられる.図示すると図 3.5の右図のようになる.

このような四点関数の解析を,ツイスト演算子の四点関数に応用することで二つに

分かれた部分系に対するエンタングルメントエントロピーを与える. 特に s-channel

を考えるときは二つの部分系のエンタングルメントエントロピーは完全に分離さ

れ,部分系が一つの時の (3.2.76)を再現する.さらに非自明なエンタングルメント

エントロピーの寄与が t-channelから与えられることを確認し,これらが相転移と

して捉えられることを議論する.ここで一般に共形ブロック F(c, hp, hi, z)の計算

は容易ではないが,ここでは十分大きな中心電荷 cを仮定してホログラフィック

CFTにおける計算を進めていく [64–66].
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図 3.5: s-channel(左図)と t-channel(右図)

large cの CFTにおいて共形ブロックが以下のように振る舞うことが知られ

ている [67, 68].

F(c, hp, hi, z) ' exp

[
− c
6
f

(
hp
c
,
hi
c
, z

)]
(3.2.109)

ここで f
(
hp

c ,
hi

c , z
)
もまた未知関数ではあるが,以下のようにmonodromy method

で決定される.

まずは一般の共形ウェイト hiを持つ四点演算子で議論する.まず以下のような微

分方程式を考える.

ψ′′(w) + T (w)ψ(w) = 0 (3.2.110)

ここで, T (z)は

T (w) =
∑
i

(
6hi/c

(w − zi)2
− ci
w − zi

)
(3.2.111)

で与えられる.この時,各座標は (z1, z2, z3, z4) = (0, z, 1,∞)で与えられる. ci(zi)

はmonodromy条件から決まる関数であり,アクセサリーパラメータと呼ばれる.

さらに, T (z)が z → ∞において 1/z4 で抑制されるように要請すると∑
i

ci = 0,
∑
i

(
cizi −

6hi
c

)
= 0,

∑
i

(
ciz

2
i −

12hi
c
zi

)
= 0 (3.2.112)
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のように係数が制限され,結果的に

c

6
T (w) =

h1
w2

+
h2

(w − z)2
+

h3
(1− w)2

+
h1 + h2 + h3 − h4

w(1− w)
− c

6

c2z(1− z)

w(w − z)(1− w)
(3.2.113)

を得る.(3.2.110)の微分方程式の二つの解を ψ1,2 とするとそれらがある特異点周

りを回ったときに獲得するmonodromyはψ1

ψ2

 −→ M

ψ1

ψ2

 (3.2.114)

のように表され,ここでM は 2× 2のmonodromy行列である.この行列は微分方

程式によって決まり,その微分方程式は T (w)の関数形によって決まる. ここで,

c2(z)はこの monodromy行列が以下のように振る舞うことを要請することで決

まる.

TrM0z = −2 cosπΛp, hp =
c

24

(
1− Λ2

p

)
(3.2.115)

さらに共形ブロックを large cで書いたときに現れる f
(
hp

c ,
hi

c , z
)
は以下のよう

な微分方程式で得られる.
∂f

∂z
= c2(z) (3.2.116)

ここで特に挿入する全ての演算子の共形ウェイトが等しく, hi = hと書ける時,

hp/c→ 0という極限を取ることができる.これは共形ブロックで展開した時の中

間に飛ぶプライマリー演算子が恒等演算子である時の寄与が支配的であることに

対応している.この時,

f0

(
h

c
, z

)
= f

(
0,
h

c
, z

)
(3.2.117)

のように書くことができる.これを vacuumブロックと呼ぶ. hp = 0の演算子に

対応して, monodromy行列のトレースは (3.2.115)より

TrM0z = 2 (3.2.118)

のように求まる.これは解 ψ1,2 が特異点 0, zの周りを一周しても特別な変換を獲

得しないような自明なmonodromyを与える.このようなmonodromyを与えるよ

うなアクセサリーパラメータ c2(z)を求めると,(3.2.116)から f0
(
h
c , z
)
が求まる.
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実際にツイスト演算子の四点関数を考えていこう. n枚の replica sheetから複

素平面に共形変換したときに,挿入されるべきツイスト演算子の共形次元は

∆n = ∆̄n =
c

24
(n− 1

n
) (3.2.119)

で与えられる.この時,四点関数は

〈σn(0)σ̄n(z)σn(1)σ̄n(∞)〉 '
∑
p

ap exp

[
− c
6
f

(
hp
c
,
∆

c
, z

)
− c

6
f

(
h̄p
c
,
∆̄

c
, z̄

)]
' exp

[
− c
3
f0

(
∆

c
, z

)]
(3.2.120)

となる.ここで第二式に移るときに恒等演算子が支配的であるという近似を用い

た.さらに,ここで課されるmonodromy条件は (3.2.118)であり, T (w)はw = 0, z

で自明な monodromyを持つことが要請される.ここでエンタングルメントエン

トロピーを求めるときは n → 1の極限を取ることを踏まえて, n = 1 + αとして

おく. (3.2.113)の中で w = 0, z周りの特異点を持ってくると

T (w) =
α

2

(
1

w2
+

1

(w − z)2
+

2

w

)
+
c2(1− z)

w
− c2
w − z

(3.2.121)

のように与えられる.解析性から要請される c2(z)の形は

c2 =
α

z
+O(α2) (3.2.122)

さらに (3.2.116)を解くと,

f0

( α
12
, z
)
= α log z +O(α2) (3.2.123)

ここで (3.2.54)と (3.2.51)を用いて Rényi entropyからエンタングルメントエン

トロピーを求めると
SA = lim

α→0

c

3α
f0

( α
12
, z
)

' c
3
log

z

ε

(3.2.124)

ここで次元解析から適切にUVカットオフ εを入れた.このように s-channelでは

連結していない部分系の各領域に対応するエンタングルメントエントロピーが得

られ,それらは (3.2.76)と一致する.

t-channelではほとんど同様の計算である. monodromyを w = z, 1の周りで考え
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ることにのみ注意すると,それ以外は z → 1− zとすればよく,エンタングルメン

トエントロピーも

SA ' c

3
log

1− z

ε
(3.2.125)

となる.このようにして求まるエンタングルメントエントロピーは z = 1/2での

s-channelと t-channelの切り替えに対して相転移のような振る舞いを見せる.後

に節 3.3.1で見るようにホログラフィックエンタングルメントエントロピーを用

いても同様の相転移が起こる.

また,これらの手法を用いたエンタングルメントエントロピーの導出は多体量子

相関に拡張されたときにmulti-entropyと非常に相性が良く,いくつかの解析がな

されている [69].

3.2.2 例 2: 有限温度系の 2次元CFT

ここでは逆温度 β = 1/T の有限温度系における計算を確認しておく.周期 βとし

て Euclid時間を導入し,円筒状の座標で考える [60].この時,円筒座標 (z′, z̄′)から

複素平面 (z, z̄)には

z = exp

[
2πz′

β

]
(3.2.126)

という共形変換で移ることができる.ここで zの実部は空間方向,虚部は Euclidな

時間方向である. ツイスト演算子の 2点関数 〈σn(u)σ̄n(v)〉plane ∝ (v−u)− c
6 (n−

1
n )

は場の変換性 (2.2.119)より,

〈σn(u′)σ̄n(v′)〉cylinder =
(
∂u

∂u′

)∆n
(
∂v

∂v′

)∆̄n

〈σn(u)σ̄n(v)〉plane

∝
(
β

π
sinh

π(v′ − u′)

β

)− c
6 (n−

1
n )

(3.2.127)

したがって,エンタングルメントエントロピーは

SA =
c

3
log

[
β

πε
sinh

π(v′ − u′)

β

]
(3.2.128)

となる.ここでも,次元解析から適切に UVカットオフ εを挿入した.ゼロ温度系

の β → ∞の極限で (3.2.76)と一致することも確認できる.
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3.2.3 例3: 2次元CFTにおける量子クエンチ(quantum quench)

絶対零度の系と有限温度系についてのエンタングルメントエントロピーをここま

で見てきたが,最後にそれらの状態の遷移を表す熱化過程 (非平衡過程)を確認し

ておく.ここではその熱化現象を単純化し,理論に含まれるパラメーターを瞬時に

変化させて系を時間発展させるといった量子クエンチと呼ばれるものを考えてい

く [70].この節では細かい計算までは踏み込まずに,得られている結果とその準粒

子的描像に注目して紹介する.

熱化過程を記述するモデルとして大域量子クエンチと局所量子クエンチの二

種類がある.大域量子クエンチは,ハミルトニアンに対して t = 0で空間全域の変

化を与えることを指している.クエンチ後のエンタングルメントエントロピーの

基底状態からの変化分は [71]において,適切な共形変換で複素平面を上半平面に

持っていき,境界付き共形場理論の計算手法を用いてツイスト演算子の二点関数

を計算することで以下のように得られている.

∆SA(t) ∼


πc t

6 δ
, t < l/2

πc l

12 δ
, t > l/2

(3.2.129)

ここで cは中心電荷, lは部分系のサイズ, δは状態を構成するための Euclidean経

路積分を正則化するための微小な factorである.このようにある時刻までは時間

tに線形に増大し,その後ある時刻で増大は止まり,定数になるという振る舞いが

知られている.

この時, t = 0での初期状態は非常に高エネルギーであり,各点からエンタングル

した準粒子的な励起を放出していると考えることができる.実際にそのように考

えた時, (3.2.129)で表されるような時間発展を説明できる.図 3.6において各時間

領域の準粒子の振る舞いを描いた.時刻 t = l/2までは二つの領域にいるエンタン

グルした準粒子のペアが増えていくが, t = l/2以降はその数が一定になることが

わかる.

次に局所量子クエンチについてのエンタングルメントエントロピーの振る舞

いを見ていく.こちらは時刻 t = 0で局所的な励起を与える操作に対応する.こ
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図 3.6: 大域量子クエンチにおける各時間領域に対する準粒子的励起の伝搬.

の操作は主に joining quenchと operator quenchの二種類の方法で実現される.

joining quenchは t = 0で二つの半無限に伸びた系を接続することによって,接続

点で局所的に現れる励起を扱っている.一方で operator quenchは t = 0において

空間のある一点に演算子を挿入し,それによって現れる励起を扱っている.

この時間発展におけるエンタングルメントエントロピーの基底状態からの変化分

も [72]において大域量子クエンチと同様の手法で以下のように計算されている.

∆SA(t < |x1|) =


c

6
log

(
4x2|x1|
δ2

)
+ 2C, (x1 < 0)

c

6
log

(
(x2 − x1)

2

(x2 + x1)2
4x2x1
δ2

)
+ 2C, (x1 > 0)

∆SA(|x1| < t < x2) =
c

6
log

(
(x2 − x1)(x2 − t)

(x2 + x1)(x2 + t)

4x2(t
2 − x21)

δ2

)
+ 2C

∆SA(t > x2) =
c

3
ln

(
x2 − x1

δ

)
+ 2C

(3.2.130)

ここで, x = 0で局所励起を考えており,部分系 Aは x1 ≤ x ≤ x2 としている.大

文字の C は境界条件に依存する定数である.これを数値的に図示すると図 3.7の

ようになる. このプロットの結果も準粒子的な描像で非常によく理解できる.大域

量子クエンチが t = 0での全領域での励起であったのに対して局所量子クエンチ

は空間の 1点での励起であり, 1点からのみ準粒子が放出されると考えられる (図

3.8). x1 > 0の部分系を取ったときは t < |x1|までは両方の準粒子が Aの外側に

あるが, |x1| < t < x2 では片方が Aの内側に,もう片方が Aの外側にあるのでエ

ンタングルメントエントロピーが増加する.最後に x2 < tではまた両方の準粒子

が Aの外側に位置するので変化は小さくなる.このような時間変化が図 3.7の左
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図 3.7: 局所量子クエンチにおけるエンタングルメントエントロピーの増加分の

時間発展.ここで,x2 = 20, δ = 0.001, c = 1, C = 0としている.

図 3.8: 局所量子クエンチにおける準粒子的励起の伝搬.

図で見えている.

x1 < 0の部分系を取ったときも同様に, t < |x1|までは両方の準粒子が Aの内側

にあるが, |x1| < t < x2 では片方が Aの内側に,もう片方が Aの外側にあるので

エンタングルメントエントロピーが増加する.最後に x2 < tではまた両方の準粒

子が Aの外側に位置するので変化は小さくなる.このような時間変化が図 3.7の

右図で見えている. このように準粒子的描像で量子クエンチにおける系の時間変

化が非常にわかりやすく理解することができる.
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図 3.9: 3次元 Poincaré座標における笠–高柳面

3.3 ホログラフィックエンタングルメントエントロピー

AdS/CFT対応の枠組みでエンタングルメントエントロピーを重力の計算で求め

る笠–高柳公式が 2006年に提唱された [9].

笠–高柳公式

境界の部分領域 Aのエンタングルメントエントロピー SAは, Aと同じ境

界を持ち,バルク側に伸びた極小曲面 ΓA(図 3.9)の面積を用いて,

SA = MinExtΓA

Area(ΓA)
4GN

(3.3.131)

で得られる.ここで取ってくる極小曲面は部分領域 Aと homologousであ

ることを要請する.

このようにして AdS/CFT対応を通して得られるエンタングルメントエント

ロピーをホログラフィックエンタングルメントエントロピーという.これはブラッ

クホールエントロピーの面積則の一般化になっている.

この公式は [73]において共変的な公式に格上げされ,時間依存する重力中におい

ても適用できる形になった.さらに [74]において,AdS/CFT対応を仮定したとき
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にこの公式は replica法を用いて証明されている.

さらにこの極小曲面と部分領域で囲まれた領域を指してエンタングルメントウェッ

ジと呼ぶ.これは部分領域 Aに対する密度行列の重力双対であると考えられてお

り [75],量子系Aの情報を用いて再構成できる重力領域として解釈される.実際に

量子系Aの演算子を用いて重力理論におけるエンタングルメントウェッジ上の場

を再構成する方法が知られている [76].

3.3.1 例 1: pure AdS3

例として, AdS3/CFT2 対応を用いてエンタングルメントエントロピーを計算す

る.

Poincaré座標での部分領域 Aを以下のように取る.

t = t∗ = const., x1 ≤ x ≤ x2, z = ε (3.3.132)

ここで UVカットオフ εを導入している.この時, (ε, t∗, x1)と (ε, t∗, x2)を端点に

持つような極小曲面 (ここで codimension 2の極小曲面は測地線であることに注

意)を考える.対称性から決まる測地線長の公式 (2.1.21)を用いて

L = RAdS cosh
−1

[
2ε2 + (x2 − x1)

2

2ε2

]
(3.3.133)

カットオフ εが十分小さいことから

e
L

RAdS

2
' (x2 − x1)

2

2ε2
(3.3.134)

よって,

L ' 2RAdS log

[
(x2 − x1)

ε

]
(3.3.135)

となる.この時,エンタングルメントエントロピーは

SA =
L

4GN
' RAdS

2GN
log

[
(x2 − x1)

ε

]
=
c

3
log

[
(x2 − x1)

ε

]
(3.3.136)

ここで最後の等号に Brown-Henneaux の関係式 c = 3RAdS

2GN
を用いた [45]. この

エンタングルメントエントロピーは境界 CFTで求めた (3.2.76)と一致しており,
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AdS/CFT対応における強力な状況証拠の一つになっている.

さらに 3次元 AdS時空の global座標 (ρ, t, θ)を用いたホログラフィックエン

タングルメントエントロピーも求めておく. 以下のように部分領域を取ると,

t = t∗ = const., θ1 ≤ θ ≤ θ2, ρ = ρ∞ (3.3.137)

測地線長の距離公式 (2.1.7)から

L ' RAdS cosh
−1

[
e2ρ∞ sin2( θ2−θ12 )

2

]
(3.3.138)

ここで UVカットオフ ρ∞ は十分大きいので

e
L

RAdS

2
'
e2ρ∞ sin2( θ2−θ12 )

2
(3.3.139)

よって,

L ' 2RAdS log

[
eρ∞ sin

(
θ2 − θ1

2

)]
(3.3.140)

ここで UVカットオフを eρ∞ = 1
ε と結びつけると,

L ' 2RAdS log

[
sin
(
θ2−θ1

2

)
ε

]
(3.3.141)

この時,エンタングルメントエントロピーは

SA =
L

4GN
' RAdS

2GN
log

[
sin
(
θ2−θ1

2

)
ε

]
=
c

3
log

[
sin
(
θ2−θ1

2

)
ε

]
(3.3.142)

ここで再度 Brown-Henneaux の関係式 c = 3RAdS

2GN
を用いた. 3 次元 Euclidean

AdS時空においても同様の計算を行うことができ,結果としては同じ値を得るこ

とを注意しておく.

さらにこれらの結果を用いて部分領域が二つで,それらが隣接していない時の

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの相転移を見ていこう [73, 77].

Poincaré座標においてある時間一定面を考え,その中の部分領域A,Bのサイズを

それぞれ lA, lB とし,それらの距離を ld とする (図 3.10参照).

この時, AB間のエンタングルメントエントロピーを考える.笠–高柳公式で考え
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図 3.10: 隣接していない部分領域 A,B のホログラフィックエンタングルメント

エントロピーの相転移

るべき測地線の候補はA,Bに対して分離したものとA,Bを結びつけるようなも

のの二種類あり,これらの中でより小さい値を取るものを取ってくる必要がある.

結果として以下のような相転移が存在する.

• Disconnected phase: それぞれの部分領域 A, B が分離した測地線を持

つ.

このような phaseは以下のような条件で実現される.

ld(lA + lB + ld) ≥ lAlB . (3.3.143)

この時,(3.3.136)より,

SA∪B =
c

3
log

[
lA
ε

]
+
c

3
log

[
lB
ε

]
(3.3.144)

• Connected phase: 部分領域 A, B を繋ぐような測地線を持つ.

このような phaseは以下のような条件で実現される.

ld(lA + lB + ld) ≤ lAlB . (3.3.145)

この時,(3.3.136)より,

SA∪B =
c

3
log

[
lA + lB + ld

ε

]
+
c

3
log

[
ld
ε

]
(3.3.146)
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図 3.11: BTZブラックホールの時間一定面における RT面

これらの相転移は節 3.2.1のmonodromy methodを用いたツイスト演算子の四点

関数の計算の際に現れた s-channelと t-channelの相転移と対応している.

3.3.2 例 2: 3次元ブラックホール

以下では 3次元 (BTZ)ブラックホール時空を用いてホログラフィックエンタング

ルメントエントロピーを計算し,有限温度系のエンタングルメントエントロピー

の結果と一致することを確認する [78, 79].

時間一定面における部分領域を φ1 ≤ φ ≤ φ2 とする. さらに部分領域の大きさ

∆φ = φ2 − φ1 に対して測地線が折り返される時の動径座標を r∗ とする (図 3.11

参照). 計量 (2.1.51)を用いて測地線方程式を計算すると以下のように得られる.

r′2 =

(
r2

R2
AdS

−M

)(
r4

r2∗
− r2

)
(3.3.147)

ここで r′ = dr
dφ としている.上式を用いて r∗と∆φの関係を計算することができ,

∆φ =
2√
M

arctanh

(
RAdS

√
M

r∗

)
(3.3.148)
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のようになる.これらを用いて得られる測地線長 L(∆φ)は

L(∆φ) ' 2RAdS log

(
2r∞

RAdS
√
M

sinh

(√
M

2
∆φ

))
(3.3.149)

である.ここで r∞ は動径方向の UVカットオフである. BTZブラックホールの

熱的性質 (2.1.42)より,

β =
2πRAdS√

M
(3.3.150)

であり, UVカットオフ ε =
R2

AdS

r∞
と物理長 l = RAdS∆φを用いると

SA =
c

3
log

[
β

πε
sinh

πl

β

]
(3.3.151)

となり,有限温度系での 2次元 CFTの計算 (3.2.128)と一致することが確認でき

る.ブラックホール半径が 0に近づくようなM → 0(β → ∞)の極限で (3.3.136)

と一致することも確認できる.

3.3.3 例 3: 量子クエンチに対する重力双対

節 3.2.3で量子クエンチという操作による基底状態から励起状態への系の遷移を

紹介した.以下では,それの重力理論における解釈を紹介し,実際に CFTと同じよ

うなエンタングルメントエントロピーの振る舞いが得られることを見ていく.

まずは系に対する大域量子クエンチであるが,有限温度系の励起状態がブラッ

クホールの幾何に対応することから,重力崩壊によるブラックホールの形成過程

が重力双対であると推察される.実際に [79]において笠–高柳公式を用いてブラッ

クホールの幾何で極小曲面の面積を計算した結果,ホログラフィックエンタング

ルメントエントロピーの増加分が (3.2.129)と同じ振る舞いをすることが確認さ

れている.

次に局所量子クエンチについては joining quenchと operator quenchの二種

類があることが知られている. joining quenchに関しては境界付きの共形場理論

における計算手法に倣って AdS/BCFT対応 (節 4.2参照)を用いた重力双対が提

案されている [80].この計算においても実際にホログラフィックエンタングルメン
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図 3.12: 局所量子クエンチに対する重力双対としての自由粒子の落下 (紫色の点

線).左図は Poincaré座標での軌跡で右図は global座標に変換した時の軌跡.

トエントロピーの増加分は CFTの計算と同じような振る舞いを与えている.

以下では,「AdS時空における粒子の自由落下」が operator quenchに対して双対

な重力幾何であることを具体的にホログラフィックエンタングルメントエントロ

ピーを計算して確認していく [81].

まずは 3次元の Poincaré座標 (2.1.19)を考えて自由粒子の軌跡を求める. 粒

子の軌跡を x = 0に固定した時の質量mの粒子に対する作用は

S = −mRAdS
∫
dt

√
1− ż(t)2

z(t)
(3.3.152)

で与えられる.この時に運動方程式を解いて得られる粒子の軌跡は

z(t) =
√
t2 + α2 (3.3.153)

となる.したがって t < 0では漸近境界 z = 0に向かって落ち込み, t = 0の時に

z = αの点で折り返し, t > 0では漸近境界から離れていくような軌跡になってい

る (図 3.12参照).

ここで AdS時空上の粒子によって引き起こされるバックリアクションによって

新たに時空の幾何がどのように変化するのかを求めたいのだが,まともにEinstein

方程式を解き直すのは非常に大変なので [82]で導入された考え方を用いる.まず
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は Poincaré座標 (2.1.19)を global座標 (2.1.11)に移るための座標変換として以

下を導入する.

r2 +R2
AdS = R2

AdS

(α2 + z2 − t2 + x2)2 + 4α2t2

4α2z2

tan
τ

RAdS
=

2αt

α2 + z2 − t2 + x2

tanφ =
2αx

−α2 + z2 − t2 + x2

(3.3.154)

αは SO(2, 2)対称性における boostに対応しており,これによってこの座標変換

で粒子の軌跡は (3.3.153)から r = 0に移る.

ここで, global座標において r = 0で質量を持った粒子のバックリアクションは

AdSのBTZブラックホール座標 (2.1.51)で得られることが知られている [12].した

がってこの座標を (3.3.154)でもう一度変換することで粒子のバックリアクション

を含んだPoincaré座標の摂動が得られる.パラメータM+1は元の粒子の質量に比

例している.したがって質量mが十分に小さい時を考えると, M = −1+δ, (δ → 0)

として摂動計算を行うことができる.この時M の取りうる値から上記の座標はブ

ラックホールというよりは r = 0に conical defectを持った時空を張ることがわ

かる.

このようにして得られた摂動後の計量を

ds2 =G(0)
µν dx

µdxν +G(1)
µν dx

µdxν +O(δ2)

=R2
AdS

dz2 − dt2 + dx2

z2
+G(1)

µν dx
µdxν +O(δ2)

(3.3.155)

として δの 1次摂動で表す.具体的な表記は非常に複雑なので省略する.

この重力幾何から得られるホログラフィックエナジーストレステンソルを計算す

ると,境界上のCFTにおいては大きさ αの準粒子的な振る舞いをすることが調べ

られており,このような AdS時空における自由粒子が正しい重力双対であること

が確認できる [81].

この計量の摂動を用いてホログラフィックエンタングルメントエントロピーの変

化分を計算しよう.部分領域 Aに対して得られる測地線上の誘導計量を gµν とす

ると,長さの変化分は

∆SA =
RAdS
8GN

∫
dζ
√
g(0)g

(1)
αβg

(0)αβ (3.3.156)
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図 3.13: 摂動計算による局所量子クエンチにおけるホログラフィックエンタング

ルメントエントロピーの増加分.ここで l/2 = 5, α = 1, δ = 1, RAdS = 1とした.

のように書けることが知られている.ここで ζ は測地線に張られた座標である.こ

こで測地線であることから 1次の摂動に対して大きさは変わるが,積分すべき面

自体は変化しないことに注意する.

簡単のために部分領域 Aを −l/2 ≤ x ≤ l/2 とする.この時測地線は

z =

√(
l

2

)2

− x2 (3.3.157)

で与えられる.これを用いて∆SA を求めると

SA = δ ×RAdS

αl −
(
α2 −

(
l
2

)2
+ t2

)
arctan

(
αl

α2−
(

l
2

)2
+t2

)
4lαGN

(3.3.158)

となる.これを図 3.13にてプロットした. ここから t = 5(= l/2)に幅 α = 1の

ピークが立っていることから,実際に大きさ αの準粒子が部分領域の端を通過し

たタイミングで∆SAが増加していることがわかる.部分領域の中心を ξだけずら

した時には l
2 − ξ ≤ t ≤ l

2 + ξでピークが立つことが確認でき,これらは全てCFT

の計算で得られている結果と同じ振る舞いをしていることがわかる.

次に 3次元 AdS時空の厳密な座標変換を用いて, M を摂動的に扱うのではな

く厳密に計算していく.部分領域Aとして x1 ≤ x ≤ x2, t = const.を取り,それを

global座標に mapした時のホログラフィックエンタングルメントエントロピー
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図 3.14: 厳密計算による局所量子クエンチにおけるホログラフィックエンタング

ルメントエントロピーの増加分.ここで l/2 = 5, α = 1,M = 1, RAdS = 1とした.

の変化分は前節と同様の計算で

∆SA =
RAdS
4GN

log

cosh
(√

M(φ1 − φ2)
)
− cosh

(√
M(t2 − t1)

)
M(cos(t2 − t1)− cos(φ1 − φ2))

 (3.3.159)

と得られる.ここで mapした後の BTZブラックホール座標では部分領域が時間

一定面上ではなくなることに注意する.またここで部分領域サイズに合わせてブ

ラックホールに対して巻き付きを考慮した測地線を選ぶ必要があり, φ1 − φ2 を

φ1 −φ2 +2πn (n ∈ Z)で置き換えた上で長さが最小のものを取ってくる必要があ

る.これらを考慮した上でのホログラフィックエンタングルメントエントロピー

の結果を図 3.14に図示する. t = 5でピークを持っており,図の概形も摂動計算と

一致していることがわかる.

3.4 その他の量子相関とその重力双対

エンタングルメントエントロピー以外にも様々な量子相関が AdS/CFT対応の文

脈で調べられているので,それらの性質と重力理論における解釈を紹介していく.

以下の節では表記の簡略化のために極小曲面に対するラベル Γを面積としても扱

うが混同しないように注意されたい.
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図 3.15: 3次元 globalAdS時空における時間一定面においての相互情報量の重力

双対.左図は ΓA∪B が ΓAと ΓB に一致しており,自明な場合である.右図は実線が

ΓA∪B で点線が ΓA と ΓB であり,相互情報量がノンゼロの値を持つ.

3.4.1 相互情報量 (Mutual Information)

相互情報量は量子情報理論において,相対エントロピーを用いて合成系の密度行

列 ρAB が積状態 ρA ⊗ ρB からどれだけ隔たっているかを表す情報量として定義

されていた.ここではそれを式変形して得られる (3.1.24)の式を定義として議論

を進める.以下に相互情報量 I(A : B)の定義を再掲する.

I(A : B) = SA + SB − SA∪B (3.4.160)

これは特に A∪Bが全領域 (純粋状態)であるような自明な状況においては I(A :

B) = 2SA になるが,そうでない場合に部分領域 A,B に対して量子相関が存在す

るかを表す重要な指標である.さらに,定義から明らかに場の理論や重力理論での

計算において現れるエンタングルメントエントロピーの UV発散が打ち消しあっ

ていることがわかる.

重力理論においては図 3.15のように描かれ,部分領域A,Bの大きさによって相転

移が存在することがわかる. 実際に左図では SA + SB = SA∪B より I(A : B) = 0

という自明な場合である.一方で,右図では

I(A : B) =
ΓA
4GN

+
ΓB
4GN

− ΓA∪B

4GN
(3.4.161)

となり,O(1/GN )としてホログラフィでも重要な寄与を持つことがわかる.ここで

ホログラフィとは重力双対を持つような古典極限を取った重力理論,さらにはその
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双対な共形場理論のことを指す.以上のような振る舞いは節 3.2.1のmonodromy

method を用いた二領域のエンタングルメントエントロピーや, 節 3.3.1 の pure

AdS の計算例における二領域のホログラフィックエンタングルメントエントロ

ピーと全く同様の相転移である.

さらに,笠–高柳公式の規則のもとで ΓA∪B は極小曲面なので必ず

ΓA + ΓB ≥ ΓA∪B (3.4.162)

が成立することがわかる.ここからホログラフィにおいて

I(A : B) ≥ 0 (3.4.163)

であることが示され,これは量子情報理論においてエンタングルメントエントロ

ピーの劣加法性からくる,相互情報量の非負性として知られている性質である (節

3.1.2参照).

さらにホログラフィにおいて重力の幾何から

1

2
I(A : B) ≤ min{SA,SB} (3.4.164)

が示される.これは一般性を失わずに,SB ≤ SA とした時に

min{SA,SB} −
1

2
I(A : B) =

1

2

ΓB + ΓA∪B − ΓA
4GN

≥ 0 (3.4.165)

となるからである.最後の不等式においては,相互情報量が自明な時には右辺は 0に

なり, ΓA∪ΓB 6= ΓA∪Bの非自明な時にはΓB∪ΓA∪Bが部分領域Aと homologous

である条件を満たすので,極小曲面である ΓA の方が小さいことがわかる.

3.4.2 純粋化エンタングルメント (Entanglement of Purifica-

tion)とEntanglement Wedge Cross Section

エンタングルメントエントロピーは純粋状態に対するエンタングルメント測度

であることから,混合状態に対する量子エンタングルメントを測ることはできず,

混合状態に対する適切なエンタングルメント測度は量子情報理論においてもま

だ完全には確立されていない.その一つの候補として純粋化エンタングルメント

(Entanglement of Purification)を紹介し,さらにはその重力双対として提唱され
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ている Entanglement Wedge Cross Sectionについて見ていく [83].

ある密度行列 ρAB で表される混合状態に対して,節 3.1.1で見た純粋化の操作

を行う.ある補助系A′, B′を持ってきて純粋状態 |ψ〉ABA′B′ ∈ HAA′ ⊗HBB′ を作

る.この時,

ρAB = TrA′B′ |ψ〉 〈ψ| (3.4.166)

が成り立つように取ってくる.ここで純粋化の操作は持ってくる補助系によって

一意ではないことに注意する.このようにして得られた純粋状態に対して純粋化

エンタングルメント EP (ρAB)は以下のように定義される.

EP (ρAB) = min
|ψ〉AA′BB′

SAA′ (3.4.167)

ここで右辺は全ての純粋化に対して最小値を取っている. ρAB が純粋状態の時に

は純粋化エンタングルメントはエンタングルメントエントロピーに一致すること

は明らかである.

さらにこの重力理論における対応物は図 3.16 のように描かれ, Entanglement

Wedge Cross Section EW (A : B) と呼ばれている. 節 3.3 で言及したように,

A,B とその極小曲面 ΓAB で囲まれる領域をエンタングルメントウェッジMAB

と呼ぶ.この時, MAB の境界 ∂MAB は

∂MAB = A ∪B ∪ ΓAB (3.4.168)

と表され,これを以下のような A′, B′ を用いて分ける.

∂MAB = A ∪A′ ∪B ∪B′ (3.4.169)

この時,分割の仕方は一意ではないことに注意する.このようにして得られた部分

領域 A,A′, B,B′ に対して Entanglement Wedge Cross Section EW (A : B)は以

下のように定義される.

EW (A : B) = min
∂MAB=A∪A′∪B∪B′

SAA′

=min
σAB

σAB
4GN

(3.4.170)

ここで σAB = ΓAA′ であり,さらに右辺ではA′B′の分割の仕方について最小化を

取っている.図から明らかにこの量も r → ∞で現れるUV発散を含まないことが
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図 3.16: 3 次元 global AdS 時空における時間一定面においての Entanglement

Wedge Cross Section.

わかる.

また,エンタングルメントエントロピーや相互情報量と比較したときに成り立つ

不等式が以下のように知られている.

1

2
I(A : B) ≤ EW (A : B) ≤ min{SA,SB} (3.4.171)

この不等式もまた,量子情報理論においてもホログラフィにおいても成り立つこ

とが示されている.

3.4.3 Reflected Entropy

混合状態の純粋化において (3.1.12) で見た正準純粋化を採用する. つまり, 補助

系として A,B をそれぞれコピーした A∗, B∗ を用いて純粋状態 |ψ〉ABA∗B∗ ∈

HAA∗⊗HBB∗を作る.このようにして得られた純粋状態に対して reflected entropy

SR(A : B)は以下のように与えられる [84].

SR(A : B) = S|ψ〉ABA∗B∗ (AA
∗) (3.4.172)
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図 3.17: 3次元 globalAdS時空における時間一定面においてのReflected Entropy

の重力双対.左図は一つの図に重ねて書いたものであり,円筒と同じ topologyを

持つことがわかる.右図はそれを展開したものである.

さらにこの重力理論における対応物は図 3.17のように描かれる. 部分領域A∗, B∗

を A,B のコピーとして取ってきて,貼り付けたものであり, reflected entropyは

重力の計算で以下のように与えられる.

SR(A : B) = min
σAA∗BB∗

σAA∗BB∗

4GN
= 2EW (A : B) (3.4.173)

ここで,定義から明らかに entanglement wedge cross sectionの二倍と一致する.

また,相互情報量と比べたときの不等式として (3.4.171)から明らかに

SR(A : B) ≥ I(A : B) (3.4.174)

が成立する.

さらに節 3.1.2で見た条件付き相互情報量 I(A : C|B)と以下のような関係にある

こともわかる.

SR(A : B)− I(B : A∗) =S(AA∗) + S(BA∗)− S(A∗)− S(B)

=I(A : B | A∗) = I(A : B | B∗)
(3.4.175)
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これは後にMarkov gapとして解釈され,三体量子相関を示唆する量として用い

られる.

3.5 多体量子相関

ここまで見てきたようにエンタングルメントエントロピーは量子情報理論の根幹

的な概念であるだけでなく, AdS/CFT対応において重要な役割を果たす.しかし,

この量は定義から明らかに二体の量子状態にしか用いることができない.多体状

態は二体状態と比べてより豊富な量子相関を持ち,実際に量子重力理論において

無視できない寄与を与えることが調べられている [85–87].

多体量子相関の例として三体量子相関である GHZ状態やW状態

|GHZ〉 = 1√
2
(|000〉+ |111〉), (3.5.176)

|W 〉 = 1√
3
(|001〉+ |010〉+ |100〉) (3.5.177)

が知られている [88, 89].これらの状態は局所操作と古典通信 (LOCC)を用いて

移り変わることができない (もしくは,密度行列の rankが異なる)という点で全く

異なる種類の三体量子相関である.

こういった多体量子相関の存在や重要性は既に知られているが,それを適切に測

るための測度は量子情報理論においてもまだ十分に確立されていない.以下では,

多体量子相関の測度に対する幾つかの候補とそれらの AdS/CFT対応での解釈を

見ていく.

3.5.1 Genuine Multipartite Entanglement Measure

量子情報理論において多体量子相関を正確に測る測度としてGenuine Multipartite

Entanglement Measureという概念が提唱されている [90–92].

まずは節 3.1.3でも見たように二体系の純粋状態 |ψ〉AB が, 以下のように表され

る時に separableという.

|ψ〉AB = |φA〉 ⊗ |φB〉. (3.5.178)

ここで |φA〉 および |φB〉 は, それぞれヒルベルト空間 HA および HB に属する

量子状態である. このような形で表せない任意の状態を二体エンタングル状態と
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呼ぶ.

さらに多体系の文脈では separableの概念はより複雑になる. これを説明するた

めに, N 体系の純粋状態 |ψ〉 を考える. この状態が以下のように完全に分解され

た形で書けるとき, fully separableであるという.

|ψ〉A1,A2,...,AN
= |φ1〉A1

⊗ |φ2〉A2
⊗ |φ3〉A3

· · · |φN 〉AN
. (3.5.179)

しかし, 分離可能性はこれだけに限られない. 状態が k-separableであるとは, 以

下のように書ける場合を指す.

|ψ〉A1,A2,...,AN
= |φ1〉B1 ⊗ |φ2〉B2 ⊗ |φ3〉B3 · · · |φk〉Bk

. (3.5.180)

ここで ∪jBj = ∪iAi であり, 左辺には各 Ai は一度だけ現れる. N 体系の状態が

真の多体量子エンタングル状態であるとは, N 個の部分系の任意の二分割に関し

て, 積状態に分解できないことを指す.

|ψ〉A1,A2,...,AN
6= |φ1〉B1

⊗ |φ2〉B2
, (3.5.181)

ここで B1 ∪B2 = ∪iAi である.

この定義は, すべての k-separableは真の多体量子エンタングル状態でないこ

とを示唆している. 例えば, 三体系の純粋状態 |ψ〉ABC は, 以下の四つのいずれの

形でも表せないとき, 真の三体エンタングルメントを持つと言われる.

|ψ〉ABC = |φA〉 ⊗ |φB〉 ⊗ |φC〉, (3.5.182)

|ψ〉ABC = |φAB〉 ⊗ |φC〉, (3.5.183)

|ψ〉ABC = |φA〉 ⊗ |φBC〉, (3.5.184)

|ψ〉ABC = |φAC〉 ⊗ |φB〉. (3.5.185)

最初の場合は fully separable状態と呼ばれ, それ以外の場合は bi-separable状態

と呼ばれる. 例えば, 上の二番目の場合では, 状態は bi-separableであり, 部分領

域 A と B の間には二体エンタングルメントが存在するが, 部分領域 C とはエン

タングルメントを持たない.

これらの概念を用いて, Genuine Multipartite Entanglement Measure E は, 以下

の性質によって定義される:

Soryushiron Kenkyu



第 3章. AdS/CFT対応と量子情報理論 110

1. E は, 任意の fully separable状態に対してゼロでなければならない. この条

件によって, エンタングルメントを持たない状態を正しく識別することがで

きる.

2. E は, 任意の bi-separable状態に対してもゼロでなければならない. これに

よって,測度が真の多体量子エンタングル状態と, 二つに分離した場合にの

みエンタングルメントを持つ状態とを区別できる.

3. E は, すべての non-separable状態に対して厳密に正でなければならない.

これは, 真の多体量子エンタングルメントを示すすべての状態に感度を持つ

という点で重要である.

4. E は, 局所操作と古典通信 (LOCC)の下で, 平均的に非増加でなければなら

ない. この性質を満たす測度は, LOCC monotone, あるいは entanglement

monotoneとも呼ばれる.

3.5.2 多体相互情報量 (multi-mutual information)

多体量子相関を測る量として多体相互情報量を紹介する [93].

二体の相互情報量は (3.4.160)で与えられた.この式を三体に拡張し,以下のよう

に三体相互情報量 I(A : B : C)を定義する.

I3(A : B : C) =S(A) + S(B) + S(C)− S(AB)− S(AC)− S(BC) + S(ABC)

=I(A : B) + I(A : C)− I(A : BC)

(3.5.186)

定義から明らかに,場の理論や重力の計算で現れる UV発散は打ち消しているこ

とがわかる.さらにこれを n体相互情報量まで拡張すると以下のように書ける.

In(A1, · · · , An) =
∑
σ

(−1)|σ|−1S(σ) (3.5.187)

ここで σは {A1, · · · , An}に対する部分集合であり, |σ|はその集合のサイズを表

す.

以下では三体相互情報量に対するホログラフィックな重力の計算から不等式

I3(A : B : C) ≤ 0 (3.5.188)
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図 3.18: 3次元 Poincaré座標における時間一定面上の三体相互情報量の幾何的な

計算.

が示されることを見ていこう.上式は定義を用いると

S(AB) + S(AC) + S(BC) ≥ S(A) + S(B) + S(C) + S(ABC) (3.5.189)

と変形できる.ここで図 3.18を見ると,笠–高柳公式における最小化条件から明ら

かに上式が成り立つことがわかる. この時,相互情報量を用いると

I(A : B) + I(A : C) ≤ I(A : BC) (3.5.190)

のように書くことができる.これは「ある量子系 A,Bが最大エンタングル状態で

ある時に,これらはその他の量子系 C とはエンタングルできない」という

E(A : B) + E(A : C) ≤ E(A : BC) (3.5.191)

で与えられるmonogamy性を反映していることがわかる.ここでEはエンタングル

メント測度である.このようにして,ホログラフィで示された不等式はmonogamy

of mutual informationと呼ばれる [93].

また,四体 GHZ状態

|GHZ4〉 =
1√
2
(|0000〉+ |1111〉) (3.5.192)
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に対する三体相互情報量が I3(|GHZ4〉) = 1であることからホログラフィにおい

てGHZ状態は実現できない,つまりGHZ状態は古典的な重力双対として実現で

きないことが知られている.

3.5.3 Markov Gap

三体相関を示唆する量としてMarkov gapを紹介する [85, 86].

ある二体状態 ρAB から三体状態 ρABC を構成する方法をMarkov recovery map

という.この時,量子通信路RB→BC は以下のように表される.

ρABC = RB→BC(ρAB) (3.5.193)

このようにして完全に状態が構成できる状態 ρABCを quantum Markov chainと呼

ぶ.さらに,ある三体状態が quantum Markov chainであるかどうかは節 3.1.2で見

た条件付き相互情報量 I(A : C|B)を用いて判定できることが知られている. I(A :

C|B) = 0の時には ρABC は quantum Markov chainであり, I(A : C|B) 6= 0の時

にはそうでない.このように条件付き相互情報量は三体状態の quantum Markov

chainからの隔たりを表すのでMarkov gapと呼ばれる.

さらに, (3.4.175) で見たように条件付き相互情報量の特別な場合には reflected

entropy SR(A : B)と相互情報量 I(A : B)の差で表される.したがってホログラ

フィの分野ではしばしば SR − I がMarkov gapと呼ばれる.また,ホログラフィ

において (3.4.174)が成り立つことから,三体相関の存在を示唆していることがわ

かる [86].

しかしここでMarkov gapは GHZ状態 (3.5.176)に対して 0の値を与えるので,

節 3.5.1で見た genuine multipartite entanglement measureの条件 3を満たさな

いことにも注意しておく [91].

3.5.4 Multi-Entropy

多体量子相関 (multi-partite entanglement)を測る測度として,二体量子相関であ

るエンタングルメントエントロピーの場の理論における計算方法であるレプリ

カ法 (節 3.2) を多体の場合に自然に拡張した, multi-entropy について紹介する

[63, 69, 87, 94–97].
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Multi-Entropyの定義

これまで見てきたレプリカ法を複数の部分領域の場合に拡張することで多体量子

相関を測るmulti-entropyを定義する.

まず,二体相関の場合を少し復習しておく.部分領域 A, B に対して Hilbert空間

HA ⊗HB を考えると,密度行列は以下のように書ける.

ρα
′β′

αβ = |α〉 |β〉 〈α| 〈β| (3.5.194)

ここで, braの添え字は分かりやすさのためにプライムをつけている.この時,部

分領域 Aについての縮約密度行列 ρA は

ρA = TrB ρAB = |α〉 〈α| (= ρα
′

α ) (3.5.195)

となる.さらに密度行列の n個の積のトレースを取ると,

TrρnA =ρα2
α1
ρα3
α2

· · · ρα1
αn

=ρ
ασ(1)
α1 ρ

ασ(2)
α2 · · · ρασ(n)

αn

(3.5.196)

のようになる.ここで σは巡回群 Zn の元であり,ここではレプリカ対称性 Zn を

反映してこれらの置換で不変であることを要請している.

ここで実は σは巡回群の任意の元を取ってきていいわけではない.トレース操作

の中に全ての密度行列が入っていることから, path integralにおいては replicaの

全てのシートを回る必要があるので, σは巡回群の生成元である必要がある.つま

り,巡回群の元で (123)(456)などのように分解されるものは除かれる.

図 3.19に例として n = 3の巡回群の元として σ = (132)を取った時の上の関係式

をレプリカ多様体で表した.

このようにして得られる Tr[ρnA]を用いて (3.2.54)から Rényiエントロピーが求

まり, n→ 1の極限でエンタングルメントエントロピーを得る.

ここから q個の部分領域A1, · · · , Aq に対するHilbert空間HA⊗HB ⊗ · · · を

考える.密度行列は以下のように書ける.

ρα
′β′···
αβ··· = |α〉 |β〉 · · · 〈α| 〈β| · · · (3.5.197)
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図 3.19: σ = (132) ∈ Z3 として添え字を置換した際の replica対称性から要請さ

れる等式

ここで Rényi multi-entropyが以下のように定義される.

S(q)
n =

1

1− n

1

nq−2
log

[
Tr[ρn

q−1

]

(Tr[ρ])
nq−1

]
(3.5.198)

ここで ρが適切に規格化されているときは右辺の対数の中の分母は 1になる.さ

らに n→ 1の極限を取ることでmulti-entropyを得る.

S(q) ≡ lim
n→1

S(q)
n (3.5.199)

定義から明らかに q = 2の時にはそれぞれ元の Rényi entropy (3.2.54)とエンタ

ングルメントエントロピー (3.2.51)に帰着することを注意しておく.ここで問題

となるのは Trρn
q−1 におけるトレースの取り方である. n個の replicaを考えた時

の replica対称性は Zqn であり,これらに対応して σA, σB , · · · ∈ Zn で与えられる

巡回群の元を各添え字に作用させることができる.この時,巡回群の元のラベルは

全体として入れ替えが可能なので置換群 Sn に埋め込んだ時に同値関係として

(σA, σB , · · · ) ∼ (σA, σB , · · · )g, g ∈ Sn (3.5.200)

が存在する.したがって g = σ−1
A を取ると,このトレースは σB 以降の (q − 1)個

の巡回群で決まる.この操作は部分領域 Aに対してのみトレースを取って縮約密
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図 3.20: q = 3, n = 2における replica多様体

度行列を作る作業と同じである.ここで nq−1個の密度行列,もしくは replica多様

体を考えるのは各部分領域毎に n個の replicaを考えるからである.

例として, q = 3として三つの部分領域 A, B, C を考える.

まずは, n = 2のRényi multi-entropyを求めよう.その時 σA = eとして単位元に

なるように取ると,残った replica対称性は Z
(B)
2 × Z

(C)
2 である.これらはそれぞ

れ部分領域 B, C に対する replica対称性の直積で与えられている.

Z2 = {a | a2 = e} = {e, r} (3.5.201)

ここで eは単位元であり, rは反転操作を表す元である (r2 = e).この時, rは Z2

の生成元であるのでトレースを取る際に作用させることができる.したがって,密

度行列の積は

Tr[ρ4] = ρβ2γ2
β1γ1

ρβ1γ2
β2γ1

ρβ2γ1
β1γ2

ρβ1γ1
β2γ2

(3.5.202)

のように書くことができ,この時 4つの replica多様体を図示すると図 3.20のよう

になる. これを用いて Rényi multi-entropyは

S
(q=3)
n=2 = −1

2
log

[
Tr[ρ4]

(Tr[ρ])
4

]
(3.5.203)

と書ける.

次に, q = 3, n = 3を考えるとこれは 33−1 = 9個の replicaを考える必要がある.

Soryushiron Kenkyu



第 3章. AdS/CFT対応と量子情報理論 116

図 3.21: q = 3, n = 3における replica多様体

この時, replica対称性は Z
(B)
3 × Z

(C)
3 である.

Z3 = {a | a3 = e} = {e, (123), (132) = (123)2} (3.5.204)

ここで (123)のような表記は 1 → 2 → 3 → 1のような変換であることを表してい

る. (123), (132)は共に生成元であるのでトレースを取る際に作用させることがで

きる.どちらを作用させても等価なので (123)を作用させると図 3.21のように 9

個の密度行列のトレースが計算される.これを用いて同様に Rényi multi-entropy

S
(q=3)
n=3 が得られる.

最後に, q = 3, n = 4を考えるとこれは 43−1 = 16個の replicaを考える必要が

ある.この時, replica対称性は Z
(B)
4 × Z

(C)
4 である.

Z4 = {a | a4 = e} = {e, τ = (1234), τ2 = (13)(24), τ3 = (1432)} (3.5.205)

ここで,生成元は群の全ての元を生成できるものであるので, τk の中で kと nが

互いに素でないものは除かれる.つまり, τ2 = (13)(24)はトレースの中に作用さ

せるものとして適していない. τ = (1234), τ3 = (1432)は共に生成元であるので

トレースを取る際に作用させることができる.どちらを作用させても等価なので

(1234)を作用させる.今までと同様に 16個の密度行列のトレースが計算され,こ

れを用いて同様に Rényi multi-entropy S(q=3)
n=4 が得られる.

q = 4の時は replicaの数は n3 になり,ここで考えるべき replica多様体は各辺に

n個の replica sheetが並んだ立方体になる.このように部分領域が増えれば増え
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るほど次元をあげて replica多様体を並べると考えると良い.

ここでは密度行列のトレースの取り方に注目して例を見たが,実際に計算する際

には扱うモデルに依存した経路積分を行う必要がある.

Genuine Multi-Entropy

ここまで見てきたように multi-entropyは二体相関のエンタングルメントエント

ロピーを自然に拡張するように定義されており,多体量子相関を捉えることがで

きていると考えられるが,これは二体相関を持つような多体系でもノンゼロの値

を出すので Genuine Multipartite Entanglement Measureではない.ここで N体

相関を真に測ることができるようなmulti-entropyとして,以下のように genuine

multi-entropyを定義する [63, 87].

まず, q = 3の三体相関についての genuine multi-entropy (GM)は以下の genuine

Rényi multi-entropyの n→ 1の極限として定義される.

GM (3)
n (A : B : C) ≡ S(3)

n (A : B : C)−
1

2

(
S(2)
n (A : BC) + S(2)

n (B : CA) + S(2)
n (C : AB)

)
(3.5.206)

ここでS
(2)
n は二体相関に対するRényi multi-entropyであるが,これは通常のRényi

entropyと一致する.上式で定義される GM
(3)
n (A : B : C)は任意の bi-separable

状態に対してゼロの値を与え,さらに後に見るような重力双対を用いて少なくと

もホログラフィックには正であることが示されている.

次に, q = 4の四体相関についての genuine multi-entropy (GM)は以下のような

genuine Rényi multi-entropyの n→ 1の極限として定義される.

GM (4)
n (A : B : C : D)

≡ S(4)
n (A : B : C : D)

− 1

3

(
S(3)
n (AB : C : D) + S(3)

n (AC : B : D) + S(3)
n (AD : B : C)

+ S(3)
n (BC : A : D) + S(3)

n (BD : A : C) + S(3)
n (CD : A : B)

)
+ a
(
S(2)
n (AB : CD) + S(2)

n (AC : BD) + S(2)
n (AD : BC)

)
+ b
(
S(2)
n (ABC : D) + S(2)

n (ABD : C) + S(2)
n (ACD : B) + S(2)

n (BCD : A)
)

(3.5.207)
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ここで係数の a, bは

a+ b =
1

3
(3.5.208)

を満たす任意の実数である.さらに三体の genuine multi-entropyを用いて書き直

すと,

GM (4)
n (A : B : C : D)

≡ S(4)
n (A : B : C : D)

− 1

3

(
GM (3)

n (AB : C : D) +GM (3)
n (AC : B : D) +GM (3)

n (AD : B : C)

+GM (3)
n (BC : A : D) +GM (3)

n (BD : A : C) +GM (3)
n (CD : A : B)

)
+ ã
(
S(2)
n (AB : CD) + S(2)

n (AC : BD) + S(2)
n (AD : BC)

)
+ b̃
(
S(2)
n (ABC : D) + S(2)

n (ABD : C) + S(2)
n (ACD : B) + S(2)

n (BCD : A)
)

(3.5.209)

ここで係数 ã, b̃は以下のような関係式を満たす.

ã = a− 1

3
, b̃ = b− 1

2
, ã+ b̃ = −1

2
(3.5.210)

このようにして定義された GM
(4)
n (A : B : C : D)は純粋な二体相関や三体相関

のみで構成されたエンタングル状態に対してはゼロの値を与え, GM (3)
n の時と同

様にホログラフィックには正になることが示されている.実際に

|ψ1〉ABC ⊗ |ψ2〉D, |ψ1〉AB ⊗ |ψ2〉CD (3.5.211)

のような bi-separable状態に対して値がゼロになることが確認されている [87].

さらに高次の q 体相関に関しても同様に,任意の bi-separable状態に対してゼロ

を与えるような線型結合として genuine multi-entropyは構成される.

GHZ状態での例

以下でも, q = 3として 3つの部分領域 A, B, C を考える.

2準位系の GHZ状態

|GHZ〉 = 1√
2
(|000〉+ |111〉) (3.5.212)
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に対して, n = 2の Rényi multi-entropyを求める.部分領域 C をトレースアウト

すると縮約密度行列は

ρAB =
1

2
(|00〉 〈00|+ |11〉 〈11|) (3.5.213)

となる. (3.5.198)で与えられる定義に入れると Tr[ρ4AB ]は全てが |00〉か |11〉で

構成された項のみ残る.したがって

S
(3)
2 |GHZ〉 =

3

2
log 2 (3.5.214)

となる.一般に d準位系の n-Rényi multi-entropyで

S
(3)
n |GHZ〉 =

n+ 1

n
log 2 (3.5.215)

となることも計算されている [87, 98]. ここで n → 1 の極限を取ると multi-

entropyは

S
(3)
|GHZ〉 = 2 log 2 (3.5.216)

さらに, GHZ状態では各 bi-partite状態に対して log 2のエンタングルメントエ

ントロピーを与えるので, (3.5.206)より genuine multi-entropyは

GM (3) = 2 log 2− 1

2
(log 2 + log 2 + log 2) =

1

2
log 2 > 0 (3.5.217)

となる.ここで genuine multi-entropyは GHZ状態に対して正の値を与えること

がわかる.

2次元CFTでの例 [63]

multi-entropyは replica法を自然に拡張したものであり,節 3.2で見た 2次元CFT

におけるエンタングルメントエントロピーの導出方法をナイーブに拡張すること

で値を得られるが,いくつかの注意点を明記するだけに留めておく.

• エンタングルメントエントロピーの計算の際は,部分領域一つに対して二つ

の端点にツイスト演算子を挿入し,ツイスト演算子の二点関数を計算するこ

とで Rényi entropyが計算できた.ここで Rényi multi-entropyの計算では

部分領域が二つあるので,これらが隣接している場合は三つのツイスト演算

子を各端点に挿入して三点関数を計算する.これらが隣接していない場合は
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図 3.22: multi-entropyを考える際のツイスト演算子の挿入.隣接した部分領域 (左

図)と隣接していない部分領域 (右図).

各端点に四つのツイスト演算子を挿入し,四点関数を計算する必要がある (図

3.22参照).

• 挿入すべきツイスト演算子はそれぞれ各場をどの replica場に移すかを決め

るので,ここではその性質は replica対称性 Z
(A)
n × Z

(B)
n × · · · に依存する.

各領域の端点は Zn の生成元 aに対応するツイスト演算子の挿入が必要で

ある.さらに場が部分領域を一周した時に不要な位相を獲得しないために,

ある端点で aに対応するツイスト演算子を入れた時,もう片方の端点には

a−1 = an−1 に対応するツイスト演算子を挿入する必要がある (図 3.22参

照).ここで aは Zn の元なので an = eであることに注意.一般の q, nに対

して挿入すべきツイスト演算子の共形次元は

∆ =
c nq−2

12
(n− 1

n
) (3.5.218)

で与えられる.

• 一般に q個の部分領域や n個の replicaで Rényi multi-entropyを厳密に計

算することは非常に困難である.したがって, nについての一般形を得るこ

とはできず, n → 1の極限を取って multi-entropyを求めることも難しい.

技術的に複雑なので本修士論文では取り扱わないが, q = 3かつ n = 2の時
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の隣接する部分領域に対する計算結果は [63]で与えられており,

S
(3)
2 ' c

8
log
[x12x23x13

ε3

]
+
c

4
log 2 (3.5.219)

となる.ここで各領域の端点を x = x1, x2, x3 としており,xij = |xj − xi|と

表している.ここで第一項は二体相関で現れる Rényi entropyと考えられる

ので,それを除いた第二項が,三体相関に対する genuine multi-entropyに対

応すると考えられる.

また,第一項の座標依存するところは共形対称性から一般の nに対して求ま

ることを見ておく.上記の通り, Rényi multi-entropyはツイスト演算子の三

点関数を用いて

S(3)
n =

1

1− n

1

n
log[〈σB(x1)σB−1C−1(x2)σC(x3)〉] (3.5.220)

のように書ける.さらに共形対称性から q = 3で共形次元 ∆ = c
12 (n

2 − 1)

を持つツイスト演算子の三点関数について (2.2.126)より

〈σB(x1)σB−1C−1(x2)σC(x3)〉 =
Cn

(x12x23x13)
c
12 (n

2−1)
(3.5.221)

と書ける.ここで Cn はどの CFTを扱うかによって決まる演算子積展開の

係数である. したがって,

S(3)
n =

c

12

(
1 +

1

n

)
log[x12x23x13] +

1

1− n

1

n
log[Cn] (3.5.222)

で与えられる.よって, multi-entropyは

S(3) =
c

6
log[x12x23x13]− ∂n log[Cn]|n=1 (3.5.223)

で与えられる.第二項が genuine multi-entropyに対応する部分であるが,上

記の通り一般の形で求めるのは難しい.

Holographic Multi-Entropy

エンタングルメントエントロピーにホログラフィ原理の文脈で笠–高柳公式で与

えられる重力双対があったように, multi-entropyにも同様に重力双対が提案され

ている. 各領域の端点からバルクに伸ばした面 γ を繋ぎ,最終的な曲面が各領域
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図 3.23: 3次元 AdS時空の時間一定面上における q = 3の Holographic Multi-

Entropy

と homologousになるように取ってくる.その時の曲面を Γとすると holographic

multi-entropyは

S(q) = MinExtΓ
Area(Γ)
4GN

(3.5.224)

で与えられる.

簡単のために 3次元 AdS時空を扱う.まず, q = 3の三体相関から扱うことにす

ると, multi-entropy S(3)の重力双対は図 3.23のように与えられる. ここで図の Γ

は homologous条件を満たしていることを確認されたい.さらに極小曲面であるこ

とからこれらは全て測地線で構成されていることに注意すると,

Γ = γxo + γyo + γzo (3.5.225)
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として Γを定義している.さらに genuine multi-entropyは (3.5.206)を用いると

上記の値から γA, γB , γC を 2で割った値を引けば良い.

GM (3)(A : B : C) =
γxo + γyo + γzo

4GN
− 1

2

1

4GN
(γA + γB + γC)

=
1

8GN
(γxo + γzo − γA) +

1

8GN
(γyo + γxo − γB)

+
1

8GN
(γzo + γyo − γC)

≥ 0

(3.5.226)

ここで γA は x, z を結ぶ極小曲面なので γxo + γzo − γA ≥ 0であり,他の項も正

であることから全体として holographic genuine multi-entropyは必ず正になるこ

とがわかる.

実際に対称性の強い 3次元 AdS時空では具体的にGM
(3)
n (A : B : C)を求めるこ

とができる.一般の部分領域を対照的な共形変換で対称的な部分領域に移すこと

ができ (図 3.24),この時それぞれの測地線の長さは変わるが,測地線の線型結合で

表される GM
(3)
n (A : B : C)はその変化分が打ち消しあって変わらない.

3次元AdS時空上の三点 i, j, kを結ぶ測地線で構成された三角形を考え,点 kに

おける角度が φの時,

cosh(γij) = cosh(γik) cosh(γjk)− sinh(γik) sinh(γjk) cosφ (3.5.227)

という関係式が成り立つ.さらに 2点 i, j を境界に近づける極限を取った時,

γij + 2 log

(
1

sin φ
2

)
= γik + γjk (3.5.228)

という関係式に変わる.この時, GM (3)
n (A : B : C)はそれぞれの三角形xoy, yoz, zox

が oでの角度 2π
3 であることから

GM (3)(A : B : C) =
c

2
log

2√
3

(3.5.229)

となる.ここで Brown-Henneaux関係式を用いてニュートン定数を中心電荷 cで

書き換えた.これは holographyにおいては三体相関が O(1/GN )で存在すること

を示唆しており,多体相関の重要性を読み取ることができる.

次に, q = 4の四体相関については holographic multi-entropyを与える重力双対

の候補が二つあり, 図 3.25の左図のような場合には二体相関の寄与を引くと
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図 3.24: 共形変換によって対称的な部分領域に移された場合のHolographic Multi-

Entropy

S(4)(A : B : C : D)

− 1

2

(
S(2)(A : BCD) + S(2)(B : ACD) + S(2)(C : ABD) + S(2)(D : ABC)

)
=

1

8GN
(γxo + γyo − γA) +

1

8GN
(γyo + γzo − γB)

+
1

8GN
(γzo + γwo − γC) +

1

8GN
(γwo + γxo − γD)

> 0

(3.5.230)
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図 3.25: q = 4の Holographic Multi-Entropy

となり,図 3.25の右図のような場合には

S(4)(A : B : C : D)

− 1

2

(
S(2)(A : BCD) + S(2)(B : CDA) + S(2)(C : DAB) + S(2)(D : ABC)

)
=

1

8GN
(γxo2 + γo1o2 + γyo1 − γA) +

1

8GN
(γyo1 + γzo1 − γB)

+
1

8GN
(γzo1 + γo1o2 + γwo2 − γC) +

1

8GN
(γwo2 + γxo2 − γD) > 0.

(3.5.231)

のようにして多体量子相関が holographyで重要な寄与を与えることがわかる.こ

こでは三体量子相関の寄与を引いていないことに注意する.

局所クエンチを用いたmulti-entropyの解析

節 3.3.3で局所クエンチに対して自由落下する粒子が重力理論における対応物であ

ることを確認した [81].以下では同様のセットアップで holographic multi-entropy

がどのように変化するかを計算しよう [99].

自由粒子の落下によって得られるバックリアクションを考慮した Poincaré座標を

求め, (3.3.155)のように書き,測地線に対して (3.3.156)の公式を用いて変化分を
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γ(i)

γ(ii)

γ(iii)

A

B C

φ =
π

6
φ =

5

6
π

φ =
3

2
π

図 3.26: 考える部分領域と tripartite multi-entropyの局所曲面.

計算する. ここで簡単のために部分領域 A,B,C は global座標で対称的であるが

Poincaré座標では非対称になるようなものとして図 3.26のように取る.

この時, Poincaré座標における部分領域はそれぞれ

A : z = ε, t = tP , (2−
√
3)R ≤ x ≤ (2 +

√
3)R,

B : z = ε, t = tP , −R ≤ x ≤ (2−
√
3)R,

C : z = ε, t = tP , x ≤ −R, (2 +
√
3)R ≤ x.

(3.5.232)

となり,測地線は t = 0の時間一定面で以下のような三つの部分として表せる.

(i) : t = tP , z
2 + (x−

√
3R)2 = 4R2,

(ii) : t = tP , z
2 + (x+

√
3R)2 = 4R2,

(iii) : t = tP , z
2 + x2 = R2.

(3.5.233)

この測地線は図 3.27に図示した.

この測地線を用いて計算した holographic multi-entropyの増加分∆S
(3)
A は非

Soryushiron Kenkyu



第 3章. AdS/CFT対応と量子情報理論 127

x

z

R

2R

−R (2−
√
3)R

√
3R (2 +

√
3)RABC C

γ(iii)

γ(ii)

γ(i)

図 3.27: Poincaré座標に変換した極小曲面.

常に複雑ではあるが解析的に得られ,プロットしたものを図 3.28に図示する. こ

こで genuine multi-entropyが消えることから, 測地線の変化分だけを見ているよ

うな摂動計算ではmulti-entropyの寄与は bipartiteの寄与しか捉えられないこと

がわかる. つまり,巻き付きを考慮しない一つの測地線だけを見ていることが原因

である.このように摂動計算で genuine tri-entropyがゼロになることは任意の部

分領域の取り方に対して示される [99].

次に, 3次元 AdS時空において厳密な計算を見ていく. BTZブラックホール

座標 (2.1.51)を用いると holographic tripartite multi-entropyは

S(3) =
3R

4GN
log

[
2√
3

]
+

R

8GN

∑
1≤i≤j≤3

log[−2r(i)∞ r(j)∞ Pi · Pj ] (3.5.234)

と書けることが知られている [100].ここでXi = r∞Pi+O(r0∞)である.これを摂動

計算の時と同様に (3.3.154)を用いて変換すると有限のM に対しても holographic

multi-entropyを計算することができる.また,摂動計算と違ってブラックホール

に対しての測地線の巻き付きを考慮して計算することによって非自明な genuine

multi-entropyを計算することができる.

BTZブラックホール座標を用いて,二体相関と三体相関に対応するそれぞれの測
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図 3.28: 摂動的に計算した局所量子クエンチにおける holographic tri-entropy (左

図) と holographic genuine tri-entropy (右図) の増加分. ここで 8GN = 1, δ =

1, R = 1とした.

地線長は以下のように与えられる.

L(2)(mij) = R log

[
2r

(i)
∞ r

(j)
∞

R2 −M
Iij(mij)

]
, (3.5.235)

L(3)(m) =
R

2
log [I12(m)I23(m)I31(m)] +R

3∑
i=1

log

[
r
(i)
∞√

R2 −M

]
+

3R

2
log

[
8

3

]
.

(3.5.236)

ここで Iij は不変長さであり以下で与えられる.

Iij = cos
(√

R2 −M(ti − tj)
)
− cos

(√
R2 −M(φi − φj + 2πmij)

)
(3.5.237)

さらにここで,境界の部分領域の端点を i = 1, 2, 3でラベルし, mij は i − j 間の

測地線の巻き付き数を表す.また, mij は二体の測地線を最小化するように選び,

一方でmは三体の測地線を最小化するように選ばれることに注意する.最終的に,

真空からの差に注目した genuine tri-entropyは以下のように与えられる.

∆GM (3) =
R

8GN
log

I12(m)I23(m)I31(m)

I12(m12)I23(m23)I31(m31)
(3.5.238)

ここから, genuine tri-entropyが二体と三体の測地線の巻き付き数の差から生じ

ることがわかる.

摂動計算の時と同様に部分領域A,B,Cを取り, bipartiteと tripartiteのmulti-

entropy と, それらの差分で表される genuine multi-entropy を計算した結果を

図 3.29に図示する.自明な巻き付きのみを考えた時には bipartiteの極小曲面と
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図 3.29: 厳密に計算した holographic multi-entropy.ここで 4GN = 1, R = 1, α =

0.1, M = 1とした.

tripartiteの極小曲面の巻き付き数が一致するので genuine multi-entropyの値は

ゼロになり,摂動計算と一致する. 図 3.29では genuine multi-entropyがノンゼロ

になっていることから,非自明な tripartite entanglement が存在していることが

わかる. AdS時空で genuine tri-entropyの振る舞いに対応する自由落下粒子とブ

ラックホールは図 3.30で表される.ここから, genuine tri-entropyはバルク内部

の Entanglement Wedge Polygonに対応する部分をより詳細に調べることができ

るとわかる [101].

局所クエンチを用いた genuine tri-entropyの時間発展はホログラフィックCFT

を用いても計算することができ, 結果は解析的に (3.5.238)に一致することが確

認できる. 具体的には二次元 Euclidean共形場理論において Heavy演算子二つ

と Lightなツイスト演算子を三つ挿入し, large cの極限で Heavy-Light Vacuum

Block近似を用いることで,これらの 5点相関関数を計算することで得られる [64].

詳しい計算と結果については [99]を参照.

Soryushiron Kenkyu



第 3章. AdS/CFT対応と量子情報理論 130

図 3.30: Genuine tri-entropy の振る舞いに対する重力の幾何的解釈. Genuine

tri-entropyの始点と終点が二体測地線との交差に対応し, 二つのカスプの点が三

体測地線との交差に対応する.
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第4章

AdS/BCFT対応

本章では境界付き共形場理論 (BCFT)の基礎を整理した後に,それに対応する重

力理論の幾何として end-of-the-world (EOW)ブレーンを導入し,それらが成す双

対性として AdS/BCFT対応を紹介する.

4.1 境界付き共形場理論(Boundary Conformal Field

Theory)

通常のフルな複素平面で定義された CFT(以下ではバルク CFTと呼ぶ)に対し

て境界を導入することで領域を上半平面 (Upper Half Plane)に制限し,さらに適

切な境界条件を課すことで高い対称性を保った共形場理論を境界付き共形場理論

(Boundary Conformal Field Theory, BCFT)という [102–105].図 4.1を参照.

本節では, BCFTがどのように構成され,特徴づけられるかを通常のCFTと比較

しながら見ていく [106, 107].

4.1.1 高い対称性を保つ境界条件

BCFTの局所的な性質はほとんど元のフルな複素平面での CFTの性質を引き継

いでいる.境界を導入したことにより変わることとして,元の CFTが持っていた

対称性が破れてしまうという事実があるが,ここでは最も高い対称性を保つよう

131
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図 4.1: Boundary Conformal Field Theory

な条件を課す.考慮すべき共形変換も,上半平面から上半平面にマップするような

もので,境界の形は変えないように制限する.

f : UHP → UHP, f(x) ∈ R (for x ∈ R) (4.1.1)

これは (2.2.102)で f(z) = f̄(z̄)を課すことに対応する.この条件は SL(2, R)の

対称性を保つことになり,元の CFTの対称性の半分を保っている.また,この条件

は境界上でエネルギーの流れがないことに対応しており, z = x+ iyとすると

Txy(x, y = 0) = 0 (4.1.2)

を課すことになる.また複素座標で書くと

T (z) = T̄ (z̄) (4.1.3)

となり,元のCFTにおける正則パートと反正則パートを繋げる条件になっている.

ここで新たな energy stress tensor を以下のように定義すると,元々上半平面に定

義されていた正則パートと反正則パートの energy stress tensor を,フルな複素平

面の正則パートのみの energy stress tensor として解釈できる.

T (z) =
∑
n

Lnz−n−2 =

 T (z) (Im z ≥ 0)

T̄ (z̄) (Im z < 0)

(4.1.4)
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図 4.2: folding trick

この時, Virasoro生成子は以下のように定義される.

Ln =

∫
C

dz

2πi
zn+1T (z)−

∫
C

dz̄

2πi
z̄n+1T̄ (z̄) =

∮
dz

2πi
zn+1T (z) (4.1.5)

このように,境界条件 (4.1.3)をうまく用いて上半平面にのみ定義されたBCFTの

正則パートと反正則パートを繋げてフルな複素平面で解釈し直すことを folding

trickという (図 4.2参照).

BCFTにおける一点関数

バルク CFTに住む場は節 2.2.2で見たように二つの独立な Virasoro代数の直積

を取ったものの表現として与えられる.正則パートと反正則パートのHilbert空間

を明示的に区別し,フルな複素平面上での Hilbert空間を以下のように表す.

H(P ) =
⊕

(i,̄ı)∈I(P )

Ziı̄Hi ⊗Hı̄ (4.1.6)

ここで (P)は BCFTの上半平面と区別するためにバルク CFTのフルな複素平面

上で定義されていることを表す.また, I(P ) は二つの Virasoro代数の規約表現の

集合であり, i, ı̄はそれらのラベルである.

ここでフルの CFTを考えると一点関数はゼロになるが, BCFTにおいてはノン

ゼロの値を出すことを見ていこう. BCFTにおいて (4.1.6)に住むバルク場 φiı̄は

folding trickによってフルの面で二点 z, z̄に住む φi(z)と φı̄(z̄)に分けられる (図

4.3参照). このようにして BCFTの一点関数はバルク CFTの二点関数に書き換
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図 4.3: folding trickによる一点関数の表現

えることができ,以下のような期待値を持つ.

〈φiı̄(z, z̄)〉α = 〈φi(z)φı̄(z̄)〉α =
Aαiı̄ dii+

|z − z̄| 2hi
δı̄, i+ (4.1.7)

ここで αは Dirichletや Neumannを区別するような境界条件のラベルである.ま

た,節 2.2.2では自己共役な表現にのみ制限していたので現れなかったが,i+ は i

でラベルされた表現に対して共役な表現を指す. ı̄ = i+ が必要なのは二点関数の

二つの演算子の表現が一致するという対称性から来る制約である.さらに dii+ は

バルク場の規格化を行うのに用いられ,しばしば恒等演算子の二点関数に対して

d00 = 1と規格化する.一方で, Aiı̄ は BCFTを特徴づける新たな量であり, dii+

の規格化を妨げるので自由に規格化できる定数ではない.

ここから, BCFTにおいてバルク場の恒等演算子もノンゼロの期待値を持つと推

察され,以下のように定義される.

〈1(P )〉α = Aα00 = g (4.1.8)

これはしばしば g関数 (g-function),または g因子 (g-factor)と呼ばれ,境界上の

繰り込み群フローで重要な役割を果たす.後に節 4.1.4でより詳しく見る.

4.1.2 境界場 (boundary field)

境界場はバルク場と全く異なり, (4.1.5)で生成される Virasoro代数の表現から

なる.実際にどの表現が選ばれるかは境界条件とバルク場の spectrumに依存し,
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Hilbert空間は以下のように与えられる.

Hα =
⊕
i∈I

H⊕n i
α

i (4.1.9)

この空間に住む境界場 ψは境界上に制限されており, BCFTを考える際に新たに

現れる自由度である.

バルク場を境界に近づけた時 (Im z → 0)に以下のように境界場で書き直すこと

ができ,これを bulk-boundary OPEという.

φiı̄(z, z̄) =
∑
k

Cα(iı̄)k |z − z̄|hk−hi−hı̄ ψk(x) (4.1.10)

ここで Cα(iı̄)k もまた BCFTで新たに登場する係数である.しばしば便利のために

Cα(00)k = δk,0 (4.1.11)

を課すことでバルク場の恒等演算子と境界場の恒等演算子が (4.1.10)で一致する.

ここで境界場の一点関数は恒等演算子の時のみノンゼロなので 〈ψk〉α = Λα δk,0

であることがわかる. バルク場の一点関数の計算に, (4.1.7)と (4.1.10)を用いると

〈1(P )〉α = Aα00d00 =
∑
k

Cα(00)k |z − z̄|hk 〈ψk(x)〉α = Cα(00)0 Λ
α (4.1.12)

であり,ここで規格化 d00 = Cα(00)0 = 1を用いると

〈ψk(x)〉α = Aα00 δk,0 (4.1.13)

がわかる.さらに一般の一点関数に代入すると

〈φii+(z, z̄)〉α =
Aαii+

|z − z̄|2hi
=
∑
k

Cα(ii+)k |z − z̄|hk−2hi 〈ψk(x)〉α =
Cα(ii+)0A

α
00

|z − z̄|2hi

(4.1.14)

ここから,

Cα(ii+)0 =
Aαii+

Aα00
(4.1.15)

と関係づけられる.

Boundary Condition Changing Operator

さらに二つの異なった境界を導入することもでき,円筒座標では σ1 = 0, πに存在

するα, βでラベルされる境界を,共形変換を用いて複素平面に移した時に,Re z = 0
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図 4.4: 異なる二つの境界を持つ BCFT

に異なる境界が並ぶことになる (図 4.4).この境界の変化を生成する演算子として

Boundary Condition Changing Operator (BCCO) ψαβ を考えることができる.

4.1.3 境界状態の構成 (Ishibashi state, Cardy state)

BCFTにおいて様々な計算を可能にする境界状態という概念を導入する.有限温度

系で考えるために時間方向を β0 で周期化する.この時 CFTにおけるモジュラー

不変性 (弦理論においては開弦と閉弦を入れ替える双対性)を用いて,空間方向の

端として存在した境界 α, βを時間方向の端にある始状態,終状態 ||α〉〉 , ||β〉〉とし

て考える (図 4.5参照).このようにして定義される時間一定面上の状態を境界状

態 (boundary state)という [103].

さらに BCFTにおける相関関数も境界状態を用いて書き直していく. (z, z̄)座標

平面上で時刻 |z| = 1, eβ0 に時間の同一視を与え,共形変換で円筒座標 (w, w̄)に

移る.さらにモジュラー不変性を用いて時間座標と空間座標を入れ替えて (w′, w̄′)

座標に移る.その際に新たな時間方向の周期を 2πに変える.最後に共形変換でま

た複素平面 (ξ, ξ̄)で移る.以上の変換を行うことで複素平面上に境界状態を定義で

きる (図 4.6参照).

以上より, BCFTにおける相関関数が境界状態を用いて以下のように表せる.〈〈
Θα
∥∥e− 2π2

β0
H(P )

φ
(P )
1 (ξ1, ξ̄1) · · ·φ(P )

N (ξN , ξ̄N )
∥∥β〉〉

= J (ξ, z)TrHαβ

(
e−β0H

(H)

φ
(H)
1 (z1, z̄1) · · ·φ(H)

N (zN , z̄N )
) (4.1.16)
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図 4.5: モジュラー不変性から定義される境界状態

ここで (H)はフルの複素平面で定義された CFTと区別するために上半平面で定

義されたものにラベルしている. J (ξ, z)は上記で説明した (z, z̄)平面から (ξ, ξ̄)

平面への変換のヤコビアンを表しており以下のようなファクターをまとめたもの

である.

φ(P )(ξ, ξ̄) =

(
∂z

∂ξ

)h(
∂z̄

∂ξ̄

)h̄
φ(H)(z, z̄)

T (P )(ξ) =

(
∂z

∂ξ

)2

T (H)(z) +
c

12
{z; ξ}

(4.1.17)

ここで {z; ξ}は Schwarz微分であり,

{z; ξ} =
z′′′(ξ)

z′(ξ)
− 3

2

(
z′′(ξ)

z′(ξ)

)2

(4.1.18)

で定義される. この変換の際に境界の向きづけが逆になってしまうことから CPT

演算子 Θを終状態に作用させている.

Ishibashi State

BCFTにおいて課される境界条件 (4.1.3)を考えるために, (4.1.16)に対して

φ(H)(z, z̄) = T (H)(z)− T̄ (H)(z̄) (4.1.19)
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図 4.6: 相関関数を境界状態で記述するための変換

を考える.この時,境界 Im z = 0で課されていた境界条件は境界状態に対する[(
∂ξ

∂z

)2

T (P )(z)−
(
∂ξ̄

∂z̄

)2

T̄ (P )(ξ̄)

]∥∥α〉〉 = 0 (4.1.20)

のような条件に変わる.さらに,フルの複素平面で定義された energy stress tensor

を Laurent展開した

T (P )(ξ) =
∑
n

ξ−n−2 L(P )
n , T̄ (P )(ξ̄) =

∑
n

ξ̄−n−2 L̄(P )
n (4.1.21)

を用いて,条件は (
L(P )
n − L̄

(P )
−n

)∥∥α〉〉 = 0 (4.1.22)

と書き換えられ,これは Ishibashi条件として知られる.

さらにこの条件を満たす状態をVirasoro代数の既約表現を用いて以下のように得
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られ,これを Ishibashi stateという [108, 109].∣∣i〉〉 = ∞∑
N=0

∣∣i,N〉⊗ U
∣∣i,N〉 ∈ Hi ⊗Hi+ (4.1.23)

ここで, |i,N〉（N ∈ Z≥0）はHilbert空間Hi における正規直交基底である.また,

U は反ユニタリ演算子であり, U |i,N〉 ∈ Hi+ を満たす.

Cardy State

一般の境界状態は以下のように Ishibashi stateの線型結合で与えられる.∥∥α〉〉 = ∑
i∈I(H)

B i
α

∣∣i〉〉 (4.1.24)

ここで, (4.1.16)に対して bulk-boundary OPE(4.1.10)を用いて分配関数を計算

することで

Cα(ii+)0 =
B i+

α

B 0
α

(4.1.25)

が得られ,さらに (4.1.15)を用いると

B i+

α = κAαii+ (4.1.26)

が得られる. さらにこの B i
αを求めるための物理的な制約として Cardy条件を見

ていく.これは CFTにおけるモジュラー不変性を課したものであり,弦理論の見

方では開弦と閉弦の計算で分配関数が一致することを課すものである. 開弦の計

算では

Zαβ(q) = Tre−β0H
(H)

=
∑
i∈I

n iαβ χi(q) (4.1.27)

のように結果が得られる.ここで q = e−β0 である.また, H(H) は上半平面で定義

されたハミルトニアン,さらに χi(q)は Virasoro代数の表現 iに対する指標を表

す. 閉弦 (境界状態を用いた)の計算では

Zαβ(q) =
〈〈
Θβ
∥∥q̃ 1

2

(
L

(P )
0 +L̄

(P )
0 − c

12

)∥∥α〉〉 = ∑
i∈I(P )

B i+

α B i
β χi(q̃) (4.1.28)

となる.これらを比較することで以下のCardy条件を得る.∑
i∈I

∑
j∈I(H)

B j+

α B j
β Sji χi(q) =

∑
i∈I

n iαβ χi(q)

⇒
∑

j∈I(H)

B j+

α B j
β Sji = n iαβ ∈ N0

(4.1.29)
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図 4.7: BCFTにおけるエンタングルメントエントロピー

ここで Sji はモジュラー S 変換である. この条件を満たすような Biα からなる

Ishibashi状態の線型結合が物理的な状態として得られ,これを Cardy stateと

いう [103].

4.1.4 g関数と g定理

(4.1.8)で見たように恒等演算子の一点関数はノンゼロの期待値を持ち,それは共

形変換によって上半平面から diskに持っていくことで disk amplitudeとして以

下のように考えられる [110, 111].

gα = 〈0|Bα〉 (4.1.30)

ここで αは境界条件に対するラベルであり, |Bα〉は境界上で定義された境界状態

である. さらにこの量はエンタングルメントエントロピーを BCFTで計算したと

きに得られる境界の寄与として

SA =
c

6
log

2l

ε
+ log gα (4.1.31)

のように与えられる [60](図 4.7参照). この時,右辺第一項は上半平面に限ってい
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るので元の CFTの半分の値になっており,第二項が境界エントロピーと呼ばれる

境界の寄与である.

Sbdy = log gα (4.1.32)

さらにこの量は境界上の繰り込み群フローに対して単調減少するということ

が知られており, g定理という [110].この定理の証明はいくつかの文脈で与えられ

ているが,ホログラフィックな g定理の証明を節 4.2.3で紹介する.

4.2 AdS/BCFT対応

これまで見てきたBCFTに対する重力双対をAdS時空に対するEnd-of-the-World

(EOW)ブレーンの挿入によって実現する [112, 113].その際EOWブレーンはAdS

時空の境界として扱う.

4.2.1 End-of-the-World(EOW)ブレーン

AdS時空をM, 漸近境界を Σ, EOWブレーンを Qとする (図 4.8).

重力作用として以下のものを考える.

IEH+GHY+brane =
1

16πGN

∫
M

dd+1x
√
−g(R− 2Λ)

+
1

8πGN

∫
Σ

ddx
√
−hK +

1

8πGN

∫
Q

ddx
√
−h (K − Lm)

(4.2.33)

第一項はバルクの Einstein-Hilbert 項, 第二項は漸近境界の Gibbons-Hawking-

York項,第三項は EOWブレーンに対する同様の境界項とブレーンに局在した物

質項 Lm を含んでいる.

ここでKab は外的曲率で以下のように与えられる.

Kab = ∇anb (4.2.34)

ここで naは codimension 1 surface ΣとQの法線ベクトルを表す.ここで作用の

変分は

δI =
1

16πGN

∫
Q

ddx
√
−hδhab

[
Kab − habK − TQab

]
(4.2.35)
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図 4.8: BCFTに対する重力双対

で与えられ,ここでは漸近境界 Σに通常の Dirichlet境界条件を, EOWブレーン

Qに Neumann境界条件を課す.そこから得られる式は,

Kab − habK = TQab (4.2.36)

となる.この式は左辺がブレーンの配位に関する微分方程式で,右辺が物質場の振

る舞いに依存する式になっており,ブレーンの配位がブレーン上の物質場と関係

していることが分かる.実際に物質の作用を決めてこの Neumann境界条件を解

くことでブレーンの配位が求まるようになっている.右辺の物質の energy stress

tensorは以下で与えられる.

TQab =
−2√
−h

δSm

δhab
(4.2.37)

ここで右辺の Sm は物質作用である.
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4.2.2 対称性を保ったEOWブレーンの挿入

BCFTの重力双対を構成するために高い対称性を保つような定数の物質項を考え,

以下のようなブレーン上の作用を考える.

Ibrane =
1

8πGN

∫
Q

ddx
√
−h (K − T ) (4.2.38)

この時, Neumann境界条件は

Kab − habK = habT (4.2.39)

となり,この解として超平面の EOWブレーンが得られる.この時, d+1次元AdS

時空が元々持っていた isometry SO(d, 2)は高い対称性を保って破れ, SO(d−1, 2)

となる.これは BCFTが持つ対称性と一致している.実際に 2次元の BCFTの対

称性は節 4.1.1で見たように SO(1, 2) ' SL(2, R)である.

具体的にこの定数の物質項に対する解を構成すると,

ds2 =dρ2 + cosh2
(

ρ

RAdS

)(
R2
AdS

dy2 − dt2 + dw2

y2

)
(4.2.40)

であり, 時空は −∞ ≤ ρ ≤ ρ∗ の範囲で定義されたものになる. ここで w =

{w1, · · · , wd−1} である. この時 EOW ブレーンは ρ = ρ∗ に位置する超平面で

ある (図 4.9参照).

実際にこの時外的曲率は

Kab =
1

RAdS
tanh

(
ρ

RAdS

)
hab (4.2.41)

となり, Neumann境界条件 (4.2.39)を満たす.さらにこの条件から

T =
d− 1

RAdS
tanh

(
ρ∗

RAdS

)
. (4.2.42)

のように定数の物質項と EOWブレーンの配位が結びつき,このような事実から

定数 T はブレーンのテンションと呼ばれる.

ここで (4.2.40)は

z =
y

cosh
(

ρ
RAdS

) , x = y tanh

(
ρ

RAdS

)
, (4.2.43)
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図 4.9: EOWブレーンの超平面解 (ρ = ρ∗)

の座標変換によって

ds2 = R2
AdS

dz2 − dt2 + dx2 + dw2

z2
(4.2.44)

となることがわかり, d+ 1次元の AdS Poincaré座標としてバルク時空の運動方

程式の解にもなっていることを確認しておく.

4.2.3 ホログラフィック境界エントロピー

節 4.1.4で扱った g関数 (もしくは境界エントロピー)と g定理についてAdS/BCFT

の観点からホログラフィックな議論を紹介する [113]. 節 3.3で見たように CFT

のエンタングルメントエントロピーは双対な重力理論において笠–高柳公式を用

いて計算することができた. これは AdS/BCFT対応においても自然に拡張され,

双対な EOWブレーンを含んだ時空において同様に計算することができる.ここ

で EOWブレーンは笠–高柳公式における極小曲面の端点を置くことができる境

界として働く.
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図 4.10: AdS3/BCFT2 対応における境界エントロピー

実際に, AdS3/BCFT2 対応のセットアップで以下のように部分領域 Aを取り,

−l ≤ x ≤ 0, t = t∗ = const. (4.2.45)

(4.2.40)の座標を用いてホログラフィックエンタングルメントエントロピーを計

算する.図 4.10のように笠–高柳面 ΓA が得られ, 測地線の長さは以下のように求

まる.

SA =
1

4GN

∫ ρ∗

−ρ∞
dρ =

ρ∗ + ρ∞
4GN

. (4.2.46)

(4.2.43)より, UVカットオフ ρ∞は ρ∞ = RAdS log
2l
ε となり, Brown-Henneaux

関係式を用いると

SA =
c

6
log

2l

ε
+

ρ∗
4GN

(4.2.47)
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が得られる. したがって,境界エントロピーは

Sbdy = log gα =
ρ∗

4GN
(4.2.48)

となる.

さらにホログラフィックな g定理の証明も見ていく.ここで定数の物質項を入

れた場合は (4.2.48)のように定数の境界エントロピーになるので g定理を満たし

ている.以下では,任意の物質場に対して null energy condition (NEC)を課した

際に g定理が成り立つことを見ていく.まずは簡単のために時間方向に並進対称

性を課し,その時のブレーン配位を

x = X(z) (4.2.49)

とおく. NECは

TQabN
aN b ≥ 0 (4.2.50)

で与えられ, nullベクトルとして

N t = ±1, Nz =
1√

1 + (X ′(z))2
, Nx =

X ′(z)√
1 + (X ′(z))2

. (4.2.51)

を取ってきて, Neumann境界条件 (4.2.36)を用いると,

(Kab −Khab)N
aN b = − RAdS X

′′(z)

z (1 + (X ′(z))2)
3/2

≥ 0. (4.2.52)

と書き直せる.よって NECから

X ′′(z) ≤ 0 (4.2.53)

が得られ,これはブレーンの曲がり方を制限する. さらに, (4.2.48)に対して (4.2.43)

を用いてナイーブに任意のブレーン配位に対して拡張すると,

log g(z) =
RAdS
4GN

arcsinh

(
X(z)

z

)
(4.2.54)

となる.ここで BCFTにおける長さスケールは部分領域の長さ lのみであり,この

lに対してもう片方の EOWブレーン上の端点の z 座標も単調増加することを考

えると, lを大きくすることによって得られる系のスケールを粗視化するようなフ
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ローは zを大きくすることと同じである.したがって上記の境界エントロピーを z

で微分してその変化を見ると以下の式を得る.

∂ log g(z)

∂z
∝ X ′(z)z −X(z)√

z2 +X2
(4.2.55)

この時,分子が z = 0でゼロになり,分子の微分は (X ′z −X)′ = X ′′z ≤ 0のよう

に負であることから,∂ log g(z)
∂z ≤ 0であることがわかる.つまり,境界エントロピー

が zに対して単調減少するので, g定理が示された.

ここで再度, g定理がブレーンに対する NEC から導出されたことを強調してお

く.これは節 2.3.5のホログラフィックな c定理の証明においてバルク時空におけ

る NECを考えたのと同じである.

さらに,本修士論文では扱わないがホログラフィックエンタングルメントエント

ロピーの強劣加法性を用いて g定理を証明することもできる [114].
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第5章

dS/CFT対応

本章ではド・ジッター (dS)時空の基礎を整理した後に, dS時空におけるホログ

ラフィ原理として dS/CFT対応を紹介する.その際に AdS/CFT対応からの解析

接続による構成方法や,その問題点にも言及する.

5.1 dS時空

ド・ジッター (dS)時空は正の宇宙定数を持った真空アインシュタイン方程式の極

大対称解である [115–117].本節では埋め込み多様体を通して dS時空を張る様々

な座標を紹介していく.ここでも真空解であるにも関わらずブラックホール解な

どが存在しており,そこから多くの物理的な示唆が得られる.さらに AdS時空と

異なり,膨張宇宙を表すことができるので,新たに観測者に依存した cosmological

event horizonなども現れる.これもまた熱力学的な解釈が可能である.さらに dS

時空上の場の量子論に特有な非ユニタリー性や真空の不定性についても本節で議

論しておく.

148
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5.1.1 埋め込み多様体

d + 1次元の dS座標は d + 2次元の幾何に埋め込まれた双曲面として得られる.

この埋め込み多様体として以下のような d+ 2次元多様体を考える:

−(X0)
2 + (X1)

2 + · · ·+ (Xd+1)
2 = R2

dS . (5.1.1)

ここで RdS は dS 時空の半径である.

この多様体上の計量を以下のように指定する:

ds2 = −dX2
0 + dX2

1 + · · ·+ dX2
d+1. (5.1.2)

このような埋め込み多様体は定義から明らかに SO(d+ 1, 1) の対称性を持つ.

また,埋め込み座標を用いた時の測地線の長さもこの対称性を保つ形であり,

実際に二点 P = (X0, X1, · · · , Xd+1), P
′ = (X ′

0, X
′
1, · · · , X ′

d+1) を結ぶ測地線長

は以下のように与えられる:

L(P, P ′)

RdS
= cos−1

[−X0X
′
0 +X1X

′
1 + · · ·+Xd+1X

′
d+1

R2
dS

]
. (5.1.3)

5.1.2 global座標

(5.1.1) を満たすように,以下の座標変換を考える.

X0 = RdS sinh t,

Xi = RdS cosh tΩi (i = 1, 2, · · · , d+ 1),
(5.1.4)

ここで Ωi は Sd の単位ベクトルであり,以下を満たす.∑
i

Ω2
i = 1 (5.1.5)

このとき,埋め込み計量 (5.1.2) は

ds2 = R2
dS(−dt2 + cosh2 t dΩ2

d) (5.1.6)

のように変換される. 上式から明らかなように, global座標 t は (−∞,∞) を取る

時間座標であり,これらの座標は dS 時空を大域的に覆っている. dS3 の場合には
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図 5.1: 3次元 global座標

図 5.1 のように描ける.

また,埋め込み座標を用いた測地線長 (5.1.3) に global座標の変換 (5.1.4) を

代入すると, 測地線長は次のように与えられる:

L(P, P ′)

RdS
= cos−1

[
− sinh t sinh t′ + cosh t cosh t′

d+1∑
i=1

ΩiΩ
′
i

]
. (5.1.7)

d+1次元のEuclidean dS時空に対する座標も求めておく.埋め込み座標でX0

を解析接続して

(X0)
2 + (X1)

2 + · · ·+ (Xd)
2 + (Xd+1)

2 = R2
dS , (5.1.8)

ds2 = dX2
0 + dX2

1 + · · ·+ dX2
d + dX2

d+1 (5.1.9)

が得られ,
X0 =RdS sin t,

Xi =RdS cos tΩi (i = 1, · · · , d+ 1)
(5.1.10)

の埋め込みによって

ds2 = R2
dS(dt

2 + cos2 t dΩ2
d) (5.1.11)

が得られる.これは d + 1次元球面の計量と一致している. Euclidean dS時空は

計量の符号が全て正なので測地線が必ず存在し,実際に任意の二点を通るように
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d+ 1次元球面の半径と同じ大きさの半径の円を描くと測地線になる.この時の測

地線長は

LEuclidean(P, P ′)

RdS
= cos−1

[
sin t sin t′ + cos t cos t′

d+1∑
i=1

ΩiΩ
′
i

]
. (5.1.12)

で与えられる.

5.1.3 Conformal座標

因果関係を明確にするために, (5.1.6)に

cosT =
1

cosh t
(5.1.13)

という座標変換を施すと,

ds2 =
R2
dS

cos2 T

(
−dT 2 + dΩ2

d

)
=

R2
dS

cos2 T

(
−dT 2 + dθ2 + cos2 θ dΩ2

d−1

)
(5.1.14)

となる.ここで −π
2 ≤ T ≤ π

2 である.共形ファクター 1
cos2 T を除く共形変換では

null構造は保たれるので nullな測地線は T -θ座標を 45度の線で貫く. この事実

を考慮して T -θ座標だけ取り出した Penroseダイアグラムを描くと図 5.2のよう

になる. ここでは −π
2 ≤ θ ≤ π

2 としている.球面の North poleと South pole に

対応する θ = ±π
2 を除いて,各点は d− 1次元球面に対応する.上辺と底辺はそれ

ぞれ future infinity I+ と past infinity I− に対応し,共形ファクターが発散する

無限体積の sliceである.

5.1.4 Poincaré (Planar) 座標

(5.1.1)を満たすような以下の座標変換を考える.

X0 = − 1

2η

(
R2
dS − η2 + x2

)
,

Xi = −RdS xi
η

(i = 1, 2 · · · , d),

Xd+1 = − 1

2η

(
R2
dS + η2 − x2

) (5.1.15)

ここで xは d次元ベクトルを表す. この時 (5.1.2)は

ds2 = R2
dS

(
−dη2 + dx2

η2

)
(5.1.16)
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図 5.2: dS時空の Penroseダイアグラム

のように変換される.これら座標が張る時空は 3次元の時には図 5.3のように描か

れる.

また, Poincaré座標と global座標は (5.1.4)と (5.1.15)を用いて以下のように結

びつく.
x =RdS

cosh t sin θ cosφ

sinh t+ cosh t cos θ
,

y =RdS
cosh t sin θ sinφ

sinh t+ cosh t cos θ
,

η =
RdS

sinh t+ cosh t cos θ

(5.1.17)

以上の関係式から Poincaré 座標は dS 時空の一部しか覆えていないことが分か

る.Poincaré座標が覆う領域を global座標に埋め込む形で図 5.4の左図に図示し

た. さらに, Penroseダイアグラムにおいて Poincaré座標が覆う領域も図 5.4の

右図に図示した.

また,埋め込み座標を用いた測地線長 (5.1.3)に Poincaré座標の座標変換 (5.1.15)
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図 5.3: 3次元 Poincaré座標

図 5.4: global座標と Penroseダイアグラムに埋め込まれた Poincaré座標が張る

領域
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を代入すると,測地線長は

L(P, P ′)

RdS
= cos−1

[
η2 + η′2 − (x− x′)2

2ηη′

]
(5.1.18)

となる.

5.1.5 Static座標

(5.1.1)を満たすような以下の座標変換を考える.

X0 =
√
R2
dS − r2 sinh

t

RdS
,

Xi = rΩi (i = 1, 2 · · · , d),

Xd+1 =
√
R2
dS − r2 cosh

t

RdS

(5.1.19)

ここで Ωi は d− 1次元球面上の単位ベクトルである. この時 (5.1.2)は

ds2 = −
(
1− r2

R2
dS

)
dt2 +

dr2(
1− r2

R2
dS

) + r2dΩ2
d−1 (5.1.20)

のように変換される. dΩd−1 は d − 1次元球の計量である.さらに 0 ≤ r ≤ RdS

で定義される.明らかに計量は時間に依存しないので staticであり, ∂tは timelike

Killing vectorになる.これらの座標が張る領域をPenroseダイアグラム上に図示す

ると図 5.5のようになる. 図から明らかなようにこれらが張る領域は future/past

infinity I±から情報を送信,もしくは受け取れるような領域である.ここで dS時

空では 1人の観測者では時空全体にアクセスすることができないことに注意する.

r = RdSは timelike Killing vectorが消えるような null面であり, cosmological

event horizonと呼ばれる.物理的には dS時空が加速膨張しているために,観測者

が観測し得ない領域が存在していることから現れる event horizonである.ブラッ

クホールの event horizonとほとんど同じように解析することができ,性質も非常

に似ている.しかし, cosmological event horizonの存在自体が観測者に依存する

という点では異なっている.
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図 5.5: Penroseダイアグラムに埋め込まれた static座標が張る領域

Cosmological Horizonの熱的性質

cosmological horizonに対してもブラックホールの時 (節 2.1.4)と同様の解析を行

うことで熱的性質を求めることができる.

時空の計量を Euclid化して,幾何が smoothであるという要請から (2.1.42)を得

られ,Static座標の計量 (5.1.20)を代入することで

T =
1

2πRdS
(5.1.21)

と得られる.ここでブラックホールと違って温度は dS半径でのみ決まることに注

意する.実際に現在の膨張宇宙に対する宇宙定数の値から読み取れる dS半径は

RdS = 160億光年であり,そこから概算される温度は T ' 10−30K となっている.

次にエントロピーを考える.これも節 2.1.4の時と同様に Euclid化した時空に

対して重力の on-shell作用を計算し,熱力学的関係式を用いて導出される.

4次元の dS時空 (d = 3)において, on-shell作用は

SE [gstatic] = −πR
2
dS

GN
(5.1.22)
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となる.ここで,自由エネルギー F は

F ' − RdS
2GN

(5.1.23)

と与えられる.ここで dS時空は空間の境界を持たないのでエネルギー E はゼロ

である [118].したがってエントロピー S は

S =
1

T
(E − F ) ' πR2

dS

GN
(5.1.24)

ここでも, cosmological horizon (CH)の面積が Area(CH) = 4πR2
dS であること

から,面積則

S =
Area(CH)

4GN
(5.1.25)

が確認できる.同様に実際の宇宙における観測データから得られる値はS ' 10122kB

であることが知られている.

5.1.6 Schwarzschild-dS座標

dS時空にも AdS時空の時 (節 2.1.4)と同様に Einstein方程式の真空解としての

ブラックホール解が存在し,以下のように与えられる.

ds2 = −f(r) dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

d−1, f(r) = 1− r2

R2
dS

− µ

rd−2
(5.1.26)

ここでも µはブラックホール質量と関係した定数である. µ = 0で pure dSの

static座標 (5.1.20)に一致することを注意しておく. Killing vectorが nullになる

ような event horizonでは, gtt = 0となるので

f(r) = 1− r2

R2
dS

− µ

rd−2
= 0 (5.1.27)

を考えれば良い.ここでこの方程式の解として実数かつ正であるものが二つ存在

することがわかる.これらはそれぞれ cosmological horizonと blackhole horizon

に対応する. d = 3の 4次元 Schwarzschild-dSブラックホールに対するそれぞれ

の解を r = rc, rbh とした時の解を図 5.6にプロットした.

この図から明らかに (5.1.27)が正の実数解を持つ条件として µ ≤ µmaxが存在す

ることがわかる.したがって Schwarzschild-dSブラックホールには質量の上限が

存在する.さらに µ = µmaxの時,解は rc = rbh = rmaxとなり,二つの horizonは

一致する.
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図 5.6: cosmological horizon rc (青線) と blackhole horizon rbh (黄線). ここで

d = 3, RdS = 1としており, この時 µmax = 2RdS

3
√
3

, rmax = RdS√
3
となる.

Nariai limit

µ→ µmaxで rcと rbhが一致するような極限をNariai limitと呼ぶ.また, µ = µmax

のブラックホール解を Nariaiブラックホールという [119].

以下, 簡単のために d = 3 の 4 次元 dS 時空で考える. この極限に対して rc =

rmax + εRdS , rbh = rmax − εRdS とおき,微小な εを考える.そこで以下のように

座標を取り替えると

r = rmax + ερ, t =
τ

ε
(5.1.28)

Nariai limitの horizon近傍の幾何として εの leading orderを求めると

f(r) = 3ε2
(
1− ρ2

R2
dS

)
+O(ε3) (5.1.29)

であり,最終的に以下のような計量が得られる.

ds2 = −3

(
1− ρ2

R2
dS

)
dτ2 +

dρ2

3
(
1− ρ2

R2
dS

) +
R2
dS

3
dΩ2

2 (5.1.30)

ここから明らかに horizon近傍の幾何が dS2 × S2 で表されることがわかる.
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5.1.7 dS時空上の場の量子論

以下では dS時空におけるスカラー場やその二点関数の振る舞いを考え,さらには

曲がった時空に特有の真空の不定性を見ていく [120–122].

d + 1次元 dS時空上の場の量子論として以下のような質量mを持つスカラー場

の作用を考える.

Sscalar = −1

2

∫
dS

dd+1x
√
−g(gab∂aφ∂bφ+m2φ2) (5.1.31)

この時,節 2.3.2における AdS時空のスカラー場と同様に Poincaré座標 (5.1.16)

を用いて計算する.スカラー場の運動方程式は

∂2ηφ− d− 1

η
∂ηφ− ∂2xφ+

m2R2
dS

η2
φ = 0 (5.1.32)

となる.ここで空間方向のフーリエ変換を導入すると

∂2ηφ− d− 1

η
∂ηφ+

(
k2 +

m2R2
dS

η2

)
φ = 0 (5.1.33)

となる.ここで漸近境界 η = 0付近でのスカラー場の振る舞いを φ ∝ |η|∆ と仮定

して上式に代入すると

∆(∆− d) = −m2R2
dS (5.1.34)

となり,解として

∆± =
d

2
±
√
−m2R2

dS +
d2

4
(5.1.35)

が得られる.ここから明らかなように軽い粒子 (m < d
2RdS

)ではスケーリング次元

∆は実数になり,重い粒子 (m > d
2RdS

)ではスケーリング次元∆は虚数になる.こ

れらは dS時空の対称性である SO(d+1, 1)のユニタリー既約表現であり,軽い粒

子 (∆ ∈ R)は Complementary Series, 重い粒子 (∆ ∈ C)は Principal Seriesとし

て知られている.

次に二点関数についても考えていく [115]. Wightman関数

G(x, y) = 〈0|φ(x)φ(y)|0〉 (5.1.36)

は d+ 1次元時空のラプラシアンを用いて

(∂2 −m2)G(x, y) = 0 (5.1.37)
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の解として与えられる.この二点関数は dS時空の対称性を保っているので測地線

長の計算にも登場した SO(d + 1, 1)不変な長さ P の関数となる. ここで P は埋

め込み座標を用いて

PX,Y ≡ ηIJX
IY J

R2
dS

, ηIJ = diag(−1, 1, · · · , 1) (5.1.38)

で与えられる.つまり, G(x, y) = G(Px,y)で表される.

この Pを用いて微分方程式を書き直すと

(1− P 2) ∂2PG− (d+ 1)P ∂PG−m2R2
dSG = 0 (5.1.39)

さらに z = 1+P
2 を用いて書き直すと

z(1− z)G′′ +

(
d+ 1

2
− (d+ 1) z

)
G′ −m2R2

dSG = 0 (5.1.40)

となり,この解はガウスの超幾何関数を用いて

G =
Γ(∆+) Γ(∆−)

(4π)
d+1
2 Γ
(
d+1
2

) 2F1

(
∆+, ∆−,

d+ 1

2
,
1 + P

2

)
(5.1.41)

と書ける.ここで解の係数は,二点 x, y が十分近い時にMinkowski時空での二点

関数に一致するように合わせている.また, ∆±は (5.1.35)で与えられるスケーリ

ング次元である. この時,ガウスの超幾何関数は z = 1つまり P = 1であるよう

な x, yの二点が nullであるような時に発散する.

さらに (5.1.39)が P → −P の変換で対称であることからG(−P )も解であること

がわかる.つまり,以下のガウス超幾何関数を用いた二点関数も解である.

2F1

(
∆+, ∆−,

d+ 1

2
,
1− P

2

)
(5.1.42)

この時,ガウスの超幾何関数は P = −1であるような xが対蹠点と nullの関係に

あるような時に発散する.これは通常は物理的でない発散であるが, dS時空の対

蹠点が常に cosmological horizonによって隠されていることから,ある観測者を固

定した時にその人が観測し得ない発散になるので許容される.これらの解は 1つ

のパラメータ αを用いて線型結合で書かれる.さらにこの二点関数Gα(x, y)に対

応して

Gα(x, y) = 〈α|φ(x)φ(y)|α〉 (5.1.43)
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として dS時空における真空もパラメータ αで表される.このようにして構成され

る真空を α真空という.

上記で現れた非物理的な二点関数を考えずに (5.1.41)を用いる時の真空をBunch-

Davies真空もしくはEuclidean真空と呼ぶ.これはEuclidean経路積分で dS時

空を Euclid化した時の球面で得られる唯一の二点関数からの解析接続で得られる

ものである.さらにこの考え方は宇宙の波動関数を Euclidean経路積分で構成し

た Hartle-Hawking状態と同じであることを注意しておく [123].

5.2 dS/CFT対応

量子重力理論がそれより一次元低い共形場理論と等価であると主張するホログラ

フィ原理において,節 2.3で見たように AdS時空における双対性は超弦理論から

発案された.これまで見てきたようにこの対応は様々な側面で確認されており,非

常に成功した理論であることがわかる.しかし,AdS時空は宇宙定数が負の時空で

あり,我々が実際に住んでいる膨張宇宙を記述することはできない.したがって,

正の宇宙定数を持つようなド・ジッター (dS)時空における双対性を調べる必要が

ある.実際に AdS/CFT対応から自然に拡張されるようなものとして dS/CFT対

応が提唱されている [124].しかし, dS時空に双対な共形場理論がユニタリーでな

いなどの様々な問題が存在し,まだまだ発展段階の分野である.また,最初に提唱

されたもの以外にも dS時空の双対性に対する様々な候補が存在する.本節ではそ

の一つとして static patch holographyを紹介する [125].

5.2.1 dS/CFT対応

2001年に Stromingerによって dS/CFT対応が提唱された [124]. その主張は以

下の通りである.

dS/CFT対応

d+ 1次元ド・ジッター (dSd+1)時空の量子重力理論が，境界上の d次元

Euclidean共形場理論 (CFTd)と等価である (図 5.7).

dS時空がAdS時空からの解析接続で得られるという事実から, dS時空に双対
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図 5.7: dS/CFT対応

な場の理論も AdS時空に双対な CFTからの解析接続で得られると考えられる.

具体的には 3次元 Poincaré座標で

RAdS = iRdS , z = iη, t = iy (5.2.44)

とおくと AdSの座標 (2.1.19)から dSの座標 (5.1.16)に

ds2 = R2
AdS

dz2 − dt2 + dx2

z2
→ ds2 = R2

dS

−dη2 + dx2 + dy2

η2
(5.2.45)

のように移ることができる.さらに 3次元 global座標では

RAdS = iRdS , ρ = t− π

2
i (5.2.46)

とおくと Euclidean AdSの座標 (2.1.17)から dSの座標 (5.1.6)に

ds2 = R2
AdS

(
dρ2 + sinh2 ρ (dθ2 + sin2 θdφ2)

)
→ ds2 = R2

dS

(
−dt2 + cosh2 t(dθ2 + sin2 θdφ2)

) (5.2.47)

のように移れる.このように解析接続して得られる量として,双対な CFTの中心

電荷は Brown-Henneaux関係式 c = 3RAdS

2GN
を解析接続して得られる

c = i
3RdS
2GN

= icdS (5.2.48)
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で与えられることがわかる. さらに, UV カットオフに対する解析接続 εAdS =

iεdS も用いると真空状態でのエンタングルメントエントロピーも Poincaré座標

で (3.3.136)のように得られていたものが

SA =
c

3
log

x2 − x1
ε

→ SA = i
cdS
3

log
x2 − x1
εdS

+
πcdS
6

(5.2.49)

となり, global座標では (3.3.142)のように得られていたものが

SA =
c

3
log

sin
(
θ2−θ1

2

)
ε

→ SA = i
cdS
3

log
sin
(
θ2−θ1

2

)
εdS

+
πcdS
6

(5.2.50)

のように変化する.

また,バルクの場の質量と境界CFTの演算子の共形次元に対するAdS/CFT対応

における関係式∆ = d
2 +

√
d2

4 +m2R2
AdS は

∆ =
d

2
+

√
d2

4
−m2R2

dS (5.2.51)

となる.これは dS時空上のスカラー場を考えた時に得られた (5.1.35)と一致して

いる.このように中心電荷や共形次元,エンタングルメントエントロピーなどが虚

数になり得るというのはユニタリー性などを破った系に特有であり, dS時空に双

対な CFTが非常に特殊であることがわかる.

このように対応するCFTがよくわかっていないことにより,dS/CFT対応はAdS/CFT

対応と違って二つの理論の等価性を確認する例は少ない.この意味でも dS/CFT

対応というのは発展途上の分野である.

5.2.2 dS/CFT 対応におけるエンタングルメントエントロピー
(Pseudoエントロピー)

dS/CFT対応の枠組みでエンタングルメントエントロピーを重力の計算で求める

公式が提唱されている [126, 127].
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図 5.8: 3次元 dS時空の global座標における笠–高柳面

笠–高柳公式の dS時空への拡張

時間無限遠に位置する境界の部分領域 Aのエンタングルメントエントロ

ピー SA は, Aと同じ境界を持ち Lorentzian dS時空に伸びた極小曲面と,

それを t = 0で Euclidean dS時空に解析接続した多様体において得られ

る極小曲面を繋げることによって得られる ΓA (図 5.8)の面積を用いて,

SA = MinExtΓA

Area(ΓA)
4GN

(5.2.52)

で与えられる.

Lorentzian dS時空において時間無限遠の二点から出発する極小曲面はバルク

側に進むにつれて離れていってしまうので普通なら繋がることはないが,ここで

t = 0で Euclidean dS時空に繋げるというHartle-Hawkingの宇宙描像 [123]と同
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様の考え方を取り入れることによって極小曲面を繋げることができる.

例: pure dS3

実際に 3次元 dS時空の global座標を用いて重力の計算によって対応するエンタ

ングルメントエントロピーを求めてみる. 以下のように部分領域を取る.

t = ∞, θ1 ≤ θ ≤ θ2 φ = φ∗ = const. (5.2.53)

ここで球面座標の φを Euclideanの時間座標とみなして時間一定面を取っている.

また,簡単のために部分領域の中心を θ = π
2 と仮定する.

まずは Lorentzian dS時空における測地線の長さを求める.ここで部分領域の端点

から伸びた測地線はそれぞれ

(t, θ, φ) = (0, 0, φ∗), (0, π, φ∗) (5.2.54)

に向かって伸びることを用いて測地線長の距離公式 (5.1.7)を使うと

LLorentzian = RdS

(
cos−1

[
et∞

2
cos θ1

]
+ cos−1

[
−e

t∞

2
cos θ2

])
(5.2.55)

ここで timelikeに離れた二点は右辺括弧内の対称性不変量が 1より大きくなるこ

とが知られているので,測地線は虚数になる [115].よって正しくは以下の通りで

ある.

LLorentzian = iRdS

(
cosh−1

[
et∞

2
cos θ1

]
+ cosh−1

[
−e

t∞

2
cos θ2

])
(5.2.56)

UVカットオフ t∞ は十分大きいことを用いると

LLorentzian ' iRdS
(
log
[
et∞ cos θ1

]
+ log

[
−et∞ cos θ2

])
' 2iRdS log

[
et∞ sin

(
θ2 − θ1

2

)] (5.2.57)

となる.ここで三角関数の和積の公式と,部分領域の中心が θ = π
2 であることから

くる θ1 + θ2 = πを使った.また,UVカットオフを et∞ = 1
ε と取り直すと,

LLorentzian ' 2iRdS log

[
sin
(
θ2−θ1

2

)
ε

]
(5.2.58)
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が得られる.

さらに, 3次元 Euclidean dS時空は 3次元の半球と見なせるので対蹠点を通る測

地線は半円となり,大きさは

LEuclidean = πRdS (5.2.59)

である.これらをまとめて (5.2.52)を用いると,部分領域Aのエンタングルメント

エントロピーは

SdSA =
LLorentzian + LEuclidean

4GN

' i
RdS
2GN

log

[
sin
(
θ2−θ1

2

)
ε

]
+
πRdS
4GN

= i
cdS
3

log

[
sin
(
θ2−θ1

2

)
ε

]
+
πcdS
6

(5.2.60)

ここで最後の式に dS/CFT対応に解析接続したBrown-Henneaux関係式 (5.2.48)

を用いた.得られた結果はAdS3/CFT2対応で得られるエンタングルメントエント

ロピーの結果を適切に解析接続した (5.2.50)と一致していることに注目されたい.

Pseudoエントロピー

ここまで見てきたようにdS/CFT対応におけるエンタングルメントエントロピーは

虚数を取るような量であり,その際には通常のエンタングルメントエントロピーで

はなく一般化されたPseudoエントロピーと考える必要がある.この節ではPseudo

エントロピーに対する定義や性質を詳しく見ていく [126–128].

Pseudoエントロピーは二つの異なる量子状態 |ψ〉 と |φ〉 の間に定義される量子

情報量であり，通常のエンタングルメントエントロピーの自然な一般化として位

置づけられる.

二つの純粋状態 |ψ〉, |φ〉 に対し,遷移行列を

τψ|φ =
|ψ〉 〈φ|
〈φ|ψ〉

(5.2.61)

で定義する. τψ|φ は一般にエルミートでない.これによって後に定義する Pseudo

エントロピーは複素数値を取り得る.
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系を部分領域 A と B に分割し，部分トレース

τ
ψ|φ
A = TrB τ

ψ|φ (5.2.62)

を取ることで, Pseudoエントロピーは

Spseudo = −Tr
[
τ
ψ|φ
A log τ

ψ|φ
A

]
(5.2.63)

のように定義される. 経路積分における表示は

τ
ψ|φ
A =

|ψ〉 〈φ|
〈φ|ψ〉

=
initial state |ψ〉

tE = 0

tE = −∞

A final state 〈φ|

tE = ∞

(5.2.64)

で与えられる.

特に |ψ〉 = |φ〉 のときには

τψ|φ = |ψ〉〈ψ| ⇒ Spseudo = SEE, (5.2.65)

となり,通常のエンタングルメントエントロピーに一致する.

また同様に Rényi pseudo エントロピーも

S
(n)
pseudo =

1

1− n
log Tr

[(
τ
ψ|φ
A

)n]
(5.2.66)

で定義され，これもまた |ψ〉 = |φ〉の時に通常の Rényi エントロピーに帰着する.

この時,境界条件 |ψ〉 を構成する多様体と境界条件 〈φ| を構成する多様体を周期

的につなげることでレプリカ法を用いることもできる.

以下に Pseudoエントロピーの基本的な性質を羅列しておく.

• τψ|φ = [τφ|ψ]† が成立
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• Spseudo(τ
ψ|φ
A ) = Spseudo(τ

ψ|φ
B )が成立

• 一般にエンタングルメントエントロピーに期待されていた強劣加法性は成

り立たない.

5.2.3 dS3/CFT2対応におけるBañados map

節 2.3.6では 3次元 AdS時空の任意の座標を局所的に pureに持っていくための

座標変換である Bañados mapを見た.これは 2次元共形場理論の共形変換に対す

る重力双対であることを注意しておく.このような事実は 3次元時空の重力の自

由度がないことに起因しており, 3次元 dS時空にも拡張できると考えられる. 以

下では Euclidean AdS時空における Bañados mapに対して解析接続を行うこと

で dS時空における Bañados mapを導く [11].

(2.3.257)に対して η = iT および RdS = iRAdS と解析接続し,座標 (η, ξ, ξ̄) を

(T, ξ, ξ̄) へ変換すると, 3次元 dS時空の Poincaré座標

ds2 = R2
dS

−dT 2 + dξdξ̄

T 2
. (5.2.67)

を得られる.同様に z = iτ として (z, w, w̄) の座標を (τ, w, w̄)へと変換する. こ

れらの解析接続を (2.3.259)と (2.3.260)に用いると, dS時空の Bañados mapは

ξ =f(w) +
2τ2(f ′)2(f̄ ′′)

4|f ′|2 − τ2|f ′′|2
,

ξ̄ =f̄(w̄) +
2τ2(f̄ ′)2(f ′′)

4|f ′|2 − τ2|f ′′|2
,

T =
4τ(f ′f̄ ′)3/2

4|f ′|2 − τ2|f ′′|2
.

(5.2.68)

となり,計量は以下のように変化する.

ds2 = R2
dS

(
−dτ

2

τ2
− T (w)(dw)2 − T̄ (w̄)(dw̄)2 +

(
1

τ2
+ τ2T (w)T̄ (w̄)

)
dwdw̄

)
.

(5.2.69)

ここで, T (w), T̄ (w̄)は

T (w) =
3(f ′′)2 − 2f ′f ′′′

4f ′2
, T̄ (w̄) =

3(f̄ ′′)2 − 2f̄ ′f̄ ′′′

4f̄ ′2
. (5.2.70)

で与えられる.このようにして得られた dS時空の Bañados mapは節 7.2.4の中

で Einstein方程式とエンタングルメントエントロピーの第一法則を dS/CFT対

応において示す際に,強力な役割を果たしている.
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図 5.9: static patch holography

5.2.4 Static Patch Holography

以下ではこれまで見てきた Strominger によって提唱された dS/CFT 対応とは

別の dS 時空におけるホログラフィ原理を見ていく. それは dS 時空の static 座

標 (5.1.20)で張られる static patchにおいて与えられる双対性であり, 2021年に

Susskindによって提案された [125, 129].

static patch holography

static patchにおける量子重力理論が，cosmological horizonに位置する量

子論と等価である (図 5.9).

Bousso bound [130]などの考え方によって,適切なホログラフィックスクリー

ンは双対な時空のすべての情報を復元できる必要があるとされ,双対な量子論は

cosmological horizonに位置するとされている.実用上はnull面である cosmological

horizonではなく r = RdS − εで与えられるような r一定面の stretched horizon

に量子系が住んでいるとして扱う.

これまで見てきた Stromingerによって提唱された dS/CFT対応では双対な共形
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場理論が時間方向を持たないことによる様々な問題が生じていたが,この双対性

では双対な量子論が時間方向を含んでいることに注意されたい.また,それに付随

して static patchでは timelike Killing vectorが定義できるので対応する保存量

なども考えることができる.

このような static patch holographyが提唱されたのは非常に最近であり,具体的

に双対な量子論が何であるか,また観測者の依存性はどのように扱うべきかなど

様々な問題が残されている.
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第6章

局在したスカラー場によって摂

動されたdSブレーンの解析

節 4.2では BCFTに双対な重力理論として EOWブレーンを挿入した AdS時空

を紹介した.そこでは BCFTとして高い対称性を保つために定数の物質作用を入

れていたが,一般にはブレーンに任意の物質場を入れて BCFTからの変形 (特に

境界繰り込み群フロー)を考えることができる.この章では最も扱いやすいスカ

ラー場を EOWブレーン上に局在させ,そのスカラー場が生み出す EOWブレー

ンのダイナミクスを解析していく. AdSブレーンに対しては既に解析されている

[131].著者らはそれを dSブレーンで考え直すことによって,ブレーン上で実現さ

れる dS/CFT対応への新たな制限や timelikeな部分領域を取った時の g定理,さ

らには宇宙論への応用も行なった [10].

本章では,これらの解析についてそれぞれ詳しく見ていく.この章では簡単のために

AdS3/BCFT2対応のセットアップに制限して考える.さらにAdS半径をRAdS = 1

とおく.

170
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6.1 ブレーン上で実現されるdS/CFT対応のスペクト

ラムへの制限

本節では timelikeに挿入した dSブレーンに対する摂動を解析していく.いくつか

のモデルで例を見た後に,一般の漸近 dS2 において dS/CFT対応の spectrumに

制限がつけられることを見る.

6.1.1 dSブレーン

節 4.2で解析したブレーンは BCFTに対応した AdSブレーンであった.ここで

AdSブレーンとは誘導計量が AdS時空と一致するようなブレーンのことである.

この節ではブレーンを timelike に挿入することで誘導計量が dS時空と一致する

ような dSブレーンを考える.その境界理論での対応物はある時刻で時空が終わる

ような final state projectionされた状態である [10].

AdSブレーンの時も同様であるが, dSブレーンが実現できるのは物質項が定数の

時である.このような場合は定数の物質項 T をブレーンのテンションという.ま

た,節 4.2と同様に解析することでそれらのブレーンの傾きとテンションが結びつ

き,その傾きは誘導計量に落とし込んだ時にそれぞれの時空の大きさを決める.ま

たテンションの大きさによってどのような種類のブレーンが実現されるかも決ま

る.実際に AdSブレーンを解析した際の (4.2.42)から, |T | < 1という条件が得ら

れ,後に見るように dSブレーンを形成するようなブレーンテンションは |T | > 1

を満たす.また,その境界にあたる |T | = 1の場合には, z = const.で配位が決ま

るような flatブレーンが得られることも知られている.これらの定数物質項の場

合のテンションを用いた分類は図 6.1にまとめている.

dSブレーンについては次節でも詳しく見ていく.

6.1.2 dSブレーンの摂動に対する条件

以下では 3次元 AdS時空上に埋め込まれた dSブレーンに局在したスカラー場を

導入し,そこから誘発されるブレーンの摂動を解析していく. ブレーン上の作用と
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図 6.1: 定数の物質項に対するブレーンの分類
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して以下のような物質項を考える.

Ibrane =
1

8πGN

∫
Q

d2x
√
−h
(
K − hab∂aφ∂bφ− V (φ)

)
(6.1.1)

この時,作用の変分は

δI =
1

16πGN

∫
Q

d2x
√
−hδhab

[
Kab − habK − 2∂aφ∂bφ+ hab

(
hcd∂cφ∂dφ+ V (φ)

)] (6.1.2)

で与えられる.したがって Neumann境界条件は

Kab − habK = TQab,

TQab ≡ 2∂aφ∂bφ− hab
(
hcd∂cφ∂dφ+ V (φ)

) (6.1.3)

となる.

以下では具体例として, 3次元 AdS時空の Poincaré座標

ds2 =
dz2 − dt2 + dx2

z2
(6.1.4)

に対して物質場によって変形された timelikeなブレーン配位 z = Z(t)の埋め込

みを考える.ここで簡単のために x方向への並進対称性を仮定している. ここで

ブレーンによって切り取られたバルクのどちら側を考えるかによって

type I: 0 ≤ z ≤ Z(t),

type II: z ≥ Z(t). (6.1.5)

のように分類することができる (図 6.2参照).

さらにこのブレーンの誘導計量は

ds2 =
−(1− Ż2)dt2 + dx2

Z2
, (6.1.6)

で与えられる. ここで Ż = dZ(t)
dt のように時間微分を表している. ブレーンが

timelikeであるという条件から

Ż2 < 1 (6.1.7)

が得られる.
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図 6.2: type I ブレーン (左図)と type II ブレーン (右図).ここでは x軸方向を省

略している.

Null Energy Condition (NEC)

さらにこのブレーン上で null energy conditionを課す.ここでは 2次元の誘導計

量が対角的になるような一般の場合に考えていく.

ds2 = httdt
2 + hxxdx

2. (6.1.8)

この計量に対して nullベクトルをNa = (N t, Nx)のように考えると

habN
aN b = httN

t2 + hxxN
x2 = 0. (6.1.9)

のような条件を満たす. よって,規格化を除いて

Na =
(√

hxx,
√

−htt
)
. (6.1.10)
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のように nullベクトルを取ることができる.ここで (6.1.3)から

TQtt = φ̇2 − httV (φ) (6.1.11)

TQxx = −hxx(httφ̇2 + V (φ)) (6.1.12)

が得られるので NECは

TQabN
aN b = hxxφ̇

2 − httV (φ) + htthxx(h
ttφ̇2 + V (φ))

= 2hxxφ̇
2 ≥ 0

(6.1.13)

のようになる.よって hxx ≥ 0が成り立つ時 NECとして

φ̇2 ≥ 0 (6.1.14)

を考えれば良い.これは Poincaré座標への埋め込みの時だけでなく,後に見るよ

うな global座標への埋め込みの時も同様に考えられる.

6.1.3 様々な dSブレーンの摂動

以下に,いくつかの場合の Neumann境界条件の解を構成していく.ここで本来は

スカラー場のポテンシャルを決めた後に微分方程式を解いてブレーンの配位を求

めるが,この計算はやや難解なので逆にブレーンの配位を決めてからそれを実現

するようなスカラー場の配位を解析していく.

type I 一般論

type Iブレーンは法線ベクトルとして

Na =
1

Z
√
1− Ż2

(
1,−Ż, 0

)
, Na =

Z√
1− Ż2

(
1, Ż, 0

)
(6.1.15)

を取ることができ,その時の外的曲率は以下のようになる.

Ktt = −−1 + Ż2 + ZZ̈

Z2
√

1− Ż2
, Kxx =

−1

Z2
√
1− Ż2

, Ktx = 0 (6.1.16)

Neumann境界条件 (6.1.3)は

−
√
1− Ż2

Z2
= φ̇2 +

1− Ż2

Z2
V (φ),

1− Ż2 − ZZ̈

Z2(1− Ż2)3/2
=

φ̇2

1− Ż2
− V (φ)

Z2
. (6.1.17)
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となり,さらにこれらを整理すると

φ̇2 = − Z̈

2Z
√
1− Ż2

, (6.1.18)

V (φ) = − Z2φ̇2

1− Ż2
− 1√

1− Ż2
(6.1.19)

を得る.ここで NECは (6.1.14)より, Z̈ ≤ 0となり,ここからブレーンの曲がり

方が制限される.ここから type Iブレーンは必ず漸近境界に端を持つことがわか

る.さらにブレーンが漸近境界と交わる点でブレーン上の 2次元 dS時空に双対な

1次元の CFTが存在すると期待することができ,ブレーン上に dS2/CFT1対応を

考えられる.

type Iの例 1：dSブレーン

自明な解として Z(t) = λtで与えられる dSブレーンを考えることができる.ブ

レーンが timelikeである条件から 0 < λ < 1が課される.この時,誘導計量は

ds2Q =
−(1− λ2)dt2 + dx2

λ2t2
=

1− λ2

λ2
−dt2 + dx′2

t2
, x′ =

x√
1− λ2

(6.1.20)

のように書き換えることができ,dS半径が

RdS =

√
1− λ2

λ
(6.1.21)

で与えられるような dS ブレーンになることがわかる. さらに Neumann 境界条

件は

φ = const., V = − 1√
1− λ2

= const. (6.1.22)

のように与えられ,スカラー場の運動項がゼロになり,ポテンシャルが定数なので

ブレーンのテンションと解釈できることがわかる.この時 V = T < −1であるこ

とも確認できる.

type Iの例 2：Z = β(T p − tp)

例として,以下の関数を選ぶ.

Z(t) = β(T p − tp) (6.1.23)
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EOW ブレーンが timelikeであるためには 1− (βpT p−1)2 ≥ 0 が要求される.

Neumann境界条件は以下のようになる.

φ̇2 =
p(p− 1)tp−2

2(T p − tp)
√
1− (βptp−1)2

(6.1.24)

V (φ) = − 1√
1− (βptp−1)2

+
β2 (T p − tp) p (p− 1) tp−2

2 (1− (βptp−1)2)
1/4

(6.1.25)

p ∈ Z を考えると，奇数の値は t < 0 領域で NEC が破れるため禁止され，した

がって偶数のみが許される. 数値的挙動は 図 6.3に示されている. AdS 境界付近

z → 0 かつ t→ T では，(6.1.24) は以下のように解ける.

φ ' φ∗ −
√
2(p− 1)(T − t)√

T (1− (βpT p−1)2)1/4
(6.1.26)

ポテンシャルの振る舞いは (6.1.25) から

V ' − 1√
1− (βpT p−1)2

+
(βpT p−1)2

4(1− (βpT p−1)2)
(φ− φ∗)

2 (6.1.27)

であり, t = T 付近で誘導計量は

ds2 ' −(1− (βpT p−1)2)dε2 + dx2

(βpT p−1)2ε2
(6.1.28)

となる.ただし T − t = ε とした.これより t = T における dS半径を読み取ると

R2
dS =

1− β2p2T 2p−2

β2p2T 2p−2
. (6.1.29)

したがって,ポテンシャル (6.1.25) は次のようになる.

V ' − 1√
1− (βpT p−1)2

+
1

4R2
ds

(φ− φ∗)
2 (6.1.30)

この結果，ブレーン上のスカラー場の質量は R2
dsM

2 = 1
4 となり，双対な演算子

の共形次元は

∆ =
1

2
+

√
1

4
−M2R2

dS =
1

2
. (6.1.31)

と求められる.

type Iの例 3：Z(t) = β cos t
T

例として，以下の関数を選ぶ.

Z(t) = β cos
t

T
. (6.1.32)
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図 6.3: Z = β(T p − tp)の配位に対する φ-tグラフ (左図), V-tグラフ (中央図),

V-φグラフ (右図)

EOW ブレーンが timelikeであるためには 1− β2

T 2 > 0 が要求される.

Neumann境界条件は以下のように解かれる.

φ̇2 =
1

2T 2

√
1− β2

T 2 sin
t
T

, (6.1.33)

V (φ) =
−4 + β2

T 2 − 3 β
2

T 2 cos 2
t
T√

2(2− β2

T 2 + β2

T 2 cos 2
t
T )

3/2
. (6.1.34)

AdS 境界付近 z → 0 かつ t→ π
2T では，(6.1.33) は以下のように解ける.

φ ' φ∗ −
1

√
2T (1− β2

T 2 )1/4
(
π

2
T − t). (6.1.35)

ポテンシャルの振る舞いは (6.1.34) から次を得る.

V ' − 1√
1− β2

T 2

−
3 β

2

T 2

2(1− β2

T 2 )3/2
(φ∗ − φ)4. (6.1.36)

よってこの場合，スカラー場は無質量であり M2 = 0 となる.

双対なスカラー演算子の共形次元は次のように求まる.

∆ =
1

2
+

√
1

4
−M2R2

dS = 1. (6.1.37)

φ-t グラフ，V-t グラフ，および V-φ グラフの概形は 図 6.4に描かれている.
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図 6.4: Z(t) = β cos t
T の配位に対する φ-tグラフ (左図), V-tグラフ (中央図),

V-φグラフ (右図)

type II ブレーン一般論

type IIブレーンは法線ベクトルとして

Na =
Z√

1− Ż2

(
−1, Ż

)
, Na =

1

Z
√
1− Ż2

(
−1,−Ż

)
, (6.1.38)

と取ることができ,その時の外的曲率は

Ktt =
−1 + Ż2 + ZZ̈

Z2
√

1− Ż2
, Kxx =

1

Z2
√

1− Ż2
, Ktx = 0 (6.1.39)

となる. Neumann境界条件 (6.1.3)は√
1− Ż2

Z2
= φ̇2 +

1− Ż2

Z2
V (φ), (6.1.40)

−1 + Ż2 + ZZ̈

Z2(1− Ż2)3/2
=

φ̇2

1− Ż2
− V (φ)

Z2
. (6.1.41)

さらにこれらを整理すると

φ̇2 =
Z̈

2Z
√
1− Ż2

,

V (φ) = − Z2φ̇2

1− Ż2
+

1√
1− Ż2

. (6.1.42)

ここで NECは (6.1.14)より, Z̈ ≥ 0となり,ここからブレーンの曲がり方が制限

される.
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図 6.5: Z(t) = λ
√
t2 + α2の配位に対する φ-tグラフ (左図), V-tグラフ (中央図),

V-φグラフ (右図)

type IIの例 1：dSブレーン

自明な解として Z(t) = λtで与えられる dSブレーンを考えることができる.この

時,誘導計量は type Iの dSブレーンと全く同じである.さらに Neumann境界条

件は

φ = const., V =
1√

1− λ2
= const. (6.1.43)

のように与えられ, type I の時と同様に定数のテンションに対応する. この時

V = T > 1であることも確認できる.

type IIの例 2：Z(t) = λ
√
t2 + α2

例として，以下の関数を選ぶ.

Z(t) = λ
√
t2 + α2. (6.1.44)

この時,Neumann境界条件は以下のように解かれる.

φ̇2 =
α2

2(α2 + t2)3/2
√
(1− λ2)t2 + α2

,

V (φ) =

√
α2 + t2

(
2(1− λ2)t2 + (2− λ2)α2

)
2 ((1− λ2)t2 + α2)

3/2
. (6.1.45)

数値解としては図 6.5に描いた.
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図 6.6: 摂動された dS2 ブレーン上の dS2/CFT1 対応.ここでは x軸方向を省略

している.

6.1.4 一般のブレーン上の dS/CFT対応の解析

dS ブレーンの t → 0 の漸近的な振る舞いのみを以下のように仮定する (図 6.6

参照).

Z(t) ' −αt+ βtp + o(tp) (t ' 0) (6.1.46)

この時, ブレーンの timelike 条件と NECから

0 < α < 1, β > 0, p > 1 (6.1.47)

のようにパラメータが制限される. さらに,誘導計量の漸近的な振る舞いは

ds2Q ' −(1− α2)dt2 + dx2

α2t2
' 1− α2

α2

−dt2 + dx′2

t2
(6.1.48)

となる.したがって,このブレーン上に漸近的 dS時空が作られたことがわかり,そ

の時の dS半径は

RdS =

√
1− α2

α
(6.1.49)

となる.この時の Neumann境界条件は

φ̇2 ' p(p− 1)β

2α
√
1− α2

tp−3,

V (φ) ' − ε√
1− α2

− p(p− 3)αβ

2(1− α2)3/2
tp−1

(6.1.50)
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となる.ここで ε = ±1 であり, ε = 1 は type I に,ε = −1 は type II に対応する.

1行目の微分方程式を解いて 2行目に代入すると

V (φ) ' − ε√
1− α2

+
α2(p− 1)(3− p)

4(1− α2)
(φ− φ∗)

2 + . . . (6.1.51)

を得る.よってスカラー場の質量を読み取ることができる. dS半径と合わせると

M2R2
dS =

(p− 1)(3− p)

4
=

−(p− 2)2 + 1

4
≤ 1

4
(6.1.52)

のような不等式を見つけることができる. この時,双対なスカラー演算子の共形次

元は

∆± =
1

2
±
√

1

4
−M2R2

dS =
1

2
± |p− 2|

2
(6.1.53)

となる.ここで (6.1.52)から明らかに中式のルートの中身が正であることがわか

る.したがって,双対なスカラー演算子の共形次元は実になることがわかる. ここ

で一般の dS/CFT対応では節 5.2で見たように双対な演算子の共形次元が虚数に

なり得るというのが問題であったが,ここでは AdS時空上に埋め込まれたブレー

ン上で実現される dS/CFT対応に対して双対な演算子の共形次元が実であること

を示した.これは我々のモデルにおける双対な CFTが,ある種のユニタリ性のよ

うな性質を持った扱いやすいランクに属することを示唆するものである.さらに,

pが虚数などといった場合には共形次元も虚数になり得るが,これは NECから禁

止されることがわかる.このように NECが双対な CFTのユニタリ性と結びつい

ているというのはホログラフィックな c定理の証明 (節 2.3.5)や g定理の証明 (節

4.2.3)においてよく知られている結果であり,非常に筋の通った結果であることが

わかる [49, 50, 112].

6.1.5 高次元におけるEOWブレーン

高次元のAdS/CFT対応においては,EOWブレーンのバックリアクションのため,

一般には重力解を解析的に見つけることはできない.しかし,以下のようなPoincaré

AdSd+1 における EOW ブレーンに限って議論することで,同様の議論を展開す

ることが可能である.

ds2 =
dz2 − dt2 + dx21 + · · ·+ dx2d−1

z2
. (6.1.54)
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ここでも EOWブレーンの配位とブレーン上に局在したスカラー場を z = Z(t)

および φ = φ(t) によって指定する.ブレーン上の誘導計量は

ds2 =
−(1− Ż2)dt2 + dx21 + · · ·+ dx2d−1

Z2
(6.1.55)

となり, EOWブレーンの法線ベクトルは

(Nz, N t, Nx1 , · · · , Nxd−1) =
εZ√
1− Ż2

(1,−Ż, 0, · · · , 0), (6.1.56)

で与えられる.ここで ε = ±1 であり, ε = 1 は type I に,ε = −1 は type II に対

応する.この時外部曲率は以下のようになる.

Ktt − httK = ε
−(d− 1)

√
1− Ż2

Z2
, (6.1.57)

Kxixi
− hxixi

K = ε
(d− 1)(1− Ż2)− ZZ̈

Z2
(
1− Ż2

)3/2 , (6.1.58)

そして Neumann境界条件 (4.2.36)から

φ̇2 = −ε Z̈

2Z
√
1− Ż2

, (6.1.59)

V (t) = ε
−2(d− 1)(1− Ż2) + ZZ̈

2(1− Ż2)3/2
, (6.1.60)

が導かれる.

再び dSd ブレーン解 Z = −αt のまわりの微小摂動を考える.この摂動は

Z(t) ' −αt− εβtp + o(tp), (6.1.61)

という形をしており, t → 0 極限で仮定されている.時空が timelikeであり,かつ

NECを満たすためには

0 < α < 1, β > 0, p > 1. (6.1.62)

が必要である.この時,以下のような振る舞いを得る.

φ̇2 ' p(p− 1)β

2α
√
1− α2

tp−3

V (φ) ' −ε d− 1√
1− α2

− p(p− 2d+ 1)αβ

2(1− α2)3/2
tp−1 (6.1.63)
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第一式を解くことで

φ ' φ∗ ±

√
2pβ

(p− 1)α
√
1− α2

t
p−1
2 (6.1.64)

を得る.したがってポテンシャルは次のように書き換えられる.

V (φ) ' −ε (d− 1)√
1− α2

+
α2(p− 1)(2d− 1− p)

4(1− α2)
(φ− φ∗)

2 + · · ·. (6.1.65)

この場合, t = 0 における dS 半径は R2
dS = 1−α2

α2 であるから

M2R2
dS =

(p− 1)(2d− 1− p)

4
≤ (d− 1)2

4
. (6.1.66)

を得る.双対なスカラー演算子の共形次元は

∆ =
d− 1

2
+

|d− p|
2

. (6.1.67)

となる.この結果は前節で解析した d = 2 の場合と整合的である. d = 2 の場合と

同様に,共形次元は実となり, このモデルにおける双対な CFTd−1 に対するある

種のユニタリ性を示唆する.

6.2 Holographic Timelike g定理

通常のエンタングルメントエントロピーは時間一定面に対して部分領域を取り,そ

の領域とそれ以外の領域がどれほどエンタングルしているかを定量化する量であ

り,節 3.2で見たようにツイスト演算子の挿入で考えることができる.ここでは時

間方向に伸びる部分領域を取り,時間方向の相関 (timelike entanglement)を定量

化した timelike entanglement entropyについて見ていく [126, 127].これは時間

方向に離れたツイスト演算子の二点関数として考えることができる.さらに,通常

のエンタングルメントエントロピーと同様に AdS/CFT対応の枠組みで笠–高柳

公式を適用することができ, timelikeな部分領域の端点を極小曲面でつなぎ,その

面積から holographic timelike entanglement entropyが得られる.近年ではこの

ような timelike entanglement entropyに対する幾何的な解釈を複素座標に拡張し

て考えることもされている [132].

以下では節 4.1.4や節 4.2.3で扱った g定理について, timelikeな EOWブレーン

を挿入し,さらに timelikeに部分領域を取ることで同様の議論から timelike g定

理を示していく.
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6.2.1 type I における g定理

まず,自明な例として dS2 の EOW ブレーン Z(t) = −λt について考える. 前述

の通り, timelikeな部分領域 Aを以下のようにとる (図 6.7上図参照).

x = 0, t̃ ≤ t ≤ 0 (6.2.68)

この時,部分領域Aを通常のエンタングルメントエントロピーと同様に時間一定面

t = t̃ における半無限直線 x > 0として選んでも同様の議論ができることを強調し

ておく (図 6.7下図参照). このとき , SA は点 (t, z) = (t̃, εUV)と (t, z) = (a, z(a))

を結ぶ測地線から求められる.測地線長を a の関数として最大化することで,

a =
t̃√

1− λ2
. (6.2.69)

を得る.したがって,ホログラフィックエンタングルメントエントロピーは次のよ

うになる.

SA =
c

6
log

|t̃|
εUV

+
c

6
log

(
2(1−

√
1− λ2)

λ

)
. (6.2.70)

この式の第二項が timelikeな境界エントロピーとして log gα を与え,この gα が

timelike g関数に対応する.このように dSブレーンを考えた場合は境界エントロ

ピーは定数になる.

次に,この計算を一般の EOW ブレーン形状 z = Z(t) に,非自明なスカラー

場 φ(t) を含めて拡張する.再び, SA は測地線長から計算することができる (図 6.8

参照). ΓA の長さは , 極限 ε→ 0 において以下で与えられる.

L(ΓA) ' log

[
Z(a)2 − (a− t̃)2

Z(a)εUV

]
, (6.2.71)

測地線長 L(ΓA) を最大化する a を選ぶことで , a と t̃ の間に次の関係式を得る.

a− t̃ =
Z(a)

Ż(a)

(
1−

√
1− Ż(a)

2
)
. (6.2.72)

これを用いて log g の |t̃| に関する微分を計算すると,

6

c
|t̃|d log g

d|t̃|
= |t̃|dL(ΓA)

d|t̃|
− 1 =

aŻ(a)− Z(a)

Z(a)
√
1− Ż(a)2

, (6.2.73)
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図 6.7: timelikeな部分領域 Aとそこから伸びる測地線（上）.ここでは x軸方向

を省略している. 通常と同様に spacelikeな部分領域 Aとそこから伸びる測地線

（下)
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図 6.8: 一般のブレーン配位に対する測地線.ここでは x軸方向を省略している.

を得る. 分子 aŻ(a) − Z(a) は a → 0 の極限で 0 になる . また, その微分
d
da (aŻ(a) − Z(a)) = aZ̈(a) は type I の null energy condition (NEC) Z̈(a) ≤ 0

のために正となる . これにより , aŻ(a)− Z(a) ≤ 0 が a ≤ 0 の範囲で成り立つ

ことがわかる . したがって最終的に ,

d log g

d|t̃|
≤ 0, (6.2.74)

となる.ここで |t̃|は双対な BCFTの唯一のスケールであり,この大きさの変化を

繰り込み群フローの粗視化と見なすことができる.以上より, timelikeな g定理が

ホログラフィックに示されたことになる.

6.2.2 type II における g定理

次に type II ブレーンに移り,同じように部分領域 A を取った時のエンタングル

メントエントロピー SA を評価したい.しかしここで, (t, z) = (t̃, εUV) と EOW

ブレーン上のある点とを結ぶ spacelikeな測地線が存在しないために計算が困難

であるように見える.この問題を Euclidean時空を経由してWick回転を用いるこ
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とで回避し, g定理を示していく.

まずは最も簡単な dSブレーンの挿入を図 6.9 の左図で示される Euclidean AdS

時空に対して行う.このときエンタングルメントエントロピーは

S
(E)
A =

c

6
log

[
− 2t̃E
εUV

(
1 +

√
1 + λ2E
λE

)]
. (6.2.75)

となる.次に Wick 回転 tE = it を行い,λ = iλE を導入する (図 6.9 右図) . これ

により Lorentzian AdS時空でのエンタングルメントエントロピーが以下のよう

に求まる.

S
(L)
A =

c

6
log

[
2t̃

εUV

(
1 +

√
1− λ2

λ

)]
(6.2.76)

=
c

6
log

|t̃|
εUV

+
c

6
log

[
2
1 +

√
1− λ2

λ

]
+
c

6
πi. (6.2.77)

ここで第二項と第三項が境界エントロピーに対応し,今回の超平面の場合にはこれ

らが定数になっていることが確認できる.さらに第三項は虚数に値を取るが,これ

は部分領域を timelikeに取ったことによる寄与である.節 5.2で見た dS時空での

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーと同様の寄与を持ち,ここか

ら dS/CFT対応における Pseudoエントロピーが timelike entanglement entropy

と同様の構造を持つことがわかる.

次に type II EOW ブレーンの一般的な配位について議論する.この場合 Eu-

clidean の対応物を考えるのは困難である.むしろ, (6.2.71) を用いて直接エンタ

ングルメントエントロピーを計算する方が便利である .

部分領域 A は 図 6.7 と同様に取る . EOW ブレーンの配位は z = Z(t)を考

える.前述のように, 点 (t, z) = (t̃, εUV) から始まる測地線は EOWブレーンに直

接到達できない . これは type II の場合 (6.2.71) の対数の中身が負になるためで

ある.このことは Ż(t) ≤ 1 から直ちに

Z(a) ≤ a ≤ a− t̃. (6.2.78)

を導く.ここで a は正である一方 で t̃ は負であることに注意する .

対数の中身が負であるので,以下のようにエンタングルメントエントロピーに

は虚部が現れる.

SA(t̃) =
c

6
log

[
−Z(a)2 + (a− t̃)2

Z(a)εUV

]
+
c

6
πi, (6.2.79)
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図 6.9: Euclidean(左)と Lorentzian(右)における type II 超平面.ここでは x軸

方向を省略している.

ここで a はエンタングルメントエントロピーの実部が最小となるように選ぶ . さ

らに, type II ブレーンに対する境界エントロピーを,定数を除いた次のような形

で定義すると,

log g = SA(t̃)−
c

6
log

|t̃|
εUV

− c

6
πi =

c

6
log

[
−Z(a)2 + (a− t̃)2

2Z(a)|t̃|

]
. (6.2.80)

境界エントロピーの微分は以下のようになる.

6

c
|t̃|d log g

d|t̃|
= − aŻ(a)− Z(a)

Z(a)
√

1− Ż(a)2
. (6.2.81)

type I の場合と同様の議論から, type II ブレーンの NEC より Z̈ ≥ 0 が成り立

つため,
d

d|t̃|
log g ≤ 0, (6.2.82)

となる.よって type II ブレーンに対する timelike g定理が示された.

6.3 宇宙論モデルの構築

ここまで扱ってきた我々のモデルを用いて宇宙論モデルの構築をしていく.さら

にそれらを境界上の理論の観点から理解し直すことが目標である.以下では具体
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図 6.10: Brane-World Holography

的な宇宙論モデルをいくつか見ていく.

6.3.1 Brane-World Holography

高次元に埋め込まれたブレーンを用いて我々の宇宙を実現しようという試みがホ

ログラフィ原理の文脈で開拓されている [10, 112, 133–137]. Brane-World Holog-

raphyの主張は以下の通りである.

Brane-World Holography

EOW ブレーンに囲まれた (d+1) 次元の古典重力理論が, 埋め込まれた

EOW ブレーン上の量子重力理論 (CFT+低次元重力) と等価である.(図

6.10参照)

このように高次元に埋め込んだブレーン上に宇宙を実現するというのは,元々
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階層性問題の解決のために提唱された [133]が,ブレーン上に重力が局在するとい

うのが発見され [135],さらに宇宙論分野などでも広く研究されるようになってい

る.また,このブレーンがAdS/CFT対応においても応用できるとして様々な解析

がなされている [112, 136].

本節では, EOWブレーン上にスカラー場を導入した我々のモデルを用いて, EOW

ブレーンが漸近境界と交わるような AdS/BCFT対応の場合も含めて様々な宇宙

論モデルを構築する [10].

6.3.2 EOWブレーンの宇宙論的解釈

以下では,ブレーン上に貼られた誘導計量を FLRW計量に座標変換で書き換える

ことにより,通常の宇宙論に沿った記述を可能にする.さらにそこからブレーン上

の宇宙における Friedmann方程式を導き,通常の Einstein重力のものと比較する

ことにより量子重力の寄与を確認する.

3次元 global座標を用いた記述

ここでは global AdS3 座標を用いる.

ds2 = dρ2 − cosh2 ρ dτ2 + sinh2 ρ dφ2. (6.3.83)

この時空に対して軌道 ρ = R(τ) に沿って EOW ブレーンを挿入する.ここで簡

単のために φ 方向に回転対称性を課し,ブレーンは動径方向の ρにのみ依存する

としている. global AdS3 におけるブレーンはバルクをブレーンのどちら側に取

るかによって以下の二種類に分類される.

type I : R(τ) ≤ ρ,

type II : 0 ≤ ρ ≤ R(τ).

この時,誘導計量は以下のように書ける.

ds2 = −(cosh2R− Ṙ2)dτ2 + sinh2Rdφ2, (6.3.84)
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ここで Ṙ = dR(τ)
dτ としている. EOW ブレーンが timelikeであるという仮定から

cosh2R > Ṙ2 が要求される. 法線ベクトルと外部曲率は以下のようになる.

N =
ε coshR√

cosh2R− Ṙ2

(
−dρ+ Ṙ dτ

)
, (6.3.85)

Kabdx
adxb = ε

sinhR (cosh2R− 2Ṙ2) + R̈ coshR√
cosh2R− Ṙ2

dτ2 − ε
cosh2R sinhR√
cosh2R− Ṙ2

dφ2.

(6.3.86)

ここで ε = 1 が type I，ε = −1 が type II に対応する.

さらに Neumann境界条件 (6.1.3) は次のように書ける.

φ̇2 = ε
(1− sinh2R)Ṙ2 + coshR (R̈ sinhR− coshR)

2 sinhR
√
cosh2R− Ṙ2

, (6.3.87)

V (φ) = −ε cosh
2R(cosh2R+ sinh2R)− Ṙ2(2 sinh2R+ cosh2R) + R̈ sinhR coshR

2 sinhR (cosh2R− Ṙ2)3/2
.

(6.3.88)

また,エネルギー保存則と類似した関係式として以下が書ける.

sinhR

cosh2R

(
φ̇2√

cosh2R− Ṙ2
+ V (φ)

√
cosh2R− Ṙ2

)
= −ε. (6.3.89)

ここから宇宙膨張のトイモデルを構築するために,新しい座標を

dT =
√

cosh2R− Ṙ2 dτ (6.3.90)

によって定義する. これにより誘導計量は FLRW計量となり，

ds2Q = −dT 2 + a(T )2dφ2 (6.3.91)

を得る.ただしスケール因子は a(T ) = sinhR(τ(T )) で与えられる.

次に，Friedmann 方程式に対応する式を導こう. ここで a′(T ) = da
dT と表す. a(T )

の一階および二階微分は以下のようになる.

a′(T ) = coshR
dR

dτ

dτ

dT
=

Ṙ coshR√
cosh2R− Ṙ2

, (6.3.92)

a′′(T ) =
d

dτ

(
Ṙ coshR√
cosh2R− Ṙ2

)
dτ

dT
=
R̈ cosh3R− Ṙ4 sinhR

(cosh2R− Ṙ2)2
. (6.3.93)
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ここから Friedmann 方程式を得るためには，エネルギー密度 ε と圧力 p をR(τ)

の関数として表す必要がある. エネルギー密度 ε と圧力 p は

T abQ := ε eaτe
b
τ + p eaφe

b
φ, (6.3.94)

で定義される.この時, holographic renormalizationは考慮する必要はない.なぜ

なら, EOWブレーンに課しているのはNeumann境界条件であることから, z → 0

における発散を除去するカウンター項は理論そのものを変えることに対応してし

まうからである.むしろこの UV発散は一次元低い有効重力理論におけるニュー

トン定数に自然に現れる発散であると考えられる.

テトラド {eai } は

ηij = habe
a
i e
b
j (6.3.95)

を満たし,

eaτ∂a =
1√

cosh2R− Ṙ2
∂τ , eaφ∂a =

1

sinhR
∂φ (6.3.96)

を満たす. また完備性関係式より,

hab = −eaτebτ + eaφe
b
φ (6.3.97)

を持つ. これより,以下の表式が得られる.

ε = (−ε) cosh2R

sinhR
√
cosh2R− Ṙ2

, (6.3.98)

p = (−ε)−R̈ coshR+ 2Ṙ2 sinhR− sinhR cosh2R

(cosh2R− Ṙ2)3/2
. (6.3.99)

式 (6.3.93), (6.3.98), (6.3.99) を組み合わせると，Friedmann 方程式は以下のよ

うに簡単な形にまとまる.

a′′(T )

a
=
R̈ cosh3R− sinhR

(
2Ṙ2 cosh2R− cosh4R+ (cosh2R− Ṙ2)2

)
sinhR(cosh2R− Ṙ2)2

= −1− cosh2R

sinhR
√
cosh2R− Ṙ2

−R̈ coshR+ sinhR(2Ṙ2 − cosh2R)

(cosh2R− Ṙ2)3/2

= −1− εp (6.3.100)

これは 2次元時空で推測される通常の Friedmann 方程式とは異なる形である.そ

れはここで構成した宇宙の基礎方程式としてアインシュタイン方程式ではなく
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Neumann 境界条件を採用したことに起因する.まさにこれが Einstein重力を超

えた量子重力効果であると期待される.

pure AdS3 は自明に以下の方程式を満たす.

0 = ∇a(K
ab − habK) = ∇aT

ab
Q (6.3.101)

これに (6.3.94) を代入すると，運動方程式として

dε

dT
+
a′

a
(ε+ p) = 0, (6.3.102)

が得られる. これは 2次元時空の通常の宇宙論のエネルギー保存則と一致する. 以

上の二つの式 (6.3.100) および (6.3.102) が，このブレーン上に実現される宇宙論

モデルの基本的な運動方程式とみなせる. これらはバルク時空の座標に依存せず，

実際 Poincaré 座標でも同じ式が導かれる. 以下では global座標と Poincaré 座標

を用いて一般次元での計算結果を紹介する.

global座標を用いた一般次元での記述

以下のような global AdSd+1 座標に埋め込まれた EOW ブレーンを考える.

ds2 = dρ2 − cosh2 ρdt2 + sinh2 ρdΩ2
d−1. (6.3.103)

一般的なブレーン配置 ρ = R(t) (回転対称性は課している)を考えると，誘導計

量は

ds2 = −(cosh2R− Ṙ2)dt2 + sinh2RdΩ2
d−1 (6.3.104)

で与えられ,外部曲率は以下のようになる.

Ktt − httK =ε(−1)d−1(d− 1) coshR cothR
√
cosh2R− Ṙ2,

Kθθ − hθθK =ε(−1)d−1 sinhR

(cosh2R− Ṙ2)
3
2

[
− cosh2R((d− 1) cosh2R− 1)

+
(
(d− 2) + d sinh2R

)
Ṙ2 − sinhR coshRR̈

]
,

Kφφ − hφφK =sin2 θ(Kθθ − hθθK)

...
(6.3.105)
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Neumann 境界条件 (6.1.3)より

φ̇2 = ε
(1− sinh2R)Ṙ2 + coshR(R̈ sinhR− coshR)

2 sinhR
√
cosh2R− Ṙ2

, (6.3.106)

V (φ) = −ε 1

2 sinhR(cosh2R− Ṙ2)3/2

[
cosh2R((2d− 3) cosh2R+ sinh2R)

− Ṙ2(2 sinh2R+ (2d− 3) cosh2R) + R̈ sinhR coshR

]
.

(6.3.107)

を得る.ここで,座標変換

dT =
√

cosh2R− Ṙ2dt (6.3.108)

を取ると，ただちに 以下のような FLRW 型の計量が得られる.

ds2 = −dT 2 + a(T )2dΩ2
d−1, a(T ) = sinhR(t(T )) (6.3.109)

さらにここからスケール因子 a(T )の微分を計算できる.

a′(T ) =
Ṙ coshR√
cosh2R− Ṙ2

(6.3.110)

a′′(T ) =
R̈ cosh3R− Ṙ4 sinhR

(cosh2R− Ṙ2)
2 (6.3.111)

Energy stress tensorは以下のように書かれる.

ε =TQabe
a
t e
b
t = ε

(−1)d−1(d− 1) cosh2R

sinhR
√
cosh2R− Ṙ2

p =TQabe
a
xi
ebxi

=ε(−1)d−1 1

sinhR(cosh2R− Ṙ2)
3
2

[
− cosh2R((d− 1) cosh2R− 1)

+
(
(d− 2) + d sinh2R

)
Ṙ2 − sinhR coshRR̈

]
(6.3.112)

そして次の Friedmann方程式を得る.

a′′

a
=
R̈ cosh3R− Ṙ4 sinhR

sinhR(cosh2R− Ṙ2)2

=− 1− 1

d− 1
εp− d− 2

(d− 1)2
ε2.

(6.3.113)
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ここでもアインシュタイン方程式ではなく Neumann 境界条件を基礎方程式とし

て用いたことによって通常のFriedmann方程式とは異なる項が表れている. d = 2

の時 (6.3.100)と一致することも確認できる.

また,保存則 ∇aT
ab
Q = 0 は以下のように得られる.

∂T ε+ (d− 1)
a′

a
(ε+ p) = 0, (6.3.114)

これは一般相対論における d次元時空の保存則と一致する.

Poincaré座標を用いた一般次元での記述

以下のような Poincaré AdSd+1 座標に埋め込まれた EOW ブレーンを考える.

ds2 =
dz2 − dt2 + dx21 + · · ·+ dx2d−1

z2
. (6.3.115)

一般的なブレーン配置 z = Z(t) (x方向の並進対称性は課している)を考えると，

誘導計量は

ds2 =
−(1− Ż2)dt2 + dx21 + · · ·+ dx2d−1

Z2
(6.3.116)

で与えられ,外部曲率は以下のようになる.

Ktt − httK = ε
−(d− 1)

√
1− Ż2

Z2
, (6.3.117)

Kxixi
− hxixi

K = ε
(d− 1)(1− Ż2)− ZZ̈

Z2
(
1− Ż2

)3/2 . (6.3.118)

Neumann 境界条件 (6.1.3)は

φ̇2 = −ε Z̈

2Z
√

1−Ż2
, (6.3.119)

V (t) = ε−2(d−1)(1−Ż2)+ZZ̈

2(1−Ż2)3/2
. (6.3.120)

と書ける.ここで,座標変換

dT =

√
1− Ż2

Z
dt (6.3.121)

を取ると，ただちに以下のような FLRW 型の計量が得られる.

ds2 = −dT 2 + a(T )2dx2, a(T ) =
1

Z(t(T ))
. (6.3.122)
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さらにここからスケール因子 a(T )の微分を計算できる.

a′(T ) =
−Ż

Z
√

1− Ż2
, a′′(T ) =

Ż2(1− Ż2)− ZZ̈

Z(1− Ż2)2
. (6.3.123)

先ほどと同様にテトラドとして eat ∂a = Z√
1−Ż2

∂t, eax∂a = Z∂x が得られ, energy

stress tensorは以下のように書かれる.

ε = TQabe
a
t e
b
t = (−ε) d− 1√

1− Ż2
, (6.3.124)

p = TQabe
a
xi
ebxi

= ε
(d− 1)(1− Ż2)− ZZ̈

(1− Ż2)
3
2

. (6.3.125)

そして次の Friedmann方程式を得る.

a′′

a
=
Ż2(1− Ż2)− ZZ̈

(1− Ż2)2

=− 1− ε

d− 1

(
d− 2

d− 1
ε+ p

) (6.3.126)

この式は (6.3.113)と一致しており,この表式が座標の貼り方によらないことが確

認できる.

また,保存則 ∇aT
ab
Q = 0 は次のようになる.

∂T ε+ (d− 1)
a′

a
(ε+ p) = 0, (6.3.127)

これも同様に (6.3.127)と一致する.

6.3.3 様々なEOWブレーンの解

以下では 3次元 global座標に埋め込まれた EOWブレーンに注目して, Neumann

境界条件 (6.3.106),(6.3.88)の解を実際に求め,具体的な宇宙論モデルとそれを実

現するスカラー場の振る舞いを確認していく.

dSブレーン

まず，スカラー場が存在しない場合の自明な解として現れる dS2 ブレーンを考え

る. そのブレーン配位は

R(τ) = arcosh

[
cosh ξ

cos τ

]
(6.3.128)
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で与えられる. この時の Neumann境界条件は

φ̇2 = 0, V = −ε/ tanh ξ (6.3.129)

で与えられる. 宇宙論的に書き直した時,エネルギー密度と圧力は以下のように

なる.

ε = ε

(
1− 1

tanh ξ

)
, p = ε

(
−1 +

1

tanh ξ

)
. (6.3.130)

定数半径の解: R(τ) = b

次に，定数半径解 R(τ) = b を考える. この場合 φ̇2 は有限の値を持つため，取

り得るバルク領域は type II のみである. この時, Neumann境界条件 (6.3.106),

(6.3.88) は次のように書ける.

φ̇2 =
1

2 tanh(b)
(6.3.131)

V (φ) =
1

tanh(2b)
(6.3.132)

energy stress tensorは

TQττ =
cosh2 b

tanh b

b→∞−−−→ −hττ , (6.3.133)

TQφφ = − sinh2 b tanh b
b→∞−−−→ −hφφ (6.3.134)

となる. b→ ∞ の極限では, EOWブレーンは AdS時空 の漸近境界に位置する.

このとき，宇宙論的解釈においてスケール因子は a(T ) = sinh b であり，エネル

ギー密度と圧力は

ε =
1

tanh b
− 1, p = 1− tanh b (6.3.135)

となる.これらは正の値を取り,EOWブレーンが 漸近境界に近づくとゼロに収束

する.一方で φ̇2 と V は消えずに残ることがわかる.

Big-Bang解

宇宙が big-bangのような現象を通じて生成されるような解を構成する. そのため

に,type II ブレーンの十分小さな半径Rに注目する.さらに初期条件として τ = 0
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で R(τ) = 0 とおく. EOWブレーンの配位として

R(τ) ' Aτα, (6.3.136)

を τ → 0 の極限で仮定する.ここでブレーンが timelikeであるためには α ≥ 1 を

要求する必要がある.まず α > 1 の場合を調べる.このとき (6.3.106) より

φ̇2 ' V (φ) ' 1

2Aτα
. (6.3.137)

となり,これを積分すると

φ(τ) ' 2√
2A |2− α|

τ1−
α
2 . (6.3.138)

を得る.したがってポテンシャルは

V (φ) ' 1

2A

(√
2A

|2− α|
2

φ

) 2α
α−2

(6.3.139)

となる. このように，ポテンシャルは τ = 0 で正に発散し,これはここで構成した

ブレーン上の宇宙における Big-bangに対応する.その後ポテンシャルは減少し，

R は増加する. τ = 0 においてポテンシャルが有限のままであるためには α = 1

を考える必要があり,このとき R(τ) ' τ となる.

次に α = 1 の場合を考える. subleadingな項を含めて,ブレーン配位を

R(τ) ' τ −Aτp. (6.3.140)

と仮定する. τ ' 0 付近で timelikeとなる条件は次のとおりである.

A > 0 (1 < p < 3) (6.3.141)

1 + 6A > 0 (p = 3) (6.3.142)

p > 3のとき，EOWブレーンは自動的に τ = 0の近傍で timelikeとなる. (6.3.106)

より

φ̇2 '



√
Ap(p+1)

2
√
2

τ
p−3
2 (1 < p < 3)

√
1 + 6A (p = 3)

1 (3 < p)

(6.3.143)
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を得る.したがって

φ '



(
4
√
2Ap

p+1

)1/2
τ

p+1
4 (1 < p < 3)

(1 + 6A)1/4τ (p = 3)

τ (3 < p)

(6.3.144)

となる.さらに (6.3.88) よりポテンシャルは

V (φ) '



3−p
p+1φ

−2 (1 < p < 3)

− 3A2−14A−2
2(1+6A)3/2

− 4212A4+3024A3−1116A2−144A−1
144(1+6A)3 φ2 (p = 3)

−Ap(p−3)
2 φp−5 (3 < p < 5)

−(5A− 1) + 10800A2−480A+1
144 φ2 (p = 5)

1− Ap(p−3)
2 φp−5 (5 < p < 7)

1− 2016A−1
144 φ2 (p = 7)

1 + 1
144φ

2 (7 < p)

(6.3.145)

と求まる.高次の項を加えると V (φ) はわずかに変化する. ここで宇宙論的解釈に

おけるスケール因子は

a(T ) ' τ '



(
p−1√
4Ap

T
) 2

p+1

(1 < p < 3)(
2√

1+6A
T
)1/2

(p = 3)

(2T )1/2 (3 < p)

(6.3.146)

となる.

Poincaré座標を用いた Inflation解

AdS3 Poincaré座標に EOW ブレーンを挿入する.ブレーン上の誘導計量は

ds2 =
−(1− Ż2)dt2 + dx2

Z2
(6.3.147)

で与えられ, √
1− Ż2 dt = dη, Z = η1+ε (6.3.148)
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図 6.11: inflationを実現するブレーン配位

のような座標変換を用いると Poincaré座標から

ds2 =
1

η2+2ε
(−dη2 + dx2) (6.3.149)

のように slow-roll parameter εを用いた inflationの計量になる.

その時のブレーン解は以下で与えられる.

t = Z
1

1+ε · 2F1

[
−1

2
,
1

2ε
, 1 +

1

2ε
,−(1 + ε)2Z

2ε
1+ε

]
. (6.3.150)

このブレーン配位は 図 6.11 に示されている. 図からわかるようにブレーン配位

はほぼ超平面の dSブレーンと一致するが εによって少し内側に曲がっている. ε

の一次まで展開すると

t =
√
2Z − 1√

2
Z logZε+O(ε2). (6.3.151)

このブレーンは内側に曲がるため，type II ブレーンの NEC を満たしている.

Z(t) ' 1√
2
t + δf(t) と置き，これを (6.3.151) に代入する. すると δf(t) =

1
2
√
2
t(log t− 1

2 log 2)ε+O(ε δf) を得る. したがって Z(t) は次のように書ける:

Z(t) ' 1√
2
t+

1

2
√
2
t(log t− 1

2
log 2)ε. (6.3.152)
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これを用いて Neumann 境界条件は

φ̇2 =
Z̈

2Z
√
1− Ż2

(6.3.153)

V = − ZZ̈

2(1− Ż2)3/2
+

1√
1− Ż2

. (6.3.154)

で与えられる. これらを ε の一次で展開して解くと次式を得る.

φ(t)− φ∗ '
√
ε

2
3
4

log t+
ε

3
2

4 · 2 3
4

log t+O(ε
5
2 ), (6.3.155)

V (t) '
√
2 +

ε√
2

(
log

t√
2
+

1

2

)
+

ε2

4
√
2

(
1− 2 log 2 + (log 2)2 + 4(1− log 2) log t+ 4(log t)2

)
+O(ε3).

(6.3.156)

これよりすぐに

V (φ) '
√
2 +

ε

2
√
2
(1− log 2) +

ε2

4
√
2
(1− 2 log 2 + (log 2)2) (6.3.157)

+ 2
1
4
√
ε

(
1− ε

(
3

4
− log 2

))
(φ− φ∗) + 2ε(φ− φ∗)

2 +O(ε
5
2 )

(6.3.158)

を得る. このポテンシャルの振る舞いは標準的な inflationの結果と一致している.

さらに (6.3.153) と (6.3.154) を数値的に解き，得られた V − φ のグラフを 図

6.12 に示す.
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図 6.12: inflationのブレーンモデルにおける V-φグラフ
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第7章

線形化アインシュタイン方程式

とエンタングルメントエントロ

ピーの第一法則

ホログラフィー原理のいくつかの例において重力理論の基礎方程式であるアイン

シュタイン方程式に対応するものがエンタングルメントエントロピーの第一法則

であることが示されている.この結果によって場の理論におけるエンタングルメ

ントエントロピーと時空の構造に密接な関係があることが示唆される.

本章では AdS/CFT対応, dS/CFT対応, AdS/BCFT対応のそれぞれに対して線

形化アインシュタイン方程式とエンタングルメントエントロピーの第一法則の等

価性を見ていく.

7.1 AdS/CFT対応における等価性

重力理論と場の理論の等価性を主張するホログラフィー原理において最も成功し

ている例はAdS/CFT対応であり,それらの二つの理論の基礎方程式として線形化

アインシュタイン方程式とエンタングルメントエントロピーの第一法則が等価であ

るというのが示された [138–141].これはまだ厳密に証明されていない AdS/CFT

204
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対応の存在を裏付けるような強力な状況証拠の一つが見つかったというだけの話

ではない.重力理論の基礎方程式が場の理論においてエンタングルメントエント

ロピーに対する基礎方程式と等価であるというのは,逆に考えるとエンタングル

メントエントロピーを用いて時空を解析できるということである.このような考

え方は笠–高柳公式が提唱されてから「エンタングルメントエントロピーから時空

が創発する」[142, 143]という標語の下に強く支持されており,量子情報理論が量

子重力理論の解明に必要不可欠であることを示唆している.

本節では, エンタングルメントエントロピーの第一法則について説明した後に

AdS/CFT対応においてそれがどのように線形化アインシュタイン方程式と等価

であるかを具体的な計算を用いて見ていく [139, 141].本修士論文では扱わないが

共変性を保った証明も Faulknerらによってやられている [140].

7.1.1 エンタングルメントエントロピーの第一法則

ある量子系を部分系 A,B に分けた時に,その Hilbert空間がHA ⊗HB に分解で

きるとすると,部分領域 Aの簡約密度行列は

ρA = TrB |Ψ〉 〈Ψ| (7.1.1)

のように与えられる.さらにエンタングルメントエントロピーは

SA = −TrAρA log ρA. (7.1.2)

である.ここで量子系 Aに対するモジュラーハミルトニアンHA を以下のように

導入する.

HA = − log ρA (7.1.3)

これらのエンタングルメントエントロピー (7.1.1)とモジュラーハミルトニアン

(7.1.3)を用いると以下の関係式が容易に求まる.

∆SA =− Tr(∆ρA log ρA)− Tr(∆ρA)

=Tr(∆ρAHA) (∵ TrρA = 1)

=∆ 〈HA〉

(7.1.4)

この関係式をエンタングルメントエントロピーの第一法則という.

以上の関係式は微小変換に対する等式であるが,状態の有限変換に対する∆SAと
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∆HAに関する不等式を見ておく. 二つの量子状態を密度行列 ρ, σとして導入し,

これらの距離を相対エントロピー (3.1.20)で考えると,モジュラーハミルトニア

ンHσ = − log σを用いて

D(ρ||σ) = (Tr[ρ(− log σ)]− Tr[σ(− log σ)])− (Tr[−σ log σ]− Tr[−ρ log ρ])

=∆ 〈Hσ〉 −∆S

(7.1.5)

と表せる.よって相対エントロピーの非負性から一般の状態に対して

∆HA ≥ ∆SA (7.1.6)

が成り立つことがわかる.また相対エントロピーが ρ = σ で最小値ゼロを取るこ

とから,状態の一次摂動に対して上式は等号になり,エンタングルメントエントロ

ピーに対する第一法則 (7.1.4)を再現することがわかる.

場の理論におけるモジュラーハミルトニアン

ここでモジュラーハミルトニアンの場の理論における解釈を紹介し,理解を深め

ておこう [138, 144, 145]. 高次元への拡張は明らかなので,簡単のために以下では

2次元の場の理論を考えていく.時間一定面 t = 0上の A : x > 0という部分領域

を考え,そこでの量子状態を節 3.2で見たように Euclidean経路積分で構成する.

その時密度行列 ρA の成分表示は以下のように与えられる.

〈φ+|ρA|φ−〉 =
∫ φ(tE=0+,x>0)=φ+

φ(tE=0−,x>0)=φ−

Dφ e−SE [φ]

= φ−

tE = 0

tE = −∞

A φ+

tE = ∞

(7.1.7)
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さらにそれを

x = r cos θ, tE = r sin θ (7.1.8)

として極座標に座標変換すると,

〈φ+|ρA|φ−〉 =
∫ φ(θ=2π)=φ+

φ(θ=0)=φ−

Dφ e−SE [φ] (7.1.9)

とできる.ここで (3.2.56)と比較すると, tE と θを入れ替えて, β を 2πにすれば

一致することがわかる.ここで θを時間座標と同一視したので Lorentzianに戻す

時も η = iθとして解析接続する.この時,計量は

ds2 = dr2 + r2dθ2 → dr2 − r2dη2 (7.1.10)

となる.比較すべき時間発展演算子も適切に変換すると, ρA = e−2πHη となる.特

に,慣習的に πをHη の中に入れると

ρA = e−Hη (7.1.11)

より, (7.1.3)と整合的である.

さらに,元のMinkowski座標との座標変換は x = r cosh η, t = r sinh η で与えら

れ, (7.1.10)の計量も見ると,座標 (r, η)はRindler wedgeの座標であることがわか

る.したがってこのようにして得られたモジュラーハミルトニアンHη は Rindler

時間の時間発展演算子,つまり元のMinkowski空間の boost演算子であることが

わかる. よって,

Hη = 2π

∫
x>0

dd−1x xT00 (7.1.12)

のように与えられる. 以下により共変的な記述を記しておく.境界として t = 0, x =

0を持つ Rindler wedge上の任意の spacelikeな面 Σに対して

Hη =

∫
Σ

ηµTµνε
ν (7.1.13)

ここで ηµ は boost生成子の成分, εは以下のように与えられる volume formで

ある.

εµ = εµµ2···µd
dxµ2 · · · dxµd (7.1.14)

さらに,半無限部分領域 x > 0から共形変換 ([145]の式 (2.11)参照)を用いて球

形の部分領域に移ることができ,その時のモジュラーハミルトニアンは

HA = 2π

∫
|x|<R

dd−1x
R2 − r2

2R
T00 (7.1.15)
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で与えられる.

7.1.2 ∆SAと∆HAの重力理論における記述

∆SA の書き換え

エンタングルメントエントロピーはAdS/CFT対応において笠–高柳公式を用いる

ことでホログラフィックエンタングルメントエントロピーとして重力理論によっ

て記述することができる (節 3.3参照).さらに重力理論において元の時空の計量

Gµν に以下のような 1次の摂動を考える.

Gµν = G(0)
µν +G(1)

µν (7.1.16)

この時の極小曲面上の誘導計量を gµν とすると,ホログラフィックエンタングル

メントエントロピーの変化分は

∆SA =
1

8GN

∫
dd−1ζ

√
g(0)g

(1)
αβg

(0)αβ (7.1.17)

のように書ける.ここで ζ は極小曲面に張られた座標である.極小曲面であること

から 1次の摂動に対して大きさは変わるが,積分すべき面自体は変化しないこと

に注意する.

∆HA の書き換え

計量の 1次摂動を具体的に Fefferman-Graham ゲージを取って書き下すと

ds2 = R2
AdS

dz2 + (ηµν + hµν)dx
µdxν

z2
. (7.1.18)

ここで hµν が計量の微小変形である.

この時節 2.3.2 で扱ったように双対な CFT における energy stress tensor を計

量の摂動と結びつけることができる.このようにして得られるものを holographic

stress tensorと呼ばれる. hµν を z → 0として AdS時空の漸近境界に近づけると

hµν = zdHµν + · · · (7.1.19)

のように展開できる.この時

Tµν =
dRd−1

AdS

16πGN
Hµν (7.1.20)
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として関係づけることができる. これを用いて (7.1.15)を書き換えると

∆HA =
dRd−1

AdS

8GN

∫
|x|<R

dd−1x
R2 − r2

2R
H00. (7.1.21)

d = 2の時には部分領域を x1 ≤ x ≤ x2 とすると,

∆HA =
RAdS
4GN

∫ x2

x1

dx
(x2−x1

2 )2 − (x− x1+x2

2 )2

x2 − x1
H00 (7.1.22)

で与えられる.

7.1.3 重力の計算による等価性の証明

前節の計算によって元々 CFT側の量であった∆SAと∆HAを重力理論において

記述し直すことができた.また, (7.1.18)を用いてアインシュタイン方程式の一次

摂動 (線形化アインシュタイン方程式)を導くことは容易にでき,それらとエンタ

ングルメントエントロピーの第一法則 ∆SA = ∆HA を重力の言葉で記述したも

のが等価であることは単純な計算によって示される [139].

ここでは計算の簡単のために, AdS3/CFT2 対応において線形化アインシュタイ

ン方程式を満たす摂動が十分小さい部分領域 (ホログラフィックエンタングルメ

ントエントロピーでバルク物質の寄与が無視できる極限)でエンタングルメント

エントロピーの第一法則を満たすことを確認しておく.

3次元 AdS時空で (7.1.18)は

ds2 = R2
AdS

dz2 + (−1 + htt)dt
2 + 2htxdtdx+ (1 + hxx)dx

2

z2
(7.1.23)

と書くことができる.これをアインシュタイン方程式

Rµν −
1

2
Rgµν −

1

R2
AdS

gµν = 0 (7.1.24)

に代入して hµν の一次まで残すことで線形化アインシュタイン方程式を求めると,

∂z(∂xhtx − ∂thxx) = 0,

∂z(∂xhtt − ∂thtx) = 0,

(∂z − z∂2z )hxx = (∂z − z∂2z )htx = (∂z − z∂2z )htt = 0,

∂z(htt − hxx)− z∂2zhtt + 2z∂t∂xhtx − z∂2t hxx = 0.

(7.1.25)
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z2 のオーダーで発散しない解だけ取ってくると

htt = hxx = z2H(t, x),

∂thtx = z2∂xH(t, x),

∂xhtx = z2∂tH(t, x),

(7.1.26)

となり, H(t, x)は

(∂2t − ∂2x)H(t, x) = 0 (7.1.27)

を満たすような関数である.

ここで 2次元 CFTの領域に以下のような部分領域 Aをとる.

t = const., ξ − l

2
≤ x ≤ ξ +

l

2
(7.1.28)

この時,測地線はこの部分領域と同じ端点を持つ半円になり,測地線上の座標を以

下のように ϕでパラメトライズできる.

x = ξ +
l

2
sinϕ, z =

l

2
cosϕ (7.1.29)

これらを図示すると図 7.1のようになる. この時 (7.1.17)より

∆SA =
RAdS
8GN

∫ π
2

−π
2

dϕ cosϕhxx

=
RAdS
8GN

∫ π
2

−π
2

dϕ cosϕ

(
l

2
cosϕ

)2

H(t, x)

' l2RAdS
24GN

H(t, ξ)

(7.1.30)

ここで第二式で (7.1.26)を用いた.さらに第三式では部分領域 Aが十分小さいと

して H(t, x)が領域の中心位置 ξ のみに依存するとして積分の外に出して計算を

実行した.

モジュラーハミルトニアンの変化分は (7.1.22)に (7.1.26)を代入すると

∆HA ' RAdS
4GN

H(t, ξ)

∫ x2

x1

dx
(x2−x1

2 )2 − (x− x1+x2

2 )2

x2 − x1

' l2RAdS
24GN

H(t, ξ)

(7.1.31)

以上より,線形化アインシュタイン方程式を満たす一次摂動の解がエンタングル

メントエントロピーの第一法則を満たすことが確認できた.
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図 7.1: AdS3/CFT2 対応における部分領域と測地線

7.2 dS/CFT対応における等価性

ここまで AdS/CFT対応において線形化アインシュタイン方程式とエンタングル

メントエントロピーの第一法則の等価性がどのように示されるのかを見てきた.さ

らに,ホログラフィ原理において dS/CFT対応が存在すると考えると同様の等価

性を期待できる.以下では実際に dS3/CFT2 対応の場合に具体的な計算でそれを

示していく [11].この証明の際に節 5.2.2で見た dS/CFT対応における笠–高柳公

式を改善する必要があることに注意しておく.

7.2.1 線形化アインシュタイン方程式の解

3次元 dS時空の global座標に Fefferman-Grahamゲージを取って計量の一次摂

動を考える.

ds2 = −dt2 + cosh2 t gijdx
idxj (7.2.32)

であり,ここで gµν は

gθθ = 1 + hθθ(t, θ, φ), gθφ = hθφ(t, θ, φ), gφφ = sin2 θ + hφφ(t, θ, φ)

(7.2.33)
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で与える. hµνは微小な摂動である. この時アインシュタイン方程式Rab− 1
2Rgab+

gab = 0の hµν に対する摂動の一次まで考えると, tt成分から

hφφ = − sin2 θhθθ. (7.2.34)

を得る.さらに ij 成分から

2 tanh t∂thij + ∂2t hij = 0, (7.2.35)

が得られ, t→ ∞で発散しないような解は

hij ∝ (1− tanh t) (7.2.36)

を満たす.したがって,摂動解は

hθθ = (1− tanh t) ·H(θ, φ),

hφφ = −(1− tanh t) · sin2 θ ·H(θ, φ),

hθφ = (1− tanh t) · J(θ, φ),

∂θ[sin θJ(θ, φ)] = sin θ∂φH(θ, φ),

∂φJ(θ, φ) = −∂θ
[
sin2 θH(θ, φ)

]
.

(7.2.37)

と書くことができ,さらに関数H(θ, φ), J(θ, φ)は以下の微分方程式を満たす.(
∂2φ + sin2 θ∂2θ

)
H + 5 sin θ cos θ∂θH + (4 cos2 θ − 2 sin2 θ)H = 0,(

∂2φ + sin2 θ∂2θ
)
J + 3 sin θ cos θ∂θJ + (2 cos2 θ − 1)J = 0

(7.2.38)

さらにこれらの微分方程式も厳密に解くことができ,解は

H(θ, φ) = H(θ)eimφ, J(θ, φ) = J(θ)eimφ,

H(θ) =
1

(sin θ)2

[
A1

(
tan

θ

2

)m
+A2

1(
tan θ

2

)m
]
,

J(θ) =
i

sin θ

[
A1

(
tan

θ

2

)m
−A2

1(
tan θ

2

)m
]
.

(7.2.39)

となる.ここで A1, A2 は積分定数である.
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7.2.2 ∆HAの書き換え

dS時空に双対な CFTは時間無限遠に存在すると考えられ,その 2次元球面 (θ, φ)

において時間座標を φとみなし,以下のような部分領域 Aを取る.

t = t∞, θ1 ≤ θ ≤ θ2, φ = φ∗ = const. (7.2.40)

ここで dS/CFT対応における holographic stress tensorはAdS/CFT対応におけ

る holographic stress tensorを解析接続することで得られる. dS時空の漸近境界

t→ ∞で hφφ を

hφφ cosh
2 t = 2 cosh2 t(1− tanh t)Hφφ + · · · . (7.2.41)

のように展開して,解析接続した式 Tµν = iRdS

8πGN
Hµν を用いると,

Tφφ =
−iRdS
16πGN

sin2 θH(θ, φ) (7.2.42)

が得られ,同様に

Tθθ =
iRdS

16πGN
H(θ, φ) (7.2.43)

Tθφ =
iRdS

16πGN
J(θ, φ) (7.2.44)

となる. (7.1.22)に対して平面座標 (x, t)から球面座標 (θ, φ)に移るようなステレ

オグラフィック射影

x =
sin θ

1− cos θ
(7.2.45)

を用いると,以下のように∆HA が得られる.

∆HA =2π

∫ θ2

θ1

dθ
tan2 θ2

2 sin2
(
θ
2

) · sin ( θ−θ12

)
sin
(
θ2−θ
2

)
sin2

(
θ
2

)
sin
(
θ2−θ1

2

) Tφφ (7.2.46)

=
−iRdS
8GN

∫ θ2

θ1

dθ
tan2 θ2

2 sin2
(
θ
2

) · sin ( θ−θ12

)
sin
(
θ2−θ
2

)
sin2

(
θ
2

)
sin
(
θ2−θ1

2

) sin2 θH(θ, φ) (7.2.47)
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holographic stress tensorの発散に対するCFT側からの解釈

ここで holographic stress tensorは線形化アインシュタイン方程式の解を用いると,

Tθθ =
iRdS

16πGN

eimφ

(sin θ)2

[
A1

(
tan

θ

2

)m
+A2

1(
tan θ

2

)m
]

(7.2.48)

Tθφ =
iRdS

16πGN

ieimφ

sin θ

[
A1

(
tan

θ

2

)m
−A2

1(
tan θ

2

)m
]

(7.2.49)

Tφφ =
−iRdS
16πGN

eimφ

[
A1

(
tan

θ

2

)m
+A2

1(
tan θ

2

)m
]
. (7.2.50)

として与えられるが,これはmを固定したモードで θ = 0, πで発散することがわ

かる.これはコンパクトな空間に対して摂動を与えた時に避けられない発散であ

るが,双対な CFT側の言葉で理解することができる.

2次元 CFTにおいて共形次元 (h, h̄) を持つプライマリー演算子を挿入した場合

の energy stress tensor の期待値を計算する.

energy stress tensor の Laurent展開を用いることで, 次のように期待値を計算で

きる.

〈O|T (z)|O〉 = 〈O|z−2L0|O〉 = h

z2
(7.2.51)

〈O|T (z)(L−1)
m|O〉 = 〈O|z−2−mLm(L−1)

m|O〉 = (m+ 1)!h

z2+m

〈O|(L1)
mT (z)|O〉 = 〈O|(L1)

mL−mz
−2+m|O〉 = (m+ 1)!hz−2+m.

(7.2.52)

(7.2.51) はプライマリー演算子による励起に対応し, (7.2.52) はディセンダント場

による励起に対応する.

次に, 以下のステレオグラフィック射影を用いて平面座標を球面座標へ写像する.

z =
eiφ sin θ

1− cos θ
, z̄ =

e−iφ sin θ

1− cos θ
. (7.2.53)

energy stress tensor の座標変換を用いることで,次の期待値が得られる.

〈O|Tθθ|O〉 =

[(
eiφ

1− cos θ

)2

〈O|T (z)|O〉+
(

e−iφ

1− cos θ

)2

〈O|T̄ (z̄)|O〉

]
=
h+ h̄

sin2 θ

(7.2.54)
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〈O|Tθθ(L−1)
m|O〉 =

[(
eiφ

1− cos θ

)2

〈O|T (z)(L−1)
m|O〉+

(
e−iφ

1− cos θ

)2

〈O|T̄ (z̄)(L−1)
m|O〉

]

=
(m+ 1)!(h+ h̄)

sin2 θ
(eimφ + e−imφ)

(
1− cos θ

1 + cos θ

)m
2

(7.2.55)

〈O|(L1)
mTθθ|O〉 =

[(
eiφ

1− cos θ

)2

〈O|(L1)
mT (z)|O〉+

(
e−iφ

1− cos θ

)2

〈O|(L1)
mT̄ (z̄)|O〉

]

=
(m+ 1)!(h+ h̄)

sin2 θ
(eimφ + e−imφ)

(
1 + cos θ

1− cos θ

)m
2

(7.2.56)

θ と φ への依存性に着目すると, 最初の式とその後の二式は (7.2.48) における m

モードと −m モードに対応していることがわかる.

さらに,

〈O|Tθφ|O〉 =

[
ie2iφ sin θ

(1− cos θ)2
〈O|T (z)|O〉+ −ie−2iφ sin θ

(1− cos θ)2
〈O|T̄ (z̄)|O〉

]
=
i(h− h̄)

sin θ

(7.2.57)

〈O|Tθφ(L−1)
m|O〉 =

[
ie2iφ sin θ

(1− cos θ)2
〈O|T (z)(L−1)

m|O〉+ −ie−2iφ sin θ

(1− cos θ)2
〈O|T̄ (z̄)(L−1)

m|O〉

]

=
i(m+ 1)!(h− h̄)

sin θ
(eimφ + e−imφ)

(
1− cos θ

1 + cos θ

)m
2

(7.2.58)

〈O|(L1)
mTθφ|O〉 =

[
ie2iφ sin θ

(1− cos θ)2
〈O|(L1)

mT (z)|O〉+ −ie−2iφ sin θ

(1− cos θ)2
〈O|(L1)

mT̄ (z̄)|O〉

]

=
i(m+ 1)!(h− h̄)

sin θ
(eimφ + e−imφ)

(
1 + cos θ

1− cos θ

)m
2

(7.2.59)

これらは (7.2.49) に対応する.

最後に,

〈O|Tφφ|O〉 =

[
−
(
eiφ sin θ

1− cos θ

)2

〈O|T (z)|O〉 −
(
e−iφ sin θ

1− cos θ

)2

〈O|T̄ (z̄)|O〉

]
=− sin2 θ 〈O|Tθθ|O〉 .

(7.2.60)
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〈O|Tφφ(L−1)
m|O〉 =

[
−
(
eiφ sin θ

1− cos θ

)2

〈O|T (z)(L−1)
m|O〉 −

(
e−iφ sin θ

1− cos θ

)2

〈O|T̄ (z̄)(L−1)
m|O〉

]
=− sin2 θ 〈O|Tθθ(L−1)

m|O〉 .
(7.2.61)

〈O|(L−1)
mTφφ|O〉 =

[
−
(
eiφ sin θ

1− cos θ

)2

〈O|(L−1)
mT (z)|O〉 −

(
e−iφ sin θ

1− cos θ

)2

〈O|(L−1)
mT̄ (z̄)|O〉

]
=− sin2 θ 〈O|(L−1)

mTθθ|O〉 .
(7.2.62)

これらは (7.2.50) に対応する.

7.2.3 ∆SAの書き換え

エンタングルメントエントロピーについても dS/CFT対応における笠–高柳公式

を用いて重力の言葉に書き直す必要がある.ここで節 5.2.2で見たものを使いたい

ところであるが,この公式はエンタングルメントエントロピーの最高次で正しい

結果を与えるが,一次摂動に対して正しく第一法則を満たす結果を与えないこと

がわかる.

実際に図 5.8のような測地線は

Lorentzian:

cot

(
θ − θ2 + θ1

2

)
=

− sinh t√
1− cosh2 t

(
1− tan2 θ2−θ12

) , φ = φ∗ = const.(7.2.63)

Euclidean:

τ = 0,
θ2 + θ1

2
− θ2 − θ1

2
≤ θ ≤ θ2 + θ1

2
+
θ2 − θ1

2
, φ = φ∗ = const. (7.2.64)
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で与えられ,これらを用いて線形化アインシュタイン方程式の摂動解のm = 0の

モードを用いて計算すると∆SA は以下のように求まる.

∆S

(
θ2 + θ1

2
,
θ2 − θ1

2
, φ

)
=

RdS
8GN

∫
dt
√
g(0)g

(1)
ab g

(0)ab

=
RdS
8GN

∫
dt
θ̇2 cosh2 t(1− tanh t)√

−1 + θ̇2 cosh2 t
H(θ(t,

θ2 + θ1
2

,
θ2 − θ1

2
), φ)

=
i(A1 +A2)RdS

4GN[
sin θ2+θ1

2

sin θ2−θ1
2

(
arctanh

(
1

sin θ2+θ1
2

)
− arctanh

(
sin θ2−θ1

2

sin θ2+θ1
2

))
− 1

sin θ2−θ1
2

+ 1

]
(7.2.65)

しかし,この結果は (7.2.47)と一致しないことがわかる.

ここでエンタングルメントエントロピー (Pseudoエントロピー)が dS/CFT対応

においても時空の幾何構造と密接に結びつき,さらに対応する CFTが AdSに双

対な CFTからの解析接続で得られる性質を満たすものであると信じる立場に立

つと, dS/CFT対応における笠–高柳公式を改善する必要がある.

ここで問題だと考えられるのは笠–高柳公式で用いる dS時空の globalな構造が

AdS時空からの解析接続で得られるものと異なる点であり,特に Euclidean dSを

t = 0から移る行為が悪さをしていると考えられる.実際に (7.2.65)は積分の下端

である t = 0の寄与を除けば正しく第一法則を満たす.したがって dS/CFT対応

における笠–高柳公式を以下のように改善する.

測地線の式を以下のように書き直す.

cosh t =
1√

− sin2
(
θ + π

2 − θ1+θ2
2

)
tan2 θ2−θ12 + cos2

(
θ + π

2 − θ1+θ2
2

) (7.2.66)

測地線を θでパラメトライズし,実数として定義されていたものを複素平面まで拡

張する.これによって AdS/CFT対応での計算と解析接続で一致するようになる.

具体的な積分領域は図 7.2のように複素平面の極である θ = 0, πを避けるように

取る.この時線形化アインシュタイン方程式の一般解に対して測地線の変化分は

∆L =
1

2

∫ θ2

θ1

dθ
i

tan θ2−θ1
2

(
1−

cos(θ − θ2+θ1
2 )

cos θ2−θ12

)
H(θ, φ) (7.2.67)
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図 7.2: 複素平面に拡張した θの積分経路

で与えられ,したがってエンタングルメントエントロピーの変化分は

∆SA =
−iRdS
8GN

∫ θ2

θ1

dθ
tan2 θ2

2 sin2
(
θ
2

) · sin ( θ−θ12

)
sin
(
θ2−θ
2

)
sin2

(
θ
2

)
sin
(
θ2−θ1

2

) sin2 θH(θ, φ) (7.2.68)

となる.この結果は (7.2.47)と一致しており,エンタングルメントエントロピーの

第一法則が成立することが確認できる.

ここで改善した笠–高柳公式がエンタングルメントエントロピーの最高次に対

しても正しい結果を与えることを確認しておく.上記の積分経路に対して測地線

距離は

L =i

∫ θ2+δ

θ1−δ
dθ
√
ṫ 2 − cosh2 t

=i

∫ θ2+δ

θ1−δ
dθ

tan θ2−θ1
2

− sin2
(
θ + π

2 − θ1+θ2
2

)
tan2 θ2−θ12 + cos2

(
θ + π

2 − θ1+θ2
2

)
=2it∞ + i log sin2 θ2−θ12 + π

(7.2.69)

これは節 5.2.2で求めた測地線距離と等しく,結果的に (5.2.60)と同じエンタング

ルメントエントロピーを与えることがわかる.
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7.2.4 Bañados mapを用いた等価性の解析

3次元時空は重力の自由度がないため, 3次元 dS時空もAdS時空と同様に任意の

漸近的 dS時空の計量は局所的に pure dSに変換できると期待できる.さらにそれ

は dS時空に双対なCFTの共形変換に対するバルクでの対応物で実現できると考

えられるので,ここでは AdS時空で共形変換に双対な Bañados mapを解析接続

で dS時空に拡張したものを用いる (節 5.2.3参照).

この節では 3次元 dS時空における線形化アインシュタイン方程式とエンタング

ルメントエントロピーの第一法則についての等価性をこの Bañados mapを用い

て示す.

Bañados mapを用いた∆SA の導出

摂動を加えた 3次元 dS時空におけるエンタングルメントエントロピーを計算す

る.部分領域 A として x1 ≤ x ≤ x2, y = y∗ = const. を選ぶ.次に, Bañados map

を用いて摂動された dS時空の座標 (τ, x, y) を Poincaré dS (T,X, Y ) に変換す

る.このとき部分領域 A は A′ に, UV カットオフ ε̃p は ε̃ に対応する. 節 5.2.3と

同様に w = x+ iy, w̄ = x− iy, ξ = X + iY, ξ̄ = X − iY とおく.

以下のような共形変換の一次摂動を考える.

ξ = w + δf(w), ξ̄ = w̄ + δf̄(w̄). (7.2.70)

この時 Bañados mapは次のように書ける.

ξ ' w + δf(w) +
1

2
τ2δf̄ ′′(w̄),

ξ̄ ' w̄ + δf̄(w̄) +
1

2
τ2δf ′′(w),

T ' τ(1 +
1

2
δf ′(w) +

1

2
δf̄ ′(w̄)). (7.2.71)

摂動された dS時空でのエンタングルメントエントロピーは Poincaré dS座標で

求まるエンタングルメントエントロピーを Bañados mapによって座標変換する
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ことで以下のように計算できる.

SA(y∗, x1, x2) = SA′(Y∗, X1, X2)

=
ic̃

6
log

(X2 −X1)
2

ε̃1ε̃2
+
πc̃

6

' ic̃
6
log

((
(w2+w̄2)

2 − (w1+w̄1)
2

)
+
(

(δf(w2)+δf̄(w̄2))
2 − (δf(w1)+δf̄(w̄1))

2

))2
ε̃p1ε̃p2

√
1 + δf ′(w1)

√
1 + δf̄ ′(w̄1)

√
1 + δf ′(w2)

√
1 + δf̄ ′(w̄2)

+
πc̃

6

' ic̃
6
log

(x2 − x1)
2

ε̃p1ε̃p2
+
πc̃

6

+
ic̃

6

(
(δf(w2) + δf̄(w̄2))− (δf(w1) + δf̄(w̄1))

x2 − x1

− 1

2

(
δf ′(w2) + δf̄ ′(w̄2) + δf ′(w1) + δf̄ ′(w̄1)

))
'S0th +∆S

(7.2.72)

したがって,一次摂動によるエンタングルメントエントロピーの変化分は

∆SA ' ic̃

6

(
(δf(w2) + δf̄(w̄2))− (δf(w1) + δf̄(w̄1))

x2 − x1

− 1

2

(
δf ′(w2) + δf̄ ′(w̄2) + δf ′(w1) + δf̄ ′(w̄1)

)) (7.2.73)

で与えられる.

Bañados mapを用いた∆HA の導出

(7.2.70)のような一次摂動に対して

ds2 = R2
dS

[
−dτ

2

τ2
− T (w)(dw)2 − T̄ (w̄)(dw̄)2 +

(
1

τ2
+ τ2T (w)T̄ (w̄)

)
dwdw̄

]
(7.2.74)

のように計量は変化し,その時 T (w), T̄ (w̄)は以下のように与えられる.

T (w) ' −1

2
δf ′′′(w), T̄ (w̄) ' −1

2
δf̄ ′′′(w̄). (7.2.75)
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したがって, 計量の一次摂動は次のようになり,

ds2 'R2
dS

[
−dτ2 + dx2 + dy2

τ2
+

1

2
(δf ′′′(w) + δf̄ ′′′(w̄))dx2

− 1

2
(δf ′′′(w) + δf̄ ′′′(w̄))dy2 + i(δf ′′′(w)− δf̄ ′′′(w̄))dtdy

] (7.2.76)

これらから dS/CFT対応における holographic stress tensorを得られる. 解析接

続によって得られる dS/CFT対応における holographic stress tensorは

Tµν =
iRdS
8πGN

Hµν (7.2.77)

である. ここで Hµν は計量の一次摂動である. 式 (7.2.76) から

Hyy = −1

2
(δf ′′′(w) + δf̄ ′′′(w̄)) (7.2.78)

と読み取れるため, 以下を得る.

Tyy ' − iRdS
16πGN

(δf ′′′(w) + δf̄ ′′′(w̄)). (7.2.79)

ここで, Euclidean AdS では y が Euclid時間であったことを思い出し, dS3 に

おける双対 CFT においても y が時間座標であるとみなす. また,解析接続した

Brown-Henneaux関係式 (5.2.48) を用いて部分積分を繰り返すと, 最終的に次を

得る.

∆HA =2π

∫ x2

x1

dx
(x2−x1

2 )2 − (x− x2+x1

2 )2

x2 − x1
Tyy

'− ic̃

12

∫ x2

x1

dx
(x2−x1

2 )2 − (x− x2+x1

2 )2

x2 − x1
(δf ′′′(w) + δf̄ ′′′(w̄))

' ic̃
6

(
(δf(w2) + δf̄(w̄2))− (δf(w1) + δf̄(w̄1))

x2 − x1

− 1

2

(
δf ′(w2) + δf̄ ′(w̄2) + δf ′(w1) + δf̄ ′(w̄1)

))
(7.2.80)

この結果は式 (7.2.73)と一致しており, dS3/CFT2対応における第一法則 ∆SA =

∆HA が示せた.
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7.3 AdS/BCFT対応におけるBañados mapを用い

た等価性の解析

この節では AdS/CFT対応や dS/CFT対応で成り立っている線形化アインシュ

タイン方程式とエンタングルメントエントロピーの第一法則についての等価性

を AdS/BCFT対応の枠組みで示す.このような試みは [146]での論文で [140]で

Faulknerらが用いた共変性を保ったまま重力の計算を行う形式によって行われて

おり,そこでは線形化アインシュタイン方程式だけでなく線形化ノイマン境界条

件が第一法則成立のために必要であることが議論されている.

この節では AdS3/BCFT2 対応に議論を制限し, 3次元 AdS時空の強い対称性か

ら得られる Bañados map(節 2.3.6参照)を用いてこの等価性を示していく.

Bañados mapを用いた∆SA の導出

摂動された 3次元AdS時空中に EOWブレーンを挿入した状況を考える.この時,

境界上の x > 0の領域に BCFTが実現される.この摂動された AdS時空におけ

るエンタングルメントエントロピーを計算し,摂動前と比較することで∆SAを求

める.部分領域 Aは

t = t0, 0 ≤ x ≤ x0 = l (7.3.81)

とする (図 7.3の左図). 次に,Bañados mapを用いて,摂動された AdSの (z, x, t)

座標を Poincaré AdS の (η,X, T ) 座標へと変換する.このとき,部分領域 A は A′

に対応し,UV カットオフ ε は δ に対応させる.さらに (u, v) = (t− x, t+ x) およ

び (U, V ) = (T −X,T +X) を導入する. 摂動前の Poincaré座標は

ds2 = R2
AdS

dη2 − dUdV

η2
(7.3.82)

のように書かれる.ここで BCFTの境界 x = 0が変換によって変わらないことを

要請し,一般の共形変換 ũ = p(u), ṽ = q(v)に対して p = qを要請し,その際の一

次摂動は

ũ = u+ δp(u), ṽ = v + δp(v) (7.3.83)
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図 7.3: 摂動された AdS(左図)から Poincaré AdS(右図)への Bañados map

で与えられる.さらに対応する Bañados mapによる一次摂動は

U ' u+ δp(u) +
1

2
z2δp′′(v)

V ' v + δp(v) +
1

2
z2δp′′(u)

η ' z(1 +
1

2
δp′(u) +

1

2
δp′(v))

(7.3.84)

となる.この時 p′(u) = dp
du (u)と表記している. これらを用いて,摂動された AdS

時空でのエンタングルメントエントロピーは Poincaré座標で得られるエンタング

ルメントエントロピーを Bañados mapで変換することで得られ,

SA(t0, x0) = SA′(T0, X0)

=
c

6
log

X0

δ
+
c

6
log

1 + sinα

cosα

' c

6
log

1
2 ((v0 − u0) + (δp(v0)− δp(u0)))

ε
√
(1 + δp′(v0))(1 + δp′(u0))

+
c

6
log

1 + sinα

cosα

' c

6
log

x0
ε

+
c

6
log

1 + sinα

cosα
+
c

6

(
δp(v0)− δp(u0)

v0 − u0
− 1

2
δp′(v0)−

1

2
δp′(u0)

)
' S0th +∆S

(7.3.85)

を得る.したがって,エンタングルメントエントロピーの変化分は

∆S ' c

6

(
δp(v0)− δp(u0)

v0 − u0
− 1

2
δp′(v0)−

1

2
δp′(u0)

)
(7.3.86)
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となる.

Bañados mapを用いた∆HA の導出

Bañados mapによって計量は以下のように変わることが知られている.

ds2 =R2
AdS

[
dz2

z2
+ T+(u)(du)

2 + T−(v)(dv)
2 −

(
1

z2
+ z2T+(u)T−(v)

)
dudv

]
=R2

AdS

[
dz2 − dt2 + dx2

z2
+ (T+ + T− − z2T+T−)dt

2

+ (T+ + T− + z2T+T−)dx
2 − 2(T+ − T−)dtdx

]
,

(7.3.87)

ここで微小変換に対応する T+.T− は

T+(u) ' −1

2
δp′′′(u), T−(v) ' −1

2
δp′′′(v). (7.3.88)

となる.結果として計量は

ds2 'R2
AdS

[
dz2 − dt2 + dx2

z2
− 1

2
(δp′′′(u) + δp′′′(v))dt2

− 1

2
(δp′′′(u) + δp′′′(v))dx2 + (δp′′′(u)− δp′′′(v))dtdx

]
.

(7.3.89)

となる.ここで holographic stress tensor Tµν =
dRd−1

AdS

16πGN
Hµν を考えると, (7.3.89)

から

Htt = −1

2
(δp′′′(u) + δp′′′(v)) (7.3.90)

を読み取ることができ,以下のように得られる.

Ttt ' − RAdS
16πGN

(δp′′′(t+ x) + δp′′′(t− x)) . (7.3.91)

さらに Brown-Henneaux関係式 c = 3RAdS

2GN
を用いた上で,部分積分を繰り返すと

最終的に次を得る.

∆E = 2π

∫ x0

0

dx
x20 − x2

2x0
Ttt

' − c

12

∫ x0

0

dx
x20 − x2

2x0
(δp′′′(t0 + x) + δp′′′(t0 − x))

' c

6

(
δp(t0 + x0)− δp(t0 − x0)

2x0
− 1

2
δp′(t0 + x0)−

1

2
δp′(t0 − x0)

)(7.3.92)
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この結果は (7.3.86) と一致し,第一法則 ∆S = ∆E が成り立つことを示している.

この章では触れていないが p = q の制約がない場合,すなわち通常の AdS/CFT

対応 の場合にも同様の Bañados mapを用いた手法で第一法則が成り立つことを

確認できる.
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第8章

まとめと展望

本修士論文のまとめ

本修士論文では, ホログラフィ原理における様々な双対性 (AdS/CFT 対応,

AdS/BCFT対応, dS/CFT対応)について,特に量子情報理論との関連性を強調

しながら紹介し,さらにはそれらの前提知識を用いて著者が修士課程のうちに研

究した内容について紹介した.

第 2章では,ホログラフィ原理の中で最も成功している例としてAdS/CFT対

応の紹介をしている. AdS時空を張る座標やAdSブラックホールの熱的性質を整

理したのちに,共形場理論の諸性質 (対称性,相関関数,OPEなど)を見た.それら

を用いて AdS/CFT対応の主張を確認し,その具体的な使い方やいくつかの対応

関係の例をまとめた.

第 3章では, AdS/CFT対応の文脈で発展している量子情報的な側面について

紹介している.量子情報理論の基礎をまとめ,エンタングルメントエントロピーの

重要性に言及した.そこから場の理論と重力理論においてエンタングルメントエ

ントロピーがどのように計算されるかを説明していくつかの例も示した.最後に

は,エンタングルメントエントロピーが捉えきれない多体量子相関について最近

の発展を紹介した.さらには局所量子クエンチにおけるmulti-entropyの時間発展

を計算しており,これは著者自身の新しい結果である.
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Soryushiron Kenkyu



第 8章. まとめと展望 227

第 4章では, AdS/CFT対応から拡張して境界付き共形場理論 (BCFT)に関す

る双対性を紹介している. 境界を入れることによって現れる BCFT特有の寄与に

ついて元の CFTと比較しながら整理した.その後には BCFTに対する重力双対

を AdS時空上に挿入した End-of-the-World (EOW)ブレーンを用いて実現でき

ることを見た.この章でも BCFTにおける境界エントロピーを見て量子情報的な

側面に言及している.

第 5 章では, さらに AdS/CFT 対応を拡張して dS 時空に対する双対性を紹

介している. dS時空を張る座標やそこで生じるブラックホールと Cosmological

Horizonの性質,さらには dS時空での量子論を考えた時に現れる特殊性を整理し

た.それらを踏まえて dS/CFT対応の主張を確認し, AdS/CFT対応からの解析接

続を用いた構成方法とその問題点をまとめている.さらにはここでも dS/CFT対

応におけるエンタングルメントエントロピー (Pseudoエントロピー)に言及して

いる.最後に言及した, dS3/CFT2対応における Bañados mapは [11]において導

入された新しい結果である.

第 6章では, timelikeに挿入した EOWブレーンにスカラー場を挿入すること

で生じるダイナミクスから得られる結果をまとめている.一つ目は,ブレーン上の

dS/CFT対応を考え, null energy condition (NEC)からその双対なスカラー演算

子の共形次元を実に制限できることを見た.二つ目は, timelikeに部分領域を取っ

た際に g定理が成立することをホログラフィックに導出した.最後に,ブレーン上

の誘導計量を FLRW型に持っていくことで様々な宇宙論モデルを構成した.これ

らは著者らによって書かれた [10]の内容がメインである.高次元の宇宙論モデル

や inflationモデルに関しては ongoingの研究の結果である.

第 7 章では, AdS/CFT 対応ですでに知られていた重力理論と量子論の基礎

方程式の双対性が dS/CFT 対応でどのように成り立つのかを議論した. まずは

AdS/CFT対応において線形化アインシュタイン方程式がエンタングルメントエ

ントロピーの第一法則と等価であるというのがどのように示されるかをレビュー

した.それらを用いて dS/CFT対応で等価性が成り立つことを確認した.その際

に,dS/CFT対応におけるエンタングルメントエントロピーの公式を,測地線を複

素方向に拡張するという改善方法を提案している.さらには Bañados mapを用い

た証明も紹介している.これらは著者らによって書かれた [11]の内容がメインで

ある. AdS/BCFT対応における双対性の計算は著者独自で行なったものである.
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新たなホログラフィ原理の探究に向けて

本修士論文では,ホログラフィ原理の基礎から最近の応用まで幅広く紹介した.

最後にホログラフィ原理,ひいては量子重力理論探究についての今後の展望につ

いて述べておきたいと思う.

量子情報理論がホログラフィ原理において重要であるという事実を踏まえた

上で,エンタングルメントエントロピーは非常に強力な武器ではあるが,実はそれ

だけでは不十分である.この量は二体系の純粋状態にのみ適用可能なので,多体系

や混合状態の量子エンタングルメントを適切に測る事はできないのである.しか

し,多体系は二体系よりも豊富な量子相関を持っていることが知られており,ホロ

グラフィ原理で重要になってくることも明らかである.さらに混合状態は既にホ

ログラフィ原理において多く現れており,ブラックホールの解析などには必要不

可欠である.このようにエンタングルメントエントロピーでは捉えられない新た

な量子相関を用いてホログラフィ原理を捉え直すことが重要であると考えられる.

現状のホログラフィ原理は最も成功してきた AdS/CFT対応を用いて考えら

れることが多い.しかし, AdS時空というのは負の宇宙定数を持つ時空のことであ

り,我々が住む膨張宇宙を正しく記述する事はできない.したがって, AdS時空の

双対性を,正の宇宙定数を持つ dS時空に拡張しようという試みが盛んに行われて

いる. dS/CFT対応と呼ばれるこの双対性は本修士論文においてもメイントピッ

クである.しばしばこの対応は AdS/CFT対応を解析接続することで得られるが,

そこには非ユニタリー性などの dS時空特有の問題がいくつもある.このような

AdS以外の時空へのホログラフィ原理の拡張はどこまで可能で,どのように定式

化されるのかについての理解を進めていくことが重要である.

ホログラフィ原理は未知の量子重力理論を既知の量子論を用いて解析できる

という点で非常に強力な武器である.しかし,現状の研究の多くは計算のしやすい

古典極限を取ったものを扱っている.もちろん双対性そのものの研究という意味

でこういった研究にも大きな意義はあるのだが,真に量子重力理論について理解

を進めるためには古典極限に頼らずに量子重力の寄与を調べる必要がある.この
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ようなアプローチはほとんどヒントがなく非常に難解であるがゆえに,多くの研

究者が興味を持っているにも関わらず具体的な進展は限られたものにとどまって

いる.重力の量子効果を本質的に含むホログラフィの枠組みを構築し,古典重力を

超えた量子重力理論の性質を明らかにすることは,現在の素粒子物理学における

最も重要な課題の一つであると言える.

ここまで見てきたように,量子重力理論の探求は非常に深遠で,極めて挑戦的

なものである.その歴史は非常に長いにも関わらず,我々は未だに量子重力理論の

核心を掴みきれておらず,今日においても真理に魅了された多くの研究者が頭を

悩ませている. このように量子重力理論探究は未だ真っ暗闇の中にあるが,その中

でもホログラフィ原理というのは一筋の光として現れ,研究者に一つの方向性を

示した.次はどこに光が照らされるのか,その光がどのようなものかは,誰にも分

からない.今見えているわずかな光を拠り所にし,自らの直感でその先に何かがあ

ると信じ,手探りで歩みを進めていくのだ.
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