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概 要

この講義では、ゲージ・重力対応（AdS/CFT対応）とその応用について、主に
素粒子現象論の専門家を対象に解説を行いました。ゲージ・重力対応とは強結合量子
ゲージ理論と高次元の古典重力理論という、一見全く異なる理論間の対応関係です。
しかし、弦理論に基づいて一つ一つ順序だてて考えていくと、この対応に自然にたど
り着くことができます。講義では、このような基本的考え方を、古典場の理論のアナ
ロジーを交えながら直観的な理解を重視する形で説明しました。講義後半では、この
技術が超弦理論以外のどのような物理に応用され得るのか、いくつかの例（QCDへ
の応用、および非平衡物理への応用）を交えて概説しました。
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1 ゲージ・重力対応の基本思想
ゲージ・重力対応（AdS/CFT対応）とは、ある種の強く相互作用するゲージ場

の量子論が、高次元の曲がった時空上の古典重力によって記述できるとする対応関係
です。この対応の最も典型的な例としては、5次元 Anti de Sitter (AdS)時空上の重
力理論と 4次元N = 4超対称ゲージ理論 (SYM)との対応があります3。N = 4 SYM
理論は β関数がゼロであることから、スケール不変、より正確には共形不変な理論、
conformal field theory (CFT)です。
これが「AdS/CFT対応」の名前の由来ですが、AdSではない時空と、CFTでは

ない場の理論の対応も考えられています。実際、場の理論側がCFTであることや、重
力理論側の時空がAdSであることは、対応の成立に必ずしも必要ではありません。こ
の事実を念頭に、より一般性を感じさせる呼び方として「ゲージ・重力対応」や「ホ
ログラフィー」などの呼び方もあり、本稿では、「ゲージ・重力対応」の呼称を採用
します。なお、本講義で扱う理論形式は超弦理論に立脚したいわゆるトップダウン・
アプローチであり、現象論的なボトムアップ・アプローチには触れません。

1.1 基本的考え方：場の理論でのアナロジー

ゲージ・重力対応は、強結合ゲージ理論の量子論的期待値の計算が、重力側の古
典的計算により遂行できてしまうことを主張します。いったいどのような事情でその
ようなことが可能になるのでしょうか？私の理解では、ゲージ・重力対応の基本的ア
イディアは以下のように単純なものです。

同じ物理量を、異なる真空上で定義された二つの異な
る摂動論で別々に計算し、比較しているに過ぎない。

3双方の理論のより正確な記述は後で述べます。



同じ物理量の計算を行っているので、計算結果が一致するのは当たり前です。しかし
途中の計算手法は二つの摂動論の間で大幅に異なります。ここで「摂動論」と言いま
したが、これは超弦理論の摂動論の意味です。超弦理論はゲージ理論と重力理論を統
一している理論ですので、真空の選び方に応じて基本的自由度がゲージ理論であった
り重力理論であったりします。より具体的には、ある真空では「重力理論およびゲー
ジ理論」が、別の真空では「重力理論のみ」が低エネルギーの基本自由度として現れ
る、といったことが起こります。これら二つの真空上で構成した二つの異なる弦の摂
動論を用いて同じ物理量を計算すると、一方の計算はゲージ理論の自由度を含んだ計
算、他方は重力理論のみに立脚した計算となりますが、当然答えは一致します。これ
がゲージ・重力対応の基本です。1章ではこの考え方を重点的に説明します。

1.1.1 Euclidean ϕ3-理論

上で述べたように、「同じ物理量を、異なる真空で定義された二つの摂動論で計
算すると、答えは一致するが途中の計算手法が大幅に異なる」例は単純な古典的場
の理論にも存在します。まず、この考え方のヒントを探るために、場の理論における
例を復習してみたいと思います。例えば次のような Lagrangean密度で定義される、
Euclidean ϕ3-理論を考えます [1]。

L =
1
2
(∂ϕ)2 + V (ϕ), V (ϕ) = −1

2
m2ϕ2 +

λ

3!
ϕ3. (1)

V (ϕ)は下から boundされていませんが、今は古典的計算しかしませんので気にしな
いことにします。この理論の空間的に一様な古典解を求めるには V ′(ϕ) = 0を解けば
良く、解として ϕ = 0および ϕ = 2m2/λが得られます。これらの古典解を「真空」と
呼ぶことにすると、2つの異なる真空があることになります。今、Euclideanですの
で、(1)の質量項の負符号は、ϕ = 0真空周りでは (質量)2が −m2であり tachyonic
であることを意味します。一方 ϕ = 2m2/λの真空周りで場を展開して質量項を読み
取ると (質量)2は+m2です。これは V (ϕ)が「上下対称」であることからも、すぐに
判ります。
さてここで、ϕ = 2m2/λの真空周りの物理量を計算するのに、次の二通りの計算

を行って比較することにします:

1) ϕ = 0の真空（真空Aとする）周りの摂動論に立脚した計算。

2) ϕ = 2m2/λの真空（真空 Bとする）での摂動論を用いた計算。

真空 B周りの物理量の計算ですので、方法２）による計算は直接的であり単純です。
問題は、方法１）を用いてどのように計算を行うか、ということになります：

問題設定

ϕ = 0の真空（真空 A）周りの摂動論しか知らない者
が、ϕ = 2m2/λの真空（真空 B）周りの物理量を計算
したいとする。どうするか？

ここで、二つの異なる真空どうしを結び付ける重要な役割を果たすのが、一点関数＝
tadpoleダイヤグラムです。（後述するように、超弦理論では、この tadpoleダイヤ
グラムの役割を果たすのがD-braneになります。）真空Aの視点では、場は Bにお
いて期待値 ⟨ϕ⟩ = 2m2/λを持っていますので、真空 Aの摂動論の言葉では一点関数
が存在しています。この一点関数は真空 Aの摂動論ではどのように計算できるので
しょう？場の理論の標準的な手法としては L → L− Jϕのように source J を導入し、
生成汎関数 S(J)を求めて ⟨ϕ⟩ = δS(J)

δJ |J→0のようにして求めます。Feynmanダイヤ
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図１： １点関数（場の期待値）の計算

図２：consistency 条件(Schwinger-Dyson方程式）

図３： ２点関数の計算

グラム的には図 1のように表現されます。 このダイヤグラムの無限和（つまり最右
辺の weight w）を求めるには、もちろん「非摂動的な情報」が必要ですが、これは
図 2のような consistency条件（Schwinger-Dyson方程式）から得られます。最終的
に J → 0をとるため図 2右辺第一項のグラフは無視すると、図 2のグラフは以下の
数式に翻訳されます。

1
−m2

w =
(

1
−m2

)
(−λ)

1
2!

(
1

−m2

)
w2 (2)

ここで真空Aにおける propagatorは 1/(p2 −m2)（tachyonicな質量項に注意）です
が、tadpoleに向かっての運動量流入が無いことから 1/(−m2)となります。また右辺
を 2!で割っているのはグラフの対称性で割っています。これを解くと w = 0または
w = −2m4/λが得られ、一点関数（図 1の最右辺）としては

⟨ϕ⟩ =
1

−m2
w =

{
0 （真空A自身に対応）

2m2

λ （真空 Bに対応）
(3)

のように正しい答えが得られます。w = −2m4/λに関しては相互作用 λの逆数に比
例しており、確かに consistency条件のおかげで非摂動的情報が得られていることに
注意したいと思います。
それでは、これを用いて、真空Bまわりの 2点関数を真空Aまわりの摂動論を用

いて求めてみましょう。Feynmanダイヤグラムとしては図 3の無限個のダイヤグラ
ムの和となります。数式に翻訳すると

1
p2 − m2

+
1

p2 − m2

[
(−λ)

2m2

λ

1
p2 − m2

]
+

1
p2 − m2

[
(−λ)

2m2

λ

1
p2 − m2

]2

+ · · ·

=
1

p2 − m2

 1

1 −
[
(−λ)2m2

λ
1

p2−m2

]
 =

1
p2 + m2

. (4)



このように真空 Bまわりの propagatorが正しく計算されます。もちろん、真空 B周
りでの (質量)2はm2であったので、真空 Bまわりの摂動論を知っている者からすれ
ば、右辺は Bにおける propagaterの定義を一つ書いて終わりのはずでした。以上の
計算で行ったことをまとめると、以下のようになります。

まとめ

真空A周りの摂動論に、tadpoleをあらゆる可能な方法
で挿入した無限個のダイヤグラムの和が、真空B周りの
摂動論ではたった一本のダイヤグラムで計算されてしま
った。（この際、真空A周りの摂動論では tadpoleと場の
結合定数wを決定する必要があり、その値はconsistency
条件から非摂動的に求められた。）

実は、これがゲージ重力対応の考え方の基本となります。詳細は次節で説明しますが、
同じことを超弦理論で行うと、「tadpole」が「D-brane」に、「tadpoleと場の結合定
数」がD-braneの「tension」に、「consistency条件」が「modular不変性」に置き換
わります。そして「真空A」は「平坦な 10次元時空」、「真空B」は「black brane時
空」という曲がった時空となり、「平坦な時空上でD-braneが介在する無限個のダイ
ヤグラムの和」は、「black brane時空上の簡潔な計算」と等価である可能性が暗示さ
れるのです。

1.2 超弦理論での考察

ここで、超弦理論の基本について必要な説明をしたいと思います。超弦理論では重
力とゲージ理論を統一的に扱うことが可能となります。それは以下のような理由によ
ります4。理論に登場する弦の形態としては、次の 2種類が自然に導入されます。一つ
は輪ゴムのように閉じた closed string、他方は、線分のように二つの端点を持つ open
stringです。これらの弦は振動することが可能であり、「振動のしかた」の違いが弦の
性質の違いとして現れます。弦の長さが無視出来、弦を点粒子とみなして差し支えの
ない十分低エネルギー領域では、この振動の違いが、粒子の種類の区別となります。例
えば低エネルギーでは、closed stringは重力（graviton）として、open stringはゲー
ジ粒子（gluonに相当）として振舞うことが可能です5。closed stringと open string
の間には相互作用があり、例えば「open+open→closed」、「closed→open+open」の
ような反応を経て互いに移り合うことが可能です。このように、ゲージ場と重力が弦
の理論として同一の枠組みで扱われます。なお、弦の量子化の整合性から、超弦理論
は 10次元時空上で定式化されています。

1.2.1 二つの真空

それでは、ϕ3-理論での考察を超弦理論の立場で行うとどうなるでしょう。ここで
は closed stringのみで定義される type IIB 超弦理論の摂動論から出発させてくださ
い。この理論は closed stringの理論、つまり重力を含む理論ですので、「真空」とは
重力の方程式＝Einstein方程式の解としての時空構造そのものを意味します。そこで
「真空 A」や「真空 B」を探す作業は、この理論の解となる時空を探す作業となりま
す。低エネルギーでは type IIB 超弦理論は type IIB 超重力理論（一般相対性理論を
拡張したもの）となることが知られており、この超重力理論の解は詳細に解析されて

4ここでは、type IIB superstringを念頭に置きます。
5他の場として振舞うことも可能ですが詳細は省きます。



います [6, 10]。そこで、まずは超重力理論の範囲で考えましょう。type IIB 超重力理
論の解を与える 10次元時空は複数存在します。そのうちここで有用となる解は以下
の二つです。

• 平坦な時空（真空Aとします）：
トリビアルではありますが、説明上、計量を与えておきます。

ds2 = −dt2 + dx⃗2 + dr2 + r2dΩ2
5, (5)

ここで dx⃗2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2であり、(t, x⃗)を除いた残りの 6次元部
分は極座標表示しています。半径方向を rで、残りの「角度部分」の体積要素
を、5次元単位球面の体積要素 dΩ5を用いて表示しました。

• black 3-brane時空（真空 Bとします）[11]：
black 3-brane時空は電荷を持ったブラックホールのような6時空ですが、horizon
（事象の地平線）は 3+1次元方向に伸びており、直感的には 9+1次元時空内の
3+1次元の膜（超平面）の形をしたブラックホールです。この black 3-brane時
空の計量は以下で与えられます：

ds2 = H−1/2(−dt2 + dx⃗2) + H1/2(dr2 + r2dΩ2
5),

H = 1 +
r4
0

r4
, r0 = (4πgsNc)1/4ls. (6)

ここで現れる定数の説明は後ほど与えます。これは計量が rに依存する曲がった
時空ですが、ブレーン方向に相当する (t, x⃗)で張られる 3+1次元方向には並進・
回転・ブースト対称性が存在することが読み取れます。horizonの位置は r = 0
です。

1.2.2 tadpoleダイヤグラム：D-brane

それでは、この「black 3-brane時空」（真空Bに相当）周りの物理を、「平坦な時
空」（真空Aに相当）周りの摂動論しか知らない者が記述したい場合、どのようにし
たら良いでしょうか。ここで低エネルギー極限での超重力理論から、超弦理論に再び
戻って考えることにします。平坦な時空上での弦の摂動論は完成しています。問題は、
真空Bを再現するための tadpoleダイヤグラムを、平坦な時空の弦の摂動論にどのよ
うに導入したら良いか、ということになります。この問題に明快な解答を与えたのが
Polchinski[7, 8, 10]です。

● closed stringの tadpoleとしてのD-brane

black 3-brane時空は電荷を帯びたブラックホール的時空です。ここで、black 3-
brane時空が担う電荷はRamond-Ramond charge (RR charge)と呼ばれるもので、こ
れに結合するゲージ場は、Ramond-Ramond場（RR場）という一般には高階のテン
ソル場です7。従って、「平坦な時空」の視点で black 3-brane時空を眺めると、RR場
や gravitonが期待値を持っています。弦理論の言葉では、gravitonもRR場も closed
stringで現わされますので、closed stringが期待値を持っていることになります。質問
は、closed stringの tadpoleダイヤグラムは何か？ということになります。この closed

6ここでは horizonの面積がゼロの場合を考えるため、このような曖昧な表現を採用しました。
7この RR場は超重力理論に含まれる場の一つであり、ゲージ・重力対応の意味での「ゲージ場」とは全

く異なりますので、混同しないよう注意が必要です。



stringの tadpoleダイヤグラムがD-braneです。つまり、D-braneは closed stringを
吸収したり放出したりする sourceであり、closed stringが期待値を持っている状況
を、平坦な時空上の弦の摂動論の枠内で表現します。例えば平坦な時空 (5)の r = 0の
位置にD-braneを挿入すると、それは（無限遠方の平坦な場所から見た時に）closed
stringすなわち gravitonやRR場が r = 0の位置で期待値を持っている状況を表現し
ます。

D-braneは一般に広がりを持った objectです。例えば (5)の r = 0の位置は全体の
9+1次元時空のうちの 3+1次元部分空間ですので、r = 0の位置に存在するD-brane
は 3+1次元的に広がりを持つ objectです。一般に、p+1次元の広がりを持つD-brane
をDp-braneと呼びますので、ここで議論しているD-braneはD3-braneとなります。
ここで black 3-brane時空 (6)に目を移してみましょう。この時空は無限遠方（r →

∞）では (5)と同じ平坦な時空に漸近します。一方で r = 0付近では時空が曲がって
おり gravitonが期待値を持っています。（RR場に関しては省略していますが、同様
に期待値を持っています。）そしてその期待値は r = 0で与えられる 3+1次元超平面
近傍に分布しています。従って、D3-braneを (5)の r = 0に挿入したものは、black
3-brane時空 (6)を表現しているのではないでしょうか。
実際に、Polchinskiは、D-braneと closed stringの結合定数を弦理論の枠組みで、

以下で述べるmodular不変性を利用して計算し、D-braneのエネルギー密度（tension）
やRR電荷を計算しました。その結果、tensionと電荷の比が、知られていた超重力理
論解（例えばD3-braneに対しては black 3-brane解）の、無限遠から測った tension
やRR電荷の比と厳密に一致したのです。またD-braneは超弦理論でのT-dualityと
呼ばれる双対性を open stringも含めた形に一般化するなど、数々の整合性を満たし
ます。このことから、D-braneは超重力理論の black brane解を「平坦な時空上の弦
の摂動論で」記述するための closed stringの一点関数＝ tadpoleダイヤグラムであ
ることが確立したのです。この描像では、D-braneは closed stringを吸収・放出する
sourceですので、closed stringのダイヤグラム（より正確に言うとworldsheet：伝搬
する弦が sweepする 1+1次元の軌跡）がD-braneで終端したり、D-braneから始まっ
たりすることになります（図 4）。図 4では板状の物体がD-brane、シリンダーのよう
に描かれているのが closed stringの伝搬であり、D-braneが closed stringを吸収・放
出する過程が表わされています。

tension

=weight

D-brane

closed stringがpropagate

していると考えても良いし

open stringがloopを描いて

いると考えても良い。

図４： Modular不変性



● open stringの端点としてのD-brane

弦のworldsheetの理論は、その整合性のため、弦が張っている方向と伝搬する方向
を入れ替える変換（modular変換の一つ）で理論が不変である必要があります。そこ
で、closed stringがD-braneから吸収・放出されているworldsheetにおいて、弦の伝
搬方向と弦の伸びている方向を入れ替えてみましょう（図 4）。入れ替え前はD-brane
に垂直な方向が伝搬方向、平行な方向が弦の方向でしたが、入れ替えによって弦の伝
搬方向はD-braneに平行な方向、そして弦の伸びる方向はD-braneに対して垂直とな
ります。この描像では、弦はD-braneに端点を持ち、そして弦の重心座標はD-brane
の重心座標上を D-braneに平行な方向に動くことになります。端点を持つ弦は open
stringですので、まとめると、この描像ではD-brane上に open stringが存在してい
ることになります。このような入れ替えの下で理論が不変であることを要請すると、
もともと存在していた closed stringに加えて、D-brane上に open stringが存在して
いることが必要とされるのです。もともとの type IIB超弦理論は closed stringのみ
の理論としてスタートしましたが、tadpoleダイヤグラムであるD-braneを導入する
と、D-brane上に open stringの自由度が同時に導入されることになります。

1.2章の冒頭で、低エネルギーにおいて closed stringは重力の自由度を、open string
はゲージ理論の自由度を再現することをコメントしました。この意味で、D-brane上
にはゲージ理論が存在します。この一連の話の重要ポイントの一つは、平坦な時空上
の 10次元超重力理論に対する tadpoleダイヤグラム＝D3-braneを導入すると、3+1
次元部分空間上にゲージ理論の自由度が現れるという点です。このような描像は決し
て超重力理論の枠組みのみからは得られず、ゲージ理論と超重力理論を統一している
超弦理論にいったん持ちあがることによって、初めて明らかとなる描像でした。

1.2.3 真空A上での記述：closed string＋D3-brane

それでは、真空B＝ black 3-brane時空上の物理を真空A（平坦な時空）の弦の摂
動論で記述するための考察を始めましょう。D-braneと closed stringの間の結合定数
（ϕ3-理論の tadpoleグラフのweight w に相当）は tensionと呼ばれています。なぜな
らD-braneと closed stringの結合は、低エネルギーではD-braneと gravitonの結合と
なり、D-braneの単位体積あたりのエネルギーとみなすことが出来るからです。この
tensionを求める必要がありますが、これは ϕ3-理論同様、consistency条件から求める
ことが出来ます。具体的には図 4のグラフを考えます。ここで場の理論と違い、構成
粒子を点粒子から弦に持ち上げたことから来る重要な性質として、modular変換での
不変性により次の 2つの見方が可能となる点が挙げられます。図 4は closed stringが
propagateする treeダイヤグラムだと考えることも出来ますし、2枚のD-braneに端
点を持つ open stringが 1-loopを描くダイヤグラムだと考えることも出来ます。整合性
のためには両者の異なる考え方に基づく計算が一致しなければなりません。（modular
不変性。）この整合性から帰結されるD3-braneの tensionは

τ3 =
1

(2π)3gsl4s
(7)

で与えられます。ここで gs は弦の coupling constant、ls は弦の長さスケールです。
tensionが gsの逆数に比例していることから、これは非摂動的情報であることがわか
ります。ここで、ϕ3-理論の Schwinger-Dyson方程式で求めたweight wも λの逆数に
比例していたことを思い出しましょう。ここでいくつかコメントがあります。



• ゲージ理論の 1-loop≈重力の tree
「open stringの 1-loop」を「closed stringの tree」と考えても良い事実は、低
エネルギーの言葉では「ゲージ理論の 1-loop計算」が「重力の treeの計算」と
一致することを暗示しており、ゲージ・重力対応でゲージ理論側の量子論的計
算が重力理論側の古典的計算で遂行可能なことの理由となっています。

• D3-brane上のゲージ理論
D3-brane上にはゲージ理論が存在すると述べましたが、このゲージ理論は具
体的にN = 4 SYM理論であることが、超弦理論の計算から判っています。ま
たD-braneはRR chargeを持ちますが、この chargeが量子化されることから、
D-braneには枚数の概念が成立し、D-braneを何枚重ねるかに応じて整数のRR
chargeを表現できます。Nc枚のD3-braneを重ねた場合、このD3-braneの集合
の上にはゲージ群 U(Nc)のN = 4 SYM理論が存在します。なぜならば、open
stringの片方の端点が終端し得るD-braneの可能性としてNc通りの可能性が、
両方の端点を考慮すると open stringとしてはN2

c 通りの成分が存在することに
なります。低エネルギーのゲージ粒子の言葉では、adjoit場AµがN2

c 通りの成
分を持つことになり、これは U(Nc)ゲージ理論のそれに対応するからです。ま
た、D3-brane上のゲージ理論の結合定数 gY M と gsの間には

2πgs = g2
Y M (8)

の関係があります8。これは直感的には以下のように理解できます。D3-brane上
のゲージ理論の作用はD3-braneのエネルギー密度（tension）、つまり τ3 ∼ 1/gs

に比例するはずですが、一方でゲージ理論の作用は 1/g2
Y M に比例します。これ

らを比較することで、g2
Y M ∼ gsの関係が存在することが理解できます。具体的

導出は (17)から確認することができます。

1.2.4 真空Aから真空Bへ

それでは上記を用いて、ϕ3-理論での考察を超弦理論の枠組みに置き換えてみま
しょう。今までの考察をまとめると、ϕ3-理論での内容は表 1のようにまとめられま
す。これを超弦理論の枠組みに置き換えると表 2のようになり、場の理論のアナロ
ジーを用いると、「平坦な時空まわりで、D3-braneを挿入した無限個のダイヤグラム
の和」が「black 3-brane時空まわりの、D3-braneなしの一本のダイヤグラム」で計
算できてしまう場合があるのではないかと考えられます。 D-brane上にはゲージ理論

表 1: ϕ3-理論で真空Bまわりの物理をA、B、2つの真空上で計算

真空A上 真空B上
場の期待値 あり（2m2/λ） なし
tadpole あり（weight:w = −2m4/λ） なし
計算 tadpoleを挿入した tadpoleなしの

無限個のダイヤグラムの和 一本のダイヤグラム

が存在していましたので、低エネルギーの自由度で議論するとどうなるでしょう。す
ると、次のような大胆な推測が可能となってきます。

8ゲージ・重力対応の文献では、計算に現れる factorの煩雑さを避けるため「gY M」を g2
Y M = 4πgs で

定義している文献が数多くあります。従って、常に notationを確認しておく必要があります。



表 2: black 3-brane時空上の物理を２つの摂動論で記述

A：平坦な時空上 B：black 3-brane時空上
場の期待値 あり なし
tadpole: D3-brane あり（tension:τ3 ∝ g−1

s ） なし
計算 D3-braneを挿入した D3-braneなしの

無限個のダイヤグラムの和 一本のダイヤグラム
登場するmasless自由度 ゲージ理論＋超重力理論 超重力理論のみ

推測

平坦な時空上の「ゲージ理論＋超重力理論」の無限種
類のダイヤグラムの足し上げが、曲がった時空である
black 3-brane時空まわりの「超重力理論のみ」の単純
計算で遂行できてしまうのではないか。

この推測をさらに推し進めて具体化したのがゲージ・重力対応です。

1.2.5 Near-horizon極限

しかしながら、ゲージ・重力対応をこの推測から導出するには、さらにもう１ス
テップ必要です。なぜならば表 2の「平坦な時空」には、もともと存在していた 10次
元重力とD-brane上の 4次元ゲージ場が共存しているからです。もしゲージ理論のみ
に興味がある場合は、D-brane以外の重力の自由度を切り離す、あるいはD-brane上
のゲージ理論の自由度のみを取り出す必要があります。
ゲージ理論の自由度は D-brane上に局在しています。なぜならば open stringの

端点は D-braneから離れられないからです。より正確には、open stringの端点以外
の部分は弦の張力から決まる程度の長さ範囲でD-braneの周囲に分布していると言え
るでしょう。一方、対応する black 3-brane時空では、D3-braneのかわりに 3+1次
元方向に広がる horizonが存在し、gravitonなどの期待値もその周囲に分布していま
す。従って、A描像のD3-braneの情報、つまりゲージ理論の情報は直観的に B描像
の horizon近傍の重力自由度に対応しているのではないでしょうか。この直観が正し
ければ、horizon近傍の自由度のみ取り出せば、それは平坦な時空上のゲージ理論の
自由度のみを抜き出すことにならないでしょうか？とりあえず、やってみましょう。

black 3-brane時空の計量を再掲しておきます。

ds2 = H−1/2(−dt2 + dx⃗2) + H1/2(dr2 + r2dΩ2
5),

H = 1 +
r4
0

r4
, r0 = (4πgsNc)1/4ls = (2g2

Y MNc)1/4ls. (9)

ここで r0はこの時空の曲率等を決める典型的長さスケールであり、それは弦の長さ
スケール lsと gsNcで決まっています。ここでNcは対応するD3-braneの枚数です。
horizonは r = 0に存在しますので、horizon近傍の自由度を考えるために、r → 0極
限をとってみましょう。ただし、この極限の取り方には注意が必要です。目的はA描
像における D3-brane上の open stringの自由度に対応するものを抽出することにあ
りますので、open stringが織りなす物理のエネルギースケールは保ちたいと思いま
す。open stringのエネルギーが高ければ、open stringの端点以外の部分が振動により



D3-brane外に「はみ出る」領域も大きくなるでしょう。直観的には、open stringすな
わちゲージ理論の考えるエネルギースケールが高ければ高いほど、D3-braneから離れ
た領域、つまり rの大きな領域も重要となります9。これらの事情により、Maldacena
は次のような極限操作を提案しました。

r → 0, with
r

l2s
≡ u = fixed. (10)

この u固定の意味は以下のようになります。まず次元解析から uはエネルギーの次元
を持つことがわかります。何のエネルギーかと言うと、これは open string理論のエ
ネルギースケールに相当します。弦がD3-braneから外部に長さ rだけ伸びるために
は、（張力）×rに相当するエネルギーが必要です。ここで弦の張力は 1/(2πl2s)で定義
されています。従って uを固定することは、D3-braneから距離 rだけ伸びた弦のエ
ネルギーを固定することに対応します。
この説明をより厳密化してみましょう。D3-brane上に実現されているN = 4 SYM

理論はスケール不変な理論でしたので、上記で固定した「ゲージ理論側のエネルギー
スケール」について正確に考える必要があります。そこで、D3-brane上の理論に敢
えてエネルギースケールを手で導入して、このエネルギースケールを固定する方法を
考えましょう。具体的には、次のようなステップを踏みます。

1. Nc枚の重なったD3-brane上に実現されるU(Nc)ゲージ理論を考える代わりに、
U(Nc)×U(1)ゲージ理論から出発します。これはNc +1枚の重なったD3-brane
上に実現されるU(Nc + 1)ゲージ理論を考え、Nc + 1枚のD3-braneをNc枚の
重なったD3-braneの集団 (a)と、その集団から離れた 1枚のD3-brane (b)に分
離することで実現されます。このD-brane上の理論では、(a)-(b)間に張る open
stringがゲージ群を U(Nc + 1) → U(Nc) × U(1)のように破る Higgs場の役割
を果たします。このHiggs場の質量が、手で入れるエネルギースケールです。

2. まず、集団 (a)のD-braneの束を black 3-brane時空 (9)に置き換えてみましょ
う。ここでNcが十分大きいとすれば、集団 (a)が gravitonに及ぼす寄与に比べ
て (b)の寄与が無視できますので（つまり (a)に比べて (b)が十分軽い）、(b)の
D3-braneが black 3-brane時空に与える影響は無視できます（プローブ近似10）。
従って置き換え後の時空としては、black 3-brane時空 (9)に 1枚のD3-braneが
原点から離れた位置（r = r(1)とします）に挿入されている状況となります。も
とのD3-braneの描像では、Higgs場の質量、つまり (a)-(b)間を張る open string
の質量は「弦の張力∼ 1/l2s」×「(a)-(b)間の距離」となります。そこで、置き換
え後の描像でのHiggs場の質量を∼ r(1)/l2sとみなし

11、これを保ちながら r → 0
の極限操作を行うことにします。このようにすると、Higgs場の質量をある特定
の値に保った U(Nc) × U(1)ゲージ理論の重力双対が得られます。

3. Higgs場の質量は我々の問題設定に応じて任意に変化させることが出来ますの
で、ここで論じた極限操作は任意の r(1)に対して可能であるべきです。従って
自然なスケーリングとしては、r座標全体（r軸上の全ての点）について r/l2s を
固定するものとなります。このように考えると (10)に到達します。

4. 最後に、例えばHiggsの質量を無限大に持って行ったとしましょう。これは (b)
のD3-braneの位置が無限遠にある場合に相当します。この場合 U(Nc) × U(1)
ゲージ理論のU(1)部分は系 (a)から完全に decoupleしており、残るゲージ群は

9このように述べた時点で、2.2.2章で説明するゲージ・重力対応の「重力理論側の動径方向～ゲージ理
論のエネルギースケール」という見方が現れ始めているとも言えます。

10プローブ近似については 4.2.1章でも詳しく述べます。
11時空が曲がっていることを考慮すると、伸びた stringのエネルギーの計算には一般に

√
grrgttが入って

きますが、今の場合 grrgtt = 1です。



U(Nc)となります。Nc枚のD-braneのみから出発して考えた当初のスケーリン
グは、このような状況だと考えることもできます。

このように、「r → 0極限はとるが、D3-brane上の open string（ゲージ理論）の
物理は保つ（open stringのエネルギースケールは動かさない）」というメッセージが
(10)には込められています。ここで、(10)を実現するためには r → 0と同時に ls → 0
もとらねばならないことに注意しましょう。この極限において

H = 1 +
2g2

Y MNcl
4
s

u4l8s
→ 2g2

Y MNc

u4l4s
(11)

となります。当然、ゲージ理論の物理量である g2
Y MNcはスケールさせずに保ちます。

結果として、black 3-brane時空は次の時空にスケールされます：

ds2

l2s
=

u2

u2
0

(−dt2 + dx⃗2) +
u2

0

u2
du2

︸ ︷︷ ︸
AdS5

+u2
0dΩ2

5︸ ︷︷ ︸
S5

, (12)

ここで u4
0 = (r0/ls)4 = 2g2

Y MNcとしました。S5の部分はもともと動径座標 rに依存
していたのですが、極限をとった後ではこの依存性がキャンセルして、uに依存しな
い一定半径 u0の 5次元球面となっています。前半部分は、AdS5時空（5次元AdS時
空）そのものです。つまりAdS5時空との直積として S5が入ってきています。
ここで、時折耳にする誤解についてコメントしたいと思います。左辺を見て気づ

くことは、弦の長さスケール lsは右辺の時空の長さの単位の役割を果たしています。
従って、lsをどのような長さスケールに選ぼうとも、右辺の時空構造そのものは変化
せず、単に「単位」が変更を受けるだけです。それではこの「単位」はどのように選
ぶのでしょうか？それは、自分が計算したいゲージ理論側のパラメータに合わせて、
自分で設定すれば良いのです。良く耳にする誤解は、「lsは我々の世界のプランクス
ケール∼ 1019GeVに選ばねばならない」という誤った理解です。超弦理論を用いて
我々の宇宙の統一理論を構成したいのであれば、ls はプランクスケール ∼ 1019GeV
に選ばねばなりません。しかし、今我々がここで行っていることは、統一理論の構築
ではありません。超弦理論という「数学的道具」を活用して、ある摂動論を別の摂動
論に — つまりゲージ理論を重力理論に — 書き換えているだけです。書き換え道具
としての弦理論のパラメータは、記述しようとするゲージ理論に応じて設定すれば良
いのです。実際にゲージ理論側の各種物理量を計算してみると、lsは gs等とうまく組
み合わさって、結合定数などのゲージ理論の物理量に書き換えられることがわかりま
す。lsの選択は、ゲージ理論側の’t Hooft結合定数や（4章で説明するような、CFT
でない理論の場合は）理論スケールなどを選択する形で、目的に則して行われること
になります。

1.2.6 対応の確認

この AdS5 × S5時空上の重力理論が、はたしてD3-brane上のN = 4 SYM理論
に対応するのでしょうか？もしそうだとしたら、せめて両サイドで理論の対称性くら
いは一致していないと困ります。はたして一致しているでしょうか？

N = 4 SYM理論の（bosonicな）対称性は以下が知られています。

• Conformal対称性
先に説明したようにN = 4 SYM理論はCFTであり、3+1次元の conformal群
は SO(4, 2)であることが知られています。



• R-対称性
N = 4 SYM理論には、超対称性が 4つ存在します。この 4種類の超対称性を適
当な線形結合で組み換えても理論は不変であり、これがR-対称性です。具体的
にはこの対称性は SO(6)です。なぜならば、ゲージ場 Aµに 4種類の超対称変
換を施して、ゲージ場→フェルミオンの操作を行うと、4種類のフェルミオン
が得られます。これらを組み替える対称性は SU(4) ≃ SO(6)です。さらに残り
の 3種類の超対称変換をさらに施してフェルミオン→スカラー場の操作を施す
と 6個のスカラー場が得られます12。これら 6個のスカラー場を組み替える対
称性は、6成分の回転つまり SO(6)となります。

それでは、SO(4, 2) × SO(6)の対称性が AdS5 × S5 時空側に存在するでしょう
か？実は厳密に同じ対称性が存在します。SO(6)は 5次元球面の回転対称性ですので、
S5部分の対称性で実現されています。SO(4, 2)についてはAdS5の対称性です。なぜ
ならばAdS5時空は、時間方向が 2つ入った 6次元時空中の偽球面（双曲面）として
構成できます。そのような時空の対称性は、時間方向が 2つ、空間方向 4つの空間の
「回転」対称性ですので SO(4, 2)です。これで両者の対称性が厳密に一致しました。
もともとの black 3-brane時空はこのような対称性を実現していませんでしたので、
near-horizon極限後に見られるこの一致は、大変非自明な一致であると言えます。
なお、SO(6)対称性が R-対称性に対応することは、D3-braneの描像からより明

確に理解できます。N = 4 SYM理論に存在する 6個のスカラー場は open stringの
振動形態としてどのように実現されるのか考えてみましょう。弦理論では、弦の振動
形態の違いが粒子の違いを生み出します。今、10次元時空内の D3-brane上の open
stringが振動可能な方向としては、当然 10方向あります。（物理的振動のみ考える場
合は、そのうちの 2自由度はゲージ固定されます。）D3-braneが伸びている 3+1次元
方向に沿って弦が振動した場合、その振動方向は 3+1次元内の回転に対してベクトル
の変換を受けるため、このように振動している弦は 3+1次元の視点ではベクトル場、
つまりN = 4 SYM理論のゲージ場 Aµに相当します。（ゲージ固定される 2自由度
は Aµのうちの 2自由度に対応。）一方、振動可能方向として、D3-braneに垂直な 6
方向が残っています。この垂直方向に振動している弦は、3+1次元内の回転に対して
は変換を受けないスカラー場として振る舞います。もちろん振動方向に応じて粒子の
識別をしますので、このようなスカラー場が 6種類あることになります。この自由度
がN = 4 SYM理論の 6個のスカラー場として実現されます。上記では、R-対称性の
変換により 6個のスカラー場が互いに移りあうことを述べました。これは D3-brane
に垂直な 6つの振動方向が移りあうことを意味し、この変換はD3-braneの位置を原
点とする極座標において、角度方向（dΩ5方向）への時空の回転です。この回転対称
性が S5の SO(6)対称性として実現されています。このように、S5の SO(6)対称性
は、確かに D3-braneの描像では 6個のスカラー場を移り合わせる SO(6) R-対称性
に対応しているのです。

1.2.7 ゲージ・重力対応が予想である理由

ゲージ・重力対応は完全には証明されておらず、「予想」です。これが予想である
理由として、私には二つの理由が思いつきます。

1. 超弦理論の closed stringも含めた場の理論が完全には理解されておらず、「異な
る真空間を結び付ける操作」が、あくまで点粒子の場の理論からの類推でなさ
れていることがあると思います。

124 × 3を、最初と 2回目の変換の入れ替え対称性 2!で割る。



2. ゲージ理論の自由度のみを切り出す目的の near horizon極限で、ゲージ理論の
自由度のみが本当に過不足なく抽出されていることの厳密な証明は無いように
思います。

しかしながら、前者の問題に関しては、点粒子の場の理論で培われた経験に基づいた
自然な類推ですし、後者の問題についても、少なくとも私には、「near horizon極限」
の考え方は大変自然です。これらの意味で、完全な証明は無いものの、ゲージ・重力
対応は大変自然な対応だと思います。Maldacenaの原論文 [2]の引用数は現在 7000を
突破しており、これら多くの仕事を通して明確な反例は見つかっていません。状況証
拠としては、この対応を信じるに十分な検証がなされていると言って良いと思います。

1.3 対応に対する制限と正確な対応

AdS5 × S5時空上の重力理論とN = 4 SYM理論の対応を技術的に計算可能な形
で正当化するためには、さらに以下のような条件が必要となります。

1.3.1 強結合極限（g2
Y MNc ≫ 1）

ここまでの考察では、D-braneを挿入したのと等価な時空を探す際に、超弦理論
ではなく超重力理論を用いました。なぜならば超重力理論は場の理論であり、様々な
真空を探すのに適しているからです。超重力理論は弦を点粒子として扱う場合の有効
理論であり、弦の長さが、考えるエネルギースケールよりも十分短い場合に成立する
近似です。従って、この近似の範囲内で対応を議論する必要があります。一般に、超
重力理論に対する、弦の長さ lsの効果による補正は次のように入ります：

(results from classical supergravity) + O(Rl2s). (13)

超重力理論による結果は、もとの超弦理論の結果を lsで展開し、その leadingをとっ
てきたものと理解されますが、ポイントは、展開パラメータは無次元量でなくてはな
らないという点です。重力理論において次元を持つスカラー量は時空の曲率Rであっ
て、これは (長さ)−2の次元を持ちます。従って無次元展開パラメータとしてはRl2sと
なります。つまり、「lsが小さい」とは、「lsが時空の典型的曲率スケールにくらべて
小さい」と言うのが正確な言い方です。(12)の AdS時空の場合、R ∼ r−2

0 で与えら
れます。従って、展開パラメータはRl2s ∼ u−2

0 ∼ (g2
Y MNc)−1/2で与えられ、確かに

無次元量です。これにより、展開の高次が無視できる条件として λ ≡ g2
Y MNc ≫ 1が

得られます。これはゲージ理論の’t Hooft couplingが大きい極限です。まとめると、
超弦理論を超重力理論で近似する近似は、ゲージ理論側の’t Hooft couplingが大きい
場合—強結合ゲージ理論—に対して妥当となります。ゲージ理論側が強結合になれば
なるほど重力理論側の扱いが容易となる（弦の効果を無視できる）構造は、注目に値
します。

1.3.2 large-Nc極限

弦理論は重力の量子論を含んでいますので、重力理論側も原理的には量子重力理
論です。しかしながら、量子重力を解析するのは一般に困難です。従って重力理論側
を古典理論に落として議論することが出来れば技術的に好都合です。実際、用いた



black 3-brane解も重力の古典解ですので、この意味でも古典近似を正当化する必要
があります。超重力理論に対する量子補正は次のように入ります：

(results from supergravity) + O(R4G10). (14)

ここで、G10は 10次元超重力理論におけるニュートン定数であり、重力理論での loop
展開はニュートン定数による展開です。ここでも展開係数は無次元でなくてはなりませ
ん。10次元のニュートン定数は (長さ)8の次元を持ちますので、無次元化のためにR4が
入ってきます。今、弦理論から導出される10次元ニュートン定数は16πG10 = (2π)7g2

s l
8
s

で得られます。一方、R4 ∼ r−8
0 ∼ g2

sN
2
c l8s であることから、R4G10 ∼ 1/N2

c がわか
ります。確かにこれは無次元量です。まとめると、重力理論側の loop展開はゲージ
理論の言葉での 1/N2

c 展開に相当します。重力側の解析を古典範囲内に限りたい場合
は、large-Ncゲージ理論を考察し、1/N2

c 展開の leading orderに議論を限ることで正
当化されます。ここで注意して頂きたいのは、closed stringの loop（重力の loop）は
抑制されますが、D-brane上の open stringの loop（closed stringの tree）は、planar
なダイヤグラムについては生き残るということです。つまり重力側は古典理論でも、
ゲージ理論側は planarな loopは全て入った量子理論ということになります。重力理
論側とゲージ理論側で h̄の意味が異なっており、重力理論の h̄はゲージ理論の 1/N2

c

に対応していたのです。

1.3.3 ゲージ群：U(Nc) → SU(Nc)

Nc枚のD3-brane上の SYMのゲージ群は U(Nc)でしたが、near-horizon極限を
とった後では、このうちU(1)部分が decoupleして SU(Nc)が自由度として残ること
が知られています。ゲージ群が U(Nc)か SU(Nc)かの違いは、物理量の値としては
1/N2

c 展開の sub-leading orderでの違いとなります。しかし U(Nc)ゲージ理論には
color singletなバリオンが存在しませんが SU(Nc)ゲージ理論には存在する、という
定性的にも重要な違いがあることに留意しなければなりません。

U(1)部分が decoupleしていることは、直感的には以下のように理解できます。
U(Nc)群をU(Nc) ∼= U(1)×SU(Nc)と分解して考えることにしましょう。このU(1)
セクターは freeな理論です。なぜならばN = 4 SYMには adjoint場しか含まれてお
らず、いわばこの U(1)部分は「photon」（とその super-partner）のみの理論だから
です。一方、N = 4 SYMはAdS5 × S5上の重力理論に置き換わりました。この重力
理論に「freeなセクター」が存在するでしょうか？答えはNoです。なぜならば重力
は全てのモードと相互作用するからです。このように考えると、重力理論側にはこの
U(1)セクターが含まれていないように思われます。そこでもう少し深く考えてみま
しょう。
この U(1)セクターに含まれる場は「photon」Aµ とその super-partnerである 4

個のフェルミオンおよび 6個のスカラー場X(i)（i = 1, · · · , 6）です。D3-braneの描
像ではこのスカラー場はD3-braneに垂直な 6方向への open stringの振動モードでし
た。このモードX(i)が期待値を持つということは open stringの振動の重心、すなわ
ちD3-braneの位置が垂直方向にずれることを意味します。特に可換部分であるX(i)

スカラー場の期待値は Nc枚の D3-brane全体の重心座標に相当します。言い換える
と、X(i) 場は D3-brane全体の重心座標の揺らぎのモードに対応します。（余談です
が、このスカラー場は、D-braneが生じたことによる空間の並進対称性の自発的破れ
に伴う南部・Goldstone bosonと考えることもできます。）ゲージ理論の U(1)セク
ターが decoupleしていることを見るには、この重心座標の揺らぎの自由度が重力理
論側に含まれていないことを見るのが簡単です。非常に大雑把には、以下のようなイ
メージを描くことができます。Nc 枚の D3-braneの重心座標の移動は、referenceと



なる周囲の空間との比較によって検出することが出来ます。しかし、near-horizon極
限をとって D3-braneの集合の自由度のみを取り出す操作をした後では、「周囲の空
間」の自由度が decoupleしており、このD3-braneの重心座標の自由度が検出できな
くなっているというイメージです。より正確には、この U(1)部分の自由度は、AdS
時空上の超重力理論の言葉で singletonと呼ばれており、singletonの物理的自由度は
AdS時空内部には存在せず、AdS時空の境界（境界については後述）に局在している
ことが議論されています13。
実際に、AdS5 × S5時空上の超重力理論が SU(Nc)ゲージ理論に対応しているこ

とは、SU(Nc)群のZNc センターが重力理論側で確認できることからも理解できます
[12]。またバリオンも構成できます。例えば、N = 4 SYMには基本表現クォークは
存在しませんが、外部自由度として無限に重い非力学的な基本表現クォークを導入す
ることを考えましょう。このクォークNc個から成るバリオンを、実際に重力側で構
成することがなされています [13]。

以上をまとめると、以下の予想が成立します。

ゲージ・重力対応の代表例：[対応１]

4次元N = 4 SU(Nc) large-Nc SYM理論の λ ≡ g2
Y MNc ≫ 1極限の量子

論は、AdS5 × S5上の古典 type IIB超重力理論と等価である。

これは現時点では「予想」であるものの、非常に多くの具体的計算により対応が検証
されており、正しい対応であると考えられています。

1.3.4 コメント

ここでさらに、いくつかコメントしておきたいと思います。

●基本的には color singletな情報のみ議論可能であること

ゲージ・重力対応での基本的考え方は「D-braneを平坦な時空に挿入したもの」と
「D-braneを挿入するかわりに（対応する）曲がった時空を考えたもの」が等しいと
する考え方でした。従って、上記の対応例では重力理論側にはD-braneが存在してい
ません。D-braneの描像では、open stringの端点がNc枚のどのD-brane上に終端す
るかという自由度が colorゲージ群の自由度でした。今、このD-braneが重力理論側
では消えていますので、colorの自由度が見えない描像に移っていることを意味しま
す。従って、通常、何らかの工夫をしない限り、重力理論側で議論できる物理は color
singletな物理量のみです。

● near-horizon極限の特殊性

near-horizon極限を考える際に、単に「black 3-brane解の計量を rの関数とみな
して r = 0まわりで展開し、leadingの寄与を拾ったもの」と見ても形式上AdS5 ×S5

時空が得られますが、この考え方は危険です。2章ではゲージ・重力対応の計算を行
う際に near-horizon時空（上の例では AdS5 × S5）上で超重力理論の方程式をたて
て、その方程式に従う場の揺らぎを議論しますが、この種の解析では near-horizon
時空が超重力理論の解であることが前提となります。もとの black brane時空同様、
near-horizon時空が超重力理論の解であることは事実ですが、これは方程式の観点か

13[5]の 3.1章で解説されています。



ら考えると非常に特別なことが起きていると言えます。例えば勝手な曲がった時空に
対して「計量を r = 0まわりで展開して leadingの寄与を拾ったもの」を考えると、得
られる時空は一般的にはもとの理論（Einstein方程式）の解にはなりません。なぜな
らばEinstein方程式は 2階の微分方程式ですので、方程式レベルでの r展開の leading
orderには、計量レベルでの r展開の leading orderに加えて sub-leading（計量に r微
分が 1回作用した項）、subsub-leading（計量に r微分が 2回作用した項）の寄与も混
ざっています。従って、計量に対して r展開を施して leadingのみを採用する、という
ことを行うと、Einstein方程式に入るべき項の一部が一般には消えてしまうこととな
り、もはや方程式は満たされません。しかしながら、ここで考えている black 3-brane
の near-horizon極限では、極限をとった後の時空も、超重力理論の厳密な解となって
いるのです。極限操作が計量と方程式（つまり場の揺らぎの記述）双方において無矛
盾に閉じていることを意味し、我々の near-horizon極限が正しい方法であることの一
つの傍証のように思われます。

1.4 より一般的な表現

上記 [対応１]の主張はゲージ・重力対応の典型例として良く目にする表現です。し
かし実は、N = 4 SYM理論に対応する超重力理論の時空はAdS5 ×S5だけではあり
ません。[対応１]で省略していた重要な内容がありますので、説明したいと思います。

1.4.1 AdS5 × S5以外の時空：真空あるいは相の一般化

上記で述べた [対応１]では、重力理論側の時空をAdS5 ×S5と指定していますが、
実はN = 4 SYM理論を記述する時空はこれだけではありません。N = 4 SYM理論
側の状態（温度や保存電荷の密度、時間依存するか否かなど）に応じて時空が変更を
受けます。上記の [対応１]は基本的に、温度ゼロ、R-対称性の保存電荷密度ゼロの静
的真空（簡単のため「温度ゼロの真空」と呼ぶことにします）におけるN = 4 SYM
理論に対応します。それでは、温度や保存電荷などを導入するには、どのようにした
ら良いのでしょうか。この問題について、もう少し考えてみたいと思います。
例えば有限温度を導入したければ、通常の有限温度の場の理論で行うように、虚

時間を導入し、虚時間方向にボゾンに対しては周期境界条件、フェルミオンに対して
は反周期境界条件を課すことで、有限温度が導入できます。従って、対応する重力時
空側もこのような周期境界条件に整合するような時空でなくてはなりません。また
R-対称性は S5 方向の回転対称性でしたので、R-対称性の保存電荷、R-電荷は、重
力理論側では S5方向の角運動量に対応します。従って有限R-電荷密度の真空を考え
たい場合は、S5方向に角運動量を持つような時空を考えることになります。従って、
自分が考察したい真空状態に応じて重力時空側に境界条件や保存量を課し、その条
件の範囲内で超重力理論の方程式を解いて「温度ゼロの真空」に対応していた black
3-brane解の代わりとなり得る、別の解を得る必要があります。さらにその解に対し
て near-horizon極限をとり、最終的な重力時空が得られます。
しかし、これには「近道」があります。AdS5 ×S5の S5部分はN = 4 SYM理論

のR-対称性に対応していました。温度や電荷の導入等でこの対称性は変更を受けない
と考えると、変更後の時空は、M5をある適切な 5次元時空として、M5 ×S5の形に
なると考えられます。この場合は 10次元の超重力理論の方程式を解く代わりに、10
次元理論を S5コンパクト化して得られる 5次元の重力理論の方程式を解いて、M5

の部分のみを直接求めれば良いことになります。
このM5を導出するための重力理論は、10次元 type IIB超重力理論をS5でKaluza-

Klein reductionをして得られる 5次元の超重力理論、具体的には、「SO(6)ゲージ対称



性を持つ、5次元のN = 8 gauged supergravity」となることが知られています。この
gauged supergravityは大雑把に言って「5次元重力＋ 5次元 SO(6)ゲージ場」の理論
となります14。この SO(6)ゲージ対称性は reductionした S5の SO(6)対称性の反映
です。重力理論のコンパクト化に詳しい人は、高次元重力をKaluza-Klein reduction
すると、コンパクト化された部分の時空の対称性が低次元理論の視点ではゲージ対称
性として現れることを思い出してください。以上により、[対応１]は次のような一般
的な対応の一つの例に過ぎないことになります。

ゲージ・重力対応の代表例：[対応２]

4次元N = 4 SU(Nc) large-Nc SYM理論の λ ≡ g2
Y MNc ≫ 1極限の量子

論は、SO(6)ゲージ対称性を持つ 5次元N = 8 gauged supergravityと等
価である。ここで重力側の時空はM5(×S5)となり、M5は 5次元 gauged
supergravityの解である。M5は SYM側の真空（温度、保存電荷、phase
など）に応じて選択する。

このように、重力理論側で時空を指定せずに対応付けておくと、ゲージ理論側での真
空の転移、つまり相転移、なども議論できるようになります。ゲージ理論側での相転
移は、重力理論側では、あるM5時空から別のM5時空への転移に相当します。この
ような具体例は 3章で議論します。
ここで、「SO(6)ゲージ対称性を持つ 5次元N = 8 gauged supergravity」と言わ

れてもイメージのわかない方も多いかも知れません。そこでN = 4 SYM理論におい
て考えるセクターを限定することで、重力理論側をなるべく単純なものに限定してみ
ましょう。重力理論側には SO(6)ゲージ場や、もとの 10次元超重力理論に含まれて
いた dilaton場（スカラー場の一種）やRR場、など重力以外の様々な場が含まれて
いますが、これらの場の自由度が励起されないような物理プロセスに限定して考える
ことにします。また超重力理論中のフェルミオニックな自由度の励起も考えないこと
にします。つまり重力理論側において 5次元 gravitonの自由度のみを考えることにし
ましょう。このような truncationを行ったあとの超重力理論は「負の宇宙項を持つ 5
次元の Einstein重力」となります。この場合の重力側の作用は

S =
1

16πG5

∫
d5x

√
−g(R − 2Λ) +

1
8πG5

∫
d4x

√
−γK, Λ = − 6

r2
0

(15)

となります。（例えば [9]や [14]を参照。）ここでG5は 5次元の視点でのニュートン定
数であり、10次元ニュートン定数との関係はS5部分の体積を V5としてG5 = G10/V5

です。V5 = π3r5
0、r4

0 = 4πgsNcl
4
s、16πG10 = (2π)7g2

s l
8
s を用いると G5 = πr3

0
2N2

c
とな

ります。ゲージ理論側においてはN = 4 SYM理論の R-chargeなどが期待値を持た
ない場合で、理論のエネルギー運動量テンソルのみに興味がある場合は、このような
truncationが有効です。ここで、右辺第 2項は Gibbons-Hawking term [15] と呼ば
れる境界項であり、時空に境界がある場合の重力理論の変分原理を定式化するために
必要な項です。AdS時空の境界については 2.1章で簡単に触れます。K は extrinsic
curvatureや second fundamental formと呼ばれる量で、境界の「曲率」です。また
γ は境界上の induced metric（境界上の「計量」）の行列式です。これらの正確な定
義や計算方法については、例えば [16]が大変参考になります。また (15)には、この
他に繰り込みに用いるカウンタータームを境界に加える必要もありますが、これにつ
いては 2.2.1章や 3.3章で触れます。

1410次元超重力理論の S5 reductionや、その結果得られる正確な 5次元理論に関しては、例えば [14]お
よびそこで引用されている文献が参考になります。



● 対称性に関する補足コメント

読者は既に、ゲージ理論側ではグローバル対称性である SO(6) R-対称性が、重力
理論側ではゲージ対称性として現れていることに気づかれたかも知れません。少なく
とも筆者の経験上、ゲージ理論側のグローバル対称性は重力双対理論ではゲージ対称
性として現れるようです。（筆者は、そうでない例を知りません。）しかしこれは矛盾
ではありません。
例えば [対応 1]においてさえ、同様の状況が存在します。[対応 1]において、ゲー

ジ理論側は 3+1次元 Minkowski時空上のゲージ理論であって、重力とは decoupleし
ていました。なぜならばそのように near-horizon極限を施したからです。つまり一般
座標変換を局所化（ゲージ化）した際に現れるゲージ粒子である gravitonは力学的自
由度としては理論に含まれていません。一方で対応する高次元理論は正に重力理論で
あって、gravitonは力学的自由度以外の何物でもありません。ここでもゲージ理論側
での座標変換の対称性がゲージ化されて重力理論側に現れています。しかし重要なの
は、高次元理論側の「graviton」はゲージ理論側の「ゲージ粒子」の何らかの自由度
の書き換えなのです。実際に高次元理論側の規格化可能な gravitonモードは、ゲージ
理論側の glueball（の一部のモード）に同定されます。

R-対称性に付随して現れた SO(6)ゲージ場も、もとの 10次元理論の gravitonを
Kaluza-Klein reductionしたものですので、10次元の視点では同様の議論が成立し
ます。ゲージ理論側の大域的 SO(6) R-対称性は重力理論側の S5 を大域的に回転さ
せる対称性に対応していますが、重力理論側にはこの S5の回転変換をゲージ化した
gravitonが存在し、5次元への reduction後では SO(6)ゲージ場として見えています。
しかしこのゲージ場も、N = 4 SYM理論側の自由度自身を書き換えたものであり、
決してもとの理論の SO(6) R-対称性をゲージ化してしまった訳ではありません。ま
た 4.2章で現れるフレーバー対称性についても、重力双対側では対応するゲージ場が
現れますが、フレーバー対称性はあくまで global対称性です。

1.4.2 large-Ncや強結合の制限を超えて

1.3.1章、1.3.2章では large-Nc極限や強結合極限の重要性を説明しましたが、D3-
brane上の物理と超重力理論側の対応の成立に関しては、これらの条件は必ずしも必
要ではないと考えられています。これらの条件は、あくまで弦の長さを無視する近似
や重力の量子補正を無視する近似を正当化するためのものであり、解析を技術的に可
能にするための条件でした。従って、例えば重力理論側に弦の長さの補正を加えるこ
とができれば、ゲージ理論側の強結合極限からの補正を考えることができます。また
重力の量子補正を議論することができれば、ゲージ理論側の 1/N2

c 展開の高次補正も
議論できるようになると考えられています。例えば強結合極限からの補正については
ゲージ理論プラズマのずり粘性に対する補正の解析例 [17]などが存在します。

2 ゲージ・重力対応の辞書
1章では「ゲージ理論＝重力理論」という等価性のみを主張しました。しかし、ゲー

ジ理論側の具体的計算を行うためには、両者の理論をつなぐ具体的辞書が必要です。
講義ではこの辞書について解説しました。ゲージ・重力対応において双方の物理量を
対応づけるための「辞書」にはいくつかあり、私は下記のように分類しています。こ
こで、GKP-Witten処方以外については確立した名称が無いように思いますので、便
宜上、処方 2、処方 3、処方 4としました。「外部自由度の導入」とは、ゲージ理論の



表 3: ゲージ・重力対応の辞書

処方 外部自由度の導入 局所性 計算される量
GKP-Witten処方 あり local 局所演算子の n点関数

処方 2 なし local 物理モードの質量 spectrum

処方 3 あり nonlocal Wilson loopの期待値など
処方 4 なし nonlocal Baryonの性質

力学的自由度ではない外場を導入するか否かです。例えば、GKP-Witten処方はゲー
ジ理論の連結 n点関数の生成汎関数を重力理論側で与える処方であり、この場合、生
成汎関数は、演算子に対して共役な外場の汎関数となっています。処方 3ではWilson
loopの計算を与えますが、この場合無限に重い非力学的なクォークを手で導入して
Wilson loop上にクォークの軌跡を描かせます。ここで導入する無限に重いクォーク
は重力理論側の視点では弦（またはD-brane）であり、非局所的な objectです。（こ
れが表中の「局所性」の意味するところです。）一方、処方 2、処方 4ではこのよう
な外部自由度は導入せずに、理論中の力学的自由度のみで議論を行います。処方 2で
はゲージ理論の物理モード、例えば glueballやmesonなどの質量 spectrumの計算を
行いますが、これは重力理論側の規格化可能な物理モードの分散関係から読み取りま
す。処方 4では重力理論側に存在するべき物理的な非局所的 object、D-braneを用い
てゲージ理論の baryonを表現します。なお、本稿では処方 3、処方 4に関する解説は
割愛します。

2.1 AdS時空の境界

ここで、AdS時空の境界についてコメントしておく必要があります。AdSとは
Anti de Sitterの略であり、Anti de Sitter時空は曲率が負で一定の時空（の一つ）で
す。（de Sitter時空は曲率が正で一定。）計量は例えば (12)で与えられたように

ds2 =
u2

u2
0

(−dt2 + dx⃗2) +
u2

0

u2
du2 (16)

で与えられます。（以後、特に断らない場合は ls = 1とします。）曲率が負であるとは
どのようなことを意味するでしょうか。
曲率が正の曲面として球を考えると、球面上の 2本の平行線は（地球上の経線が

北極・南極で交わるように）必ずどこかで交差します。曲率が負の曲面では逆のこと
が起こり得ます。2次元空間での例としては双曲面（図 5の最右）15になります。この
双曲面の中心から上下方向に伸びる平行線間の間隔は、中心から離れるに従って拡大
していきます。やがては平行線間の間隔が無限大となる場所があり、これは（図では
切れていますが）双曲面の「へり」に相当します。これと同様の状況は計量 (16)から
も読み取ることが出来ます。dx⃗方向の間隔は計量

√
gxxを単位として測られますが、

gxx = u2/u2
0は u方向に進むにつれて増大し、u → ∞で発散しています。これは 2次

元双曲面の「へり」の部分に対応し、AdS時空の境界と呼ばれています。境界に関連
して以下のコメントがあります。

15図 5は http://www.faculty.iu-bremen.de/course/fall02/c210101/students/BlackHoles/　より引用。



図 5: 2次元曲面

• AdS時空の境界は time-likeであり、境界上に時間軸が設定できます。計量 (16)
では u → ∞での (t, x⃗)で張られる 3+1次元スライスが境界であり、時間軸とし
ては例えば t軸を選ぶことが出来ます。

• これに関連して、境界上で指定される境界条件がAdS時空内部の場の時間発展
を決めます。つまり境界条件とAdS時空内部の物理が密接に関係しています。

2.2 GKP-Witten処方

ゲージ・重力対応によってゲージ理論側の局所演算子の n点の期待値を求める手
法がGKP-Witten処方であり、ゲージ・重力対応の根幹を成す手法です。この手法に
ついて考えてみたいと思います。
この手法を感覚的に理解するためには、near-horizon極限をとる前の時点での対

応関係、A描像＝「平坦な時空上のD3-brane（時空は曲がっていない）」、および B
描像＝「black 3-brane時空（D3-braneは挿入されていない）」が等価である、という
対応に戻るのが便利です。black 3-brane時空 (6)でも、無限遠 (r = ∞)近傍では平
坦な時空となりました。従って、無限遠領域は二つの描像で共通の平坦な時空です。
この共通部分を利用することで、二つの描像を結びつけてみましょう。思考実験とし
て、この無限遠領域での dilaton場（超重力理論に含まれる質量ゼロのスカラー場 ϕ）
の期待値を微小変化させることを考えます。二つの描像で計算手法は異なるものの同
じ物理を考えているはずですから、この微小変化に対する系の反応として得られる物
理的結果は等しいはずです。

A描像

A描像では、平坦な時空上にD3-braneが存在するという単純な描像です。dilaton
の期待値を微小変化させた効果は、D3-brane上のゲージ理論に対してどのような影響
を与えるのでしょうか。具体的には、D3-braneの作用（Dirac-Born-Infeld作用）は、
平坦な時空上で static gaugeと呼ばれるゲージのもとでは

SD3 = −τ3e
−ϕ̃

∫
dtdx⃗ STr

√
− det(ηab + (2πl2s)Fab) + (susy),

= −e−ϕ̃ 1
4g2

Y M

∫
dtdx⃗Tr(F 2 + susy) + · · · ,



= − 1
4g2

Y M

∫
dtdx⃗Tr(F 2 + susy) +

1
4g2

Y M

∫
dtdx⃗ ϕ̃Tr (F 2 + susy) · · · ,(17)

となることが超弦理論の研究から明らかとなっています。ここで STrは symmetrized
traceであり、定義は

STr(A1 · · ·An) =
1
n!

Tr(A1 · · ·An + (all permutations) (18)

で与えられ [18]、square rootを展開する際にこれに従って展開します。また、ϕ̃は
dilatonの摂動、a, bの足はD3-brane上を走るものとして、FabはD3-brane上のゲー
ジ場のfield strengthです。（既に使用した 2πgs = g2

Y Mの関係は、D3-braneの tension
τ3 = [(2π)3gsl

4
s ]

−1と上記の作用から具体的に導出することができます。）2行目以降
の “· · ·”は高階微分項からの寄与、“susy”は supersymmetric partnerからの寄与、を
表わしています。以下では簡単のため “susy”部分を省略して表現します。
上記からわかることは、D3-brane上の視点では、dilatonの摂動 ϕ̃はゲージ理論

の作用=TrF 2 (gluon condensate) と線形に結合することが判ります。言い換えると、
ϕ̃は演算子TrF 2に対する外場＝ sourceと見なすことができます。実際、dilatonは
D3-brane上のゲージ理論の枠内には含まれない closed string由来の自由度ですので、
D3-brane上の視点では non-dynamicalな外部自由度です。

B描像

一方、B描像では、D3-braneは挿入されておらず、代わりに black 3-brane時空
が存在するだけです。超重力理論において ϕ = const.は解となっていますので、座標
に依存しない形で dilatonの摂動の ϕ̃を考えれば、この摂動部分も超重力理論の運動
方程式と矛盾しません。またこのような定数解は near-horizon極限の影響を受けずに
解であり続けることも容易に想像できます。実際に確認してみましょう。

dilaton場の揺らぎが解 ϕ = 0周りで従う運動方程式＝クライン・ゴルドン方程式
は、 1√

−g
∂µ(

√
−ggµν∂νϕ) = 0となりますが、簡単のため u依存性のみを考えて ϕ(u)

を仮定し、(16)の時空（ここで u0 = 1とします）の具体的計量を代入すると

∂u(u5∂uϕ(u)) = 0, (19)

が得られ、解としては

ϕ(u) = C(0) + C(2)u
−4 (20)

となります。ここでC(0)、C(2)は積分定数です。第一項のモードは、第二項のモードに
比べてAdS時空の境界 u = ∞において、より大きなサポートを持ちます。このモー
ドは non-normalizable modeと呼ばれます。一方、第二項のモードは normalizable
modeと呼ばれます。この時点では第一項、第二項はそれそれ独立な解のモードであ
り、確かに ϕ(u) = const.が near-horizon極限後も解であり続けていることが確認で
きます。ϕ(u) = const.のモードをシフトさせることは、near-horizon極限前の時空の
遠方の平坦部分における dilatonをシフトさせることに対応しており、A描像の source
のシフトに対応します。
以上の考察から、(20)におけるC(0)をゲージ理論における gluon condensate TrF 2

に対する外場であると見なすのは大変自然でしょう。それでは、次に、normalizable
mode、第二項の役割を考えてみましょう。この考察では、重力側の dilatonの作用を
次のように部分積分を施して書き換えておくのが便利です。

−1
2

∫
dtdx⃗du

√
−ggµν∂µϕ∂νϕ =

1
2

∫
dtdx⃗du ϕ∂µ

[√
−ggµν∂νϕ

]



−1
2

∫
dtdx⃗

√
−gguuϕ∂uϕ

∣∣u=∞
u=0 ,

=
∫

dtdx⃗ 2C(0)C(2)

∣∣∣
u=∞

−
∫

dtdx⃗ 2
[
C(0)C(2) + C2

(2)u
−4

]∣∣∣
u=0

. (21)

ここで 1行目右辺第 1項は運動方程式により消えます。まだ 1行目第 2項の表面項に
おいて空間 x⃗方向の境界項は（通常の場の理論で扱うのと同様）消えるものと仮定し
ました。
ここで右辺 3行目のAdS時空の境界 (u = ∞)の寄与にまず注目しましょう。source

C(0)と線形に結合するのは、比例定数を除いてC(2)です。従って重力側の on-shell作
用（作用に運動方程式の解を代入したもの）を C(0) で変分して落ちてくる寄与が、
(20)の第 2項の normalizable modeで与えられることがわかります。一方、C(2)も微
分方程式を解く際の境界条件であったことを思い出すと、この時点で C(2) は任意定
数です。しかしながら (21)の最終行の、bulkの内奥 u = 0での寄与に眼を移すと、
on-shell作用が有限であるためには C(2) = 0の解しか許されないことが結論できま
す。従って、on-shell作用の有限性を要請する下では、source C(0)と線形に結合する
寄与は C(2) = 0であることが結論されます。

ゲージ・重力対応では、重力側の古典理論とゲージ理論の量子論が等価であるこ
とを主張します。理論の等価性とは、双方の理論における分配関数Zが一致すると考
えるのが自然です。具体的には以下のように考えます：

Z = exp{iSgra[C(0)]} =
⟨

exp
{

i

(
SYM +

∫
d4xC(0) · O

)}⟩
(22)

重力側は古典論ですので、分配関数は単に古典的 on-shell 作用 Sgra[C(0)] を用いて
Z = exp{iSgra[C(0)]}で与えられます。ここで on-shell作用は、作用に代入する解を通
じて、解を決定する境界条件に依存しますが、先ほどの作用の有限性を要求する条件
下ではC(2)に制限がつきますので、境界条件C(0)のみの関数となっています。一方、
最右辺はゲージ理論の作用を SYMとした場合の量子効果を含んだ分配関数の定義で、
Oは（up to normalizationで）C(0)と線形に結合している演算子、gluon condensate
です。式 (22)は、Sgraがゲージ理論の connected correlationの生成汎関数であるこ
とを意味しています。従って

⟨O⟩ =
δSgra[C(0)]

δC(0)
∝ C(2) = 0 (23)

となり

⟨Tr (F 2 + susy)⟩ = 0 (24)

が結論されます。（ここで、省略していた super partnerの寄与も顕わに書きました。）
主張としては、(24)における期待値の意味は、large-Nc極限における planarなダイ
ヤグラム全ての寄与を含んだ量子論的な期待値です。
もちろんこの結果は最初から予想可能でした。N = 4 SYMの超対称性から、そ

の真空状態における作用の期待値はゼロであることが帰結されるからです。重力理論
側からの結論は、この結論を再現しています。あるいは、ゼロ温度の場合のように他
の物理的スケールの存在しない真空において、gluon condensateのような次元を持つ
量の期待値は、conformal不変性よりゼロでなくてはならない、という超対称性とは
独立の議論からも (24)が結論できます。
以上の例題から学んだ結論を一般化してまとめておきましょう。



1. 一般に、重力理論側に存在する場（dilatonに限らない）は 2階の微分方程式に
従い、このため 2種類の独立な解、non-normalizable mode（Φ>(u)とする）と
normalizable mode（Φ<(u)とする）が存在します。

2. Φ>(u)は重力時空の境界 u = ∞において Φ<(u)に比べてより大きなサポート
を持ちます。この Φ>(u)の boundary上での振幅（u依存性の係数）をゲージ
理論側の「何らかの演算子」に対する sourceだと見なします16。

3. この sourceがゲージ理論側のどのような演算子に対する sourceなのか同定する
には、D-braneの描像に戻り、同じ場が D-braneとどのように線形結合してい
るのか確認すれば不定性なく同定できます。

4. あとは重力の on-shell作用を 2で同定した sourceで変分すれば対応する演算子
の期待値が得られます。

なお、多くの場合、この期待値はΦ<(u)の振幅（C(2)に相当）に比例しているとして
差し支えありませんが、厳密には注意を要します。なぜならば bulk部分の作用に加
えて、重力側の変分原理をwell-definedにするために必要な境界作用 Sbndyを付け加
える必要性（例えば (15)のGibbons-Hawking term）や、後で述べるカウンターター
ム Sctを境界に加える必要性が生じる場合があり、これらの追加の寄与も含めた全体
の on-shell重力作用 Stot = Sgrav + Sbndy + Sctを sourceで変分して得られるのが正
確な期待値だからです。カウンタータームから来る有限の寄与が重要な場合もありま
す。従って、「normalizable mode＝期待値」17と機械的に覚えておくのは危険です。
覚えるのであれば「non-normalizable mode＝ source」です。
式でまとめれば、以下のようになります。

exp{iStot[J ]} =
⟨

exp
{

i

(
SYM +

∫
d4xJ · O

)}⟩
(25)

ここで、J は上記 2 の意味での non-normalizable mode の振幅から読み取られる
source、O は上記 3 の意味で D-brane 等の描像から同定される共役な演算子です。
一般に (25)を sourceで n回変分すれば、演算子の n点関数の期待値が得られます18。
なおここで重要であったのは、期待値は、normalizable modeを決める第 2の境

界条件（先ほどの dilatonの場合は C(2)）で決定されますが、この境界条件は任意に
選ぶことはできず、on-shell作用の有限性などの要請を行うと一意に（解が複数ある
場合は複数個に）決まってしまうという点です。一般に、期待値を求める際にどのよ
うな条件を要請するかは、私の経験ではケース・バイ・ケースです。私の知る範囲で
は以下の例が存在します。

1. 重力側の on-shell作用の（時空内側での）正則性
演算子の期待値、mesonや glueballの質量スペクトラムを求める場合などにこ
の条件が現れます [20]。

2. 時空に裸の特異点が存在しないこと
on-shell作用そのものに発散は存在しなくても、時空が正則でない場合があり

16Legendre変換を施して sourceと演算子の関係を逆転させることも可能な場合があります（例えば [19]）
が、ここでは省略します。

17いわゆる現象論的ボトムアップ・アプローチではこれを第一義的な「辞書」とする場合が多いようです
が、筆者はここで述べた理由により注意が必要だと考えています。また D-braneの描像がないボトムアッ
プ・アプローチでは、対応する演算子を特定するための手立てが失われており、後述するスケーリング次元
等から推測するしかありません。しかしこの方法では、演算子を一意に絞り込むことは一般にはできない
と思います。

18本稿では 1点関数の導出しか行いませんが、2点関数の計算については例えば [3, 4]などを参考にして
ください。



ます。（例えば scalar curvature Rが有限でも、RµνρλRµνρλが時空のある点で
発散するなど。）この場合 on-shell作用の（時空内側での）正則性ではなく、時
空の正則性を要請する必要があります。より正確にはブラックホールの horizon
によって隠されていない特異点（裸の特異点）が存在しないことを要請します。
この条件により、例えばゲージ理論のエネルギー・運動量テンソル、ゲージ理
論プラズマの粘性度などの輸送係数が一意に決定されます [21]。

3. ingoing wave boundary condition
重力側の時空にブラックホールが存在する状況で場の揺らぎを解析する場合は、
ブラックホールへの ingoing wave boundary condition（ブラックホールからは
古典的には何も放出されないこと）を要請します。例えば久保公式に基づいて
ゲージ理論プラズマの輸送係数を計算する際などにこの条件を要請します。（例
えば [22]やそこでの引用論文を参照。）

4. 重力側の on-shell作用が実数であること（解の安定性）
非線形電気伝導度の計算や、媒質中でクォークの受ける摩擦などを計算する際
にはこのような条件を要請することで物理量が決定されます。（例えば [23]やそ
こでの引用論文を参照。）

上記以外にもまだ別の条件が要求される場合があるかも知れません。いずれにせ
よ、私の経験では、必ず「物理的にこうであれ」という自然な要請をその計算ごとに
必ず見つけることができ、演算子の期待値（およびその他の物理量）に対する不定性
が必ず排除されています。

2.2.1 ホログラフィックな繰り込み

重力理論によってゲージ理論の量子論的期待値が計算できるのであれば、ゲージ
理論側に現れる紫外発散は、古典理論である重力理論側でどのように現れ、どのよう
に繰り込まれるのでしょうか。この問題を考えるためにゼロでない質量mを持つス
カラー場について前節と同じ解析を行ってみましょう。なお、この非ゼロ質量のスカ
ラー場に対応するゲージ理論の演算子はTrF 2とは異なります。具体的には [3]（およ
びそこで引用されている文献）などで議論されていますが、ここでは省略します。
この場合のスカラー場の運動方程式は（u依存性のみ仮定すると）次のようにな

ります。

∂u(u5∂uϕ(u)) − m2u3ϕ(u) = 0, (26)

この方程式の解は以下の形となります。

ϕ(u) = C(0)u
−2+

√
4+m2

+ C(2)u
−2−

√
4+m2

, (27)

従って u = ∞での境界項は

−1
2

∫
dtdx⃗

√
−gguuϕ(u)∂uϕ(u)|u=∞

=
∫

dtdx⃗

(
2C(0)C(2) −

1
2

(
− 2 +

√
4 + m2

)
C2

(0)u
2
√

4+m2

)∣∣∣∣
u=∞

+ · · · , (28)

従って、今度は C(2) をどのように選ぼうとも除去できない発散が存在します。この
発散は先ほどの C(2)をゼロとすることで除いた u ∼ 0での発散とは異なり、時空の
boundary近傍（u = ∞）における発散です。実はこの発散がゲージ理論側の紫外発
散に対応します。



この発散は以下のようにして「繰り込む」ことができます [24]。場の理論での繰
り込みは、まず紫外発散に関して適切な正則化を行い、Lagrangeanの構造を変えな
いようなカウンタータームをもとの Lagrangeanに加え、計算される物理量に発散が
現れないように繰り込みます。重力側ではこの手順は以下のようになります。

1. まず我々が見た発散は（u = ∞）でのものでしたので、bulk作用の積分領域を
u = ∞までとするのではなく、正の微小量 ϵを導入して u = 1/ϵまでとするこ
とで正則化します。つまり、時空の boundaryを「少し手前」の u = 1/ϵに設定
します。

2. 次に、bulkの重力理論の運動方程式を変更せずに発散を打ち消す項（「カウン
ターターム」）を加えます。これは正則化後の「boundary」u = 1/ϵに適切な境
界項を加えることで実現できます。境界項を加えても 5次元部分の運動方程式
（～重力理論）は変更を受けないことに注意してください。この際、加える境界
項は重力理論が持つべき対称性を保つ形で加えます。

3. この境界項も含めて、on-shell作用を sourceで変分します。

4. 最後に ϵ → 0とします。得られる演算子の期待値からは紫外発散が除去されて
います。

例えば質量mのスカラー場の場合は

1
2

∫
dtdx⃗

√
−γ(−2 +

√
4 + m2)ϕ2|u=1/ϵ (29)

という境界項を加えることで紫外発散がキャンセルされます。ここで計量 γij は境界
上の induced metricであり、例えば (16)の計量であれば u2ηij |u=1/ϵです。この境界
項は 3+1次元の意味での一般座標変換で不変な形であり、重力理論に要請される対
称性を保っています。ここで以下の点に注意したいと思います。

• 古典重力理論が量子ゲージ理論に対応するというのがゲージ・重力理論の主張
でした。これが正しければ、量子ゲージ理論に存在する紫外発散やその繰り込
みの対応物が、古典重力理論に実現されていなければなりません。実際にこれ
らの対応物が重力理論側に存在することを意味します。

• 重力理論側は古典論ですので、重力の意味での紫外発散はありません。ここで
考えた発散は、AdS時空の 5番目の座標方向（(16)の u方向）の体積発散に関
係しており、この意味で重力側の視点では赤外発散です。

• 重力側の時空を u = 1/ϵまでの領域に限ることによる正則化を用いましたが、こ
の正則化でゲージ理論側のゲージ対称性は破っていません。（重力理論側は既に
color singletなモードに限定されていたことを思い出しましょう。）ある意味こ
の正則化は次元正則化や格子ゲージ理論に次ぐ、第 3のゲージ不変な紫外発散
の正則化であると言えるかも知れません。

• この繰り込みから帰結される anomalyの計算結果や繰り込群的性質は、量子ゲー
ジ理論の結果を正しく再現します。重力理論側はあくまで古典論ですが、やは
りゲージ理論の量子効果を含んでいたのです [24]。

2.2.2 重力時空の 5番目の座標の意味

上記の紫外発散の正則化から、大雑把には 5番目の座標、u方向がゲージ理論のエ
ネルギースケールに対応し、時空の境界に近い領域が紫外領域、時空の内側（uの小
さい領域）が場の理論の赤外領域に対応することが推測できます。実は、ゲージ・重



力対応の様々な場面において「u方向～ゲージ理論のエネルギースケール」の描像が
成立します。4次元のゲージ理論が 5次元重力で記述される時点で不思議さを感じま
すが、文学的な表現を許して頂けば、ここで行っていることは 4次元のゲージ理論の
物理モードを「プリズム」に通し、エネルギースケールごとに分解して u軸上に配置
したのがゲージ・重力対応である、というイメージは大きくは外れていないと思いま
す。この意味で、dilatonの場合にC(2) = 0を決定した「on-shell作用の有限性」条件
は、u = ∞における発散（ゲージ理論の紫外発散）を回避したのではなく、u ∼ 0で
の発散（ゲージ理論の赤外発散）を回避する条件となっていることに気をつけましょ
う。つまり、期待値の不定性を回避するために避けた発散は、繰り込みで処理すべき
発散ではありませんでした。
なお、この正則化の最後で連続極限をとる操作 ϵ → 0において、重力側の計量は

変化させなかったことに注意し、この操作の意味をもう少し深く考えてみたいと思
います。AdS時空の計量 (16)を注意深く見ると、「計量を変化させずに」カットオフ
u = 1/ϵを 1/ϵ → a/ϵと変化させることのできる変換として、

u → au, (t, x⃗) → (a−1t, a−1x⃗), (30)

のスケール変換が存在していることがわかります。従って、連続極限をとる操作は、
倍率 a > 1でこのスケール変換を施す操作と等価です。ゲージ理論側の視点では、紫
外発散が正則化されているということは、今、何らかの長さスケール 1/Λの紫外発
散のカットオフが導入されていると解釈できます。(30)の x⃗の受ける変換に注目する
と、このカットオフは「連続極限」において 1/Λ → 1/(aΛ)とスケールされることに
なります。これは確かに 3+1次元の視点でのエネルギースケールのカットオフ Λを
倍率 a > 1で拡大すること、つまりカットオフを紫外側へ移動させることに相当して
おり、コンシステントです。従ってスケーリングの意味で u ∼ (mass scale) の関係が
成立していることになります。
さらに上記のスケーリングの議論を用いると、演算子のスケーリング次元を容易

に読み取ることが可能となります。(27)のカットオフ u = 1/ϵ上での振る舞いを

ϕ(1/ϵ) ∼ C(0)ϵ
4−△ + C(2)ϵ

△,△ ≡ 2 +
√

4 + m2 (31)

のように表示しておきます。ここで左辺は (30)の変換でスケール変換を受けないこと
に注意しましょう。これは例えばスカラー場の運動項

∫
dudtd3x

√
−g∂µϕ∂νϕgµν や質

量項に忠実に変換を施すことで確認できます。従って、sourceであるC(0)は ϵ−(4−△)

のスケール依存性を持つこととなり、3+1次元のカットオフへの依存性としてはΛ4−△

の依存性、つまり質量次元 4−△を持つことになります。同様に、演算子の期待値は
△の質量次元を持つことが結論できます。実際、gluon condensateの場合はm2 = 0
により△ = 4であり、gluon condensateが「action density」であることとコンシス
テントです。また soureと演算子の質量次元の合計がmにかかわらず 4となっている
ことも確認でき、ゲージ理論が定義されている時空次元に一致します。従って、重力
側の場の「質量」mは対応する演算子のスケーリング次元と関連していることがわか
ります [3]。

2.2.3 Glueballの質量スペクトル

dilatonの場合に対するGKP-Witten処方では、dilaton場の解のうちnormalizable
modeの振幅 C(2) が gluon condensate（および対応する super-partnerからの寄与：
以下、再び susy部分への言及を省略します）の期待値 ⟨TrF 2⟩を与えることを見まし
た。ここで一歩考えを進めて ⟨TrF 2⟩の揺らぎの自由度が従う分散関係を調べてみま



しょう。QCDの閉じ込め相の言葉では ⟨TrF 2⟩の揺らぎの自由度は glueballの一つで
す。従ってこの分散関係を調べるということは、対応するゲージ理論の glueballの質
量スペクトラムを求めることに相当します。
もっとも、N = 4 SYM理論にはスケールがありませんので、glueballのmass gap

を与える質量スケールがなく、glueballの mass gap（M とします）は現れません。
従って重力側で質量スペクトラムを調べても有意な結果が得られないであろうことは
推測できます。しかしながら、より一般のゲージ・重力対応に応用するための考え方
を学ぶ目的で、⟨TrF 2⟩の揺らぎの分散関係を調べてみたいと思います。
今の場合、分散関係を調べるのが目的ですので、例えば x方向に運動量 kを持つ

dilatonのモードを調べることにしましょう。仮にmass gap M を持つ場合は、x方向
の運動量以外をゼロとした場合の分散関係、−k2 = M2が得られるはずです。dilaton
の摂動を ϕ̃ = φ(r)eikxとおき、運動方程式に代入すると以下を得ます。

∂u(u5∂uφ) + M2uφ = 0, (32)

ここで −k2 = M2を代入しました。問題はM2 > 0に対する物理的な解が存在する
かどうかです。この方程式の一般解は

φ(u) = C(0)(Mu)−2K2(iM/u) + C(2)(Mu)−2J2(M/u) (33)

で与えられます。ここでK2(x)は第 2種変形ベッセル関数、J2(x)は第 1種ベッセル
関数です。u = ∞での振る舞いから第 1項は non-normalizable modeであることがわ
かります。今は外部から sourceを与えて反応を見る類の計算はしませんので、source
項はスイッチオフし C(0) = 0として第 2項のみを採用します。これは u = ∞にお
いて φ(u) = 0というDirichlet境界条件を課すことに相当します。つまりこの問題は
「Schrödinger方程式」(32)を無限遠方で「波動関数」φ(u)が消えるという境界条件
のもとに解いて「固有値」M2を求めることと数学的には等価です。ゲージ・重力対
応は、一般に強結合ゲージ理論の glueball等の質量スペクトルを求める問題を、量子
力学の問題と同程度にまで簡略化してくれるのです。
それでは、(33)第 2項の normalizable modeをもとの作用に代入し、on-shell作

用の振る舞いを調べてみましょう。gluon condensateを求めた際と同様にして作用を
部分積分し、bulk内奥 u = 0での表面項の振る舞いを調べてみましょう。（u = ∞で
の境界項はこの場合消えます。）u = 0近傍での表面項の振る舞いを見ると

u5φ∂uφ ∝ C2
(2)M

−4 cos(2M/u) + · · · , (34)

となり、normalizable modeの amplitude C(2)を消さない限り、M ̸= 0では u → 0
での on-shell作用の値が不定となります。またM = 0では作用の有限性の要求から
C(2) = 0となるのは既に見た通りです。予想した通り、有意な非ゼロのmass gapは
得られません。
上記で行った解析の手順を一般化してまとめてみましょう。

1. 場の揺らぎが x方向の運動量 kを持つとして、運動方程式をたてます。

2. この方程式は固有値−k2 = M2を持つ固有値方程式に帰着します。

3. 解＝固有関数を定めるには 2つの境界条件が必要です。まず最初に課すべき条
件として、normalizable modeを選択します。

4. さらに時空の最も内側において on-shell作用が発散しない（あるいは on-shell作
用が well-definedとなる）条件を要求します19。

19文献によって、bulk内側で課す条件の表現が異なります。例えば「bulkの最も内側で場が blow upし
ないような解を選択する」と表現している文献もあります。しかし場が blow upするとは、場の動径座標
による微分も singularであることを意味し、結果として on-shell作用の有限性が満たされないことを示唆
します。私の知る範囲の文献では、on-shell作用の有限性を課すことと無矛盾なようです。



5. このような条件を満たす解＝固有関数の固有値M2は任意の値をとることはで
きず、mass gapの値が定まります。

ここで少し先走って、理論に典型的エネルギースケールが存在し、かつ閉じ込め
相を記述できるモデルの場合をコメントさせてください。この場合、時空は AdSで
はなくなり、場の従う運動方程式もAdSの場合とは異なるため、mass gapに対する
結果も上記の計算例とは大きく異なります。このようなモデルでは確かに離散化され
た固有値M2が得られ、glueballのmass gapが現れます。実際、4.1章でコメントす
るWitten時空から large-Nc pure Yang-Mills理論の glueballの質量スペクトルが得
られており、格子QCDの結果と悪くない一致を見ています [20]。ここで強調したい
点は、ゲージ・重力対応を用いると、強結合ゲージ理論の glueballの質量スペクトル
という非常に非摂動的な物理量の計算が、Schrödinger方程式を解くのと同程度の問
題にまで簡便化されるという点です。また、4.2.2章で述べるクォーク自由度の入った
モデルでmesonのスペクトルを計算する場合も、扱う場が異なるだけで、考え方や
計算方針は全く同じです。

3 有限温度の導入、相転移
前章までは、温度ゼロの真空におけるゲージ理論の物理量を計算するための処方

を紹介しました。この章では有限温度の導入や相転移の記述について解説したいと思
います。

3.1 2つの解

場の理論において有限温度系を記述する方法の一つに虚時間形式があります。こ
れは虚時間を導入し、Euclidean時空に移って、虚時間方向を β = 1/T（T は温度）
で周期的にする方法です。（Fermionに関しては反周期境界条件を課す。）同じことを
重力理論側でも行えば、有限温度系の記述が可能になります [25]。例えば、時間方向
を β = 1/T（T は温度）で周期的にする境界条件のもとで Euclid化した方程式を解
くことで、[対応２]で述べた時空M5を求めます。
一般にこの周期境界条件を満たす時空は無数にありますが、「時空に裸の特異点20が

存在しない」という整合性条件を課すと解は有限個（典型的には 2個）に制限されま
す。具体的には、解となる時空は以下の計量で現わされます。

ds2 =
u2

u2
0

(f(u)dτ2 + dx⃗2) +
u2

0

u2f(u)
du2,

f(u) = 1 − u4
H

u4
. (35)

ここで τ は Euclidean timeです。「パラメータ」uH で指定される無限個の解が存在
することになりますが、この時空が u = uH において singularとならない条件を要請
すると、以下の二つの場合のみに制限されます：

1. uH = 0; Thermal AdS (T-AdS):
Euclidean AdS5時空の虚時間方向を単に β = 1/T で周期的にしたものです。計
量そのものは通常の Euclidean AdS5時空と変わりません。

20裸の特異点とは、時空が singularになる点で、horizonで隠されていないものを指します。



2. uH = πTu2
0 > 0; AdS-black hole (AdS-BH):

境界近傍ではAdS5時空に漸近するようなブラックホール時空で、horizonの位
置は u = uH で与えられます。虚時間の周期 β = 1/T は horizonの位置と密接
な関係があります。

重力理論側の on-shell作用を βで割ったものは、ゲージ理論側の有限温度における自
由エネルギーと同定されます。単純な on-shell作用は発散していますが、GKP-Witten
処方で説明した意味での繰り込みにより、発散を処理します。T-AdSとAdS-BHでは
繰り込まれた on-shell作用の値が異なりますが、その値がより小さい時空が熱力学的
に実現すると考えます。このT-AdSとAdS-BHの間の転移が、対応するN = 4 SYM
の有限温度系の相転移に対応します。重力理論の言葉では、この転移は既にHawking-
Page transitionとして知られていました [26]。それでは、これら 2種類の時空はゲー
ジ理論側のどのような相に対応するのでしょうか？この説明をする前に、ブラックホー
ルの古典的性質に触れる必要があります。

3.2 ブラックホールの古典的性質

ブラックホールには次のような性質が存在します [27]。ここでMBH はブラック

表 4: ブラックホールの従う法則と熱力学の法則

熱力学 ブラックホール
第 0法則 熱平衡では温度 T が一定 定常解では表面重力 κが一定
第 1法則 dE = TdS dMBH = κ

8πGN
dA

第 2法則 エントロピー Sは減少しない horizonの面積Aは減少しない
第 3法則 物理過程で温度をゼロにできない 物理過程で表面重力をゼロにできない

ホールの質量を表します。この表からわかるように、表面重力 κ（horizon上での重
力加速度）を温度 T に、horizonの面積 Aをエントロピー S に対応させると、右側
のブラックホールの法則は熱力学の法則にマッチすることがわかります。より正確に
は、ブラックホールのHawking温度は T = κ

2π のように得られます。この値は、虚時
間方向を 1/T で周期的にした場合に時空が regularとなる整合性条件からも得られま
す。これにより S = A

4GN
と同定されます。（ここでGN は対応する重力理論のニュー

トン定数。）ここでゲージ・重力対応に有用なコメントとして以下があります：

• 実は、無限遠で平坦となるような時空上のブラックホールの比熱を計算すると負
になります。従って、この意味でブラックホールの熱力学は一般には ill-defined
です。しかしながら無限遠方でAdSとなるような時空上のブラックホールの比
熱は正になります。従って、AdS-BHの熱力学は well-definedです。

• 5次元AdS-BHのhorizonとは、動径方向uに垂直な3+1次元面ですので、「hori-
zonの面積A」とは空間 3次元「体積」を意味します。これでしっかりと次元勘
定が合います。なぜならば対応する 4次元ゲージ理論のエントロピーは系の 3次
元体積に比例する示量性の物理量であるからです。ブラックホールの観点では
horizonの内側・外側を区別するためには horizonに垂直な 5番目の方向 uが必
要でした。このように、空間 3次元系の熱力学をブラックホールの熱力学に対
応させようとすると、ブラックホールは必然的に 5次元以上の高次元ブラック



ホールとならざるを得ません。高次元時空はこの意味でも必要とされているの
です。

• GKP-Wittenの項でコメントした「u方向～エネルギースケール」の見方がこ
の場合でも成立しています。例えばエントロピーという巨視的スケールで定義
される物理量は、u方向の最も内側に存在している、horizonで定義されます。
先ほどの見方では u方向の最も内側はゲージ理論の赤外領域でしたので、最も
赤外な領域でエントロピーが定義されていることになります。これは大変自然
です。温度に関しても horizon上の表面重力で与えられるという意味において、
最も赤外の領域でブラックホールの物理量と結びついています。熱力学は最も
赤外の領域で現れているのです。

3.3 閉じ込め・非閉じ込め相転移

N = 4 SYM理論を扱う場合、温度ゼロでの無限に重いクォーク・反クォーク間
のポテンシャル（inter-quark potential）は、理論のスケール不変性によりクーロン
型となります。従って inter-quark potentialがリニアになるという意味での閉じ込め
は、この理論には存在しません。しかしながら「colorの自由度が見えるか否か」の
意味での「閉じ込め・非閉じ込め」の区別は存在します：

• “閉じ込め相”
large-Ncの leading orderでの系のエントロピーがゼロの相を、ここでは “閉じ
込め相”と呼ぶことにします。これは系のエントロピーが厳密にゼロであること
を主張しているのではなく、1/N2

c 展開の sub-leading orderにO(N0
c )の寄与が

あるものの今はその寄与を見ていない、と考えます。この場合、系の自由度に
colorの自由度が反映されていません。

• “非閉じ込め相”
large-Ncの leading orderでの系のエントロピーがN2

c に比例する相を、ここで
は “非閉じ込め相”と呼ぶことにします。系の自由度の leading orderが N2

c に
比例しているところから、colorの自由度が系の自由度に反映されていると考え
ます。

“閉じ込め相”、“非閉じ込め相”は、重力理論側ではそれぞれT-AdSとAdS-BHに
対応します。なぜならば重力理論側のエントロピーはブラックホールの horizonの面
積（体積）に比例しますが、T-AdSにはブラックホールが存在しないため（large-Nc

の leading orderの意味で）エントロピーはゼロです。一方AdS-BHではブラックホー
ルが存在し、ゼロでないエントロピーが存在します。このエントロピーは係数まで含
めて考えるとN2

c に比例します。これはG5 ∼ N2
c r−3

0 、horizonの面積∼ r3
0から確認

できます21。
これらの相において、熱力学的にどちらの相が実現するのか、重力側のEuclidean

作用＝ゲージ理論側の自由エネルギー ×β の大小から判断してみましょう [25, 26]。
まず (15)の作用を Euclid化しておきます：

SE = − 1
16πG5

∫
d5x

√
g(R − 2Λ)

− 1
8πG5

∫
d4x

√
γK +

1
8πG5

∫
d4x

√
γ

3
u0

, Λ = − 6
u2

0

. (36)

21エントロピーなどの具体的計算例は、例えば [22]を参照。



ここで、右辺の最後の項はカウンタータームです [28, 24] 。この作用から導出される
Einstein方程式

Rµν − 1
2
(R − 2Λ)gµν = 0, (37)

のトレースをとることで関係式 R = 10
3 Λが得られます。これをもとの作用に再代入

すると on-shell作用

Son-shell =
1

16πG5

8
u2

0

∫
d5x

√
g + (boundary term), (38)

が得られます。今、とりあえず境界項からの寄与を無視すれば、Euclidean作用の大
小はそれぞれの時空の体積で決まります。計量 (35)を見ると計量の行列式 gは uH の
値によらないことがわかりますので、結局T-AdSとAdS-BHの場合の違いは u方向
の積分領域の違いのみとなり、0 ≤ u < ∞で積分するT-AdSよりも uH ≤ u < ∞で
積分するAdS-BHの方が、T > 0では常に小さな on-shell作用を持ちます。両者が一
致するのは uH = 0となる T = 0の場合です。つまり T > 0では AdS-BHが実現さ
れます。
なお、この説明は直観的ですが、あまり正確ではありません。なぜならば境界項

からの寄与が無視できないからです22。しかし境界項からの寄与を注意深く計算する
と、この場合は 5次元体積から来る寄与と逆符号で絶対値がちょうど半分の寄与とな
ることが確認できます。結果として T-AdSとAdS-BHの on-shell作用の大小関係は
上記で述べた通りとなります。なお、系のエントロピーを β ∂

∂β Son-shell −Son-shellから
計算する場合は、これら（カウンタータームからの有限の寄与も含め）境界からの寄
与を入れることで初めて正しい値、A/(4G5)、を再現します。
ここで得られた結果について、ゲージ理論側から解釈してみましょう。高温領域

ではゲージ理論は “非閉じ込め相”にあるのが自然です。問題は “非閉じ込め相”への
転移温度 Tcですが、N = 4 SYM理論の場合、Tcを決める理論スケールがありませ
んので Tc = 0です。従って、T > 0では非閉じ込め相である AdS-BHが実現される
ことになります [25]。

4 QCDに向けて

4.1 pure Yang-Mills

これまで扱ってきたN = 4 SYMには adjoit表現の場、gluonとその super partner
しか存在しませんでした。この理論をQCDに近づけたい場合には少なくとも以下の
工夫をする必要があります。講義ではこれらの工夫について概説しました。

1. 基本表現（および反基本表現）のクォーク（反クォーク）を導入すること

2. 超対称性を破ること

22少々細かいですが、[25, 26]等では「境界からの寄与が消える」と書いてあります。これは以下の文脈に
おいて正しい表現です。[25, 26]ではカウンタータームを導入して作用の発散を消去するかわりに、r = 1/ϵ
に境界を持ってくることで正則化した上で、T-AdSと AdS-BHの作用の差を考慮して発散をキャンセルさ
せています。この場合は T-AdSと AdS-BHの作用の比較に注意が必要であり、r = 1/ϵにおける虚時間方
向の、赤方偏移まで考慮した周期

√
gττβ（＝物理的温度の逆数）が一致するように各々の時空の β を調整

した上で、比較することが必要です。このような調整を施した後では、確かに境界項からの寄与は「T-AdS
と AdS-BHの on-shell作用の差」には現れないことが確認できます。



3. 共形不変性を破り ΛQCDを導入すること

このうち、上記 2、3に関してはWittenがアイディアを提出しています [25]。アイディ
アの骨子は以下の通りです。
まず、D3-braneではなくNc枚のD4-braneを考え、この上に実現される 4+1次

元のゲージ理論を考えます。次に余分な空間方向をS1コンパクト化します。コンパク
ト化の半径をRKKとして、1/RKKよりも十分低いエネルギー領域ではこの理論は良
い近似で 3+1次元のゲージ理論となります。さらにD3-braneの場合と異なり、D4-
brane上のゲージ理論はもともと共形不変ではありません。さらに、ここではRKKと
いうスケールも導入されており、この意味でも共形不変性は存在しません。このRKK

は低エネルギーでの 3+1次元ゲージ理論にスケールを与えますから、ΛQCDの役割を
担います。そして S1コンパクト化方向に bosonに関しては周期境界条件を、fermion
に関しては反周期境界条件を課すことで（ちょうど有限温度の場合に超対称性が破れ
るように）、もともとのD4-brane上の理論で実現されていた超対称性が破れます。こ
のようにして S1コンパクト化されたD4-braneを出発点としてゲージ・重力対応を構
成することで、十分低エネルギーでは強結合 SU(Nc) large-Nc pure Yang-Mills
理論に対応する重力理論が得られることになります。
あとは、このセットアップにクォークを導入すれば強結合SU(Nc) large-Nc QCD

の出来上がりです。クォークのカイラル対称性が実現される形でこれを行ったのが酒
井・杉本モデルです。

4.2 クォークの導入

3章までで細かく議論したN = 4 SYM理論にはゲージ群に対して adjoit表現の
場、つまり gluonとその super-partnerしか含まれていませんでした。上記のように
D4-braneから出発した場合も同様です。従って、問題は、ゲージ群に対して基本表
現、あるいは反基本表現の fermionをどのようにしたら理論に取り込むことができる
か、ということです。
この問題を考えるために、まず、Nc枚のD3-brane上のU(Nc)ゲージ理論にどう

して adjoint表現しか存在しなかったのか、理由を考えてみましょう。D3-brane上の
ゲージ場は弦理論の言葉では D3-brane上の open stringの自由度として実現されて
いました。open stringには端点が二つあり、これらの端点がNc枚のD-braneに終端
する可能な組み合わせはNc ×Nc通りあります。従って質量ゼロのゲージ場（ベクト
ル場）がN2

c 種類あり、これが U(Nc)ゲージ理論のNc × Nc行の行列であらわされ
る gluonの自由度に対応していました。従って、colorの自由度は open stringの端点
がD-braneに終端する可能な組み合わせの自由度であるとも言えます。
ここまで問題を整理しておけば、基本表現の導入は簡単です。Nc枚のD3-brane上

に一つの端点しか存在しない open stringを導入すれば、その open stringはD3-brane
の入れ替えの意味での colorのゲージ群に対して、自由度Ncのみを持つ基本表現と
して振る舞うでしょう。より正確には、今考えている type II超弦理論には stringの
向き付けが存在しますので、片方の端点のみD3-braneに終端している open stringに
も、向き付けに応じて 2種類が存在し、この向き付けに応じて open stringが基本表
現に対応するか反基本表現に対応するかが決まります。なぜならば、向き付けによっ
てD3-brane上の端点が持つ colorの chargeが反転するからです。
それでは、D3-braneに終端していない方の端点はどのように処理したら良いので

しょう？この端点はそのまま放置しておく訳にはいかず、何らかの「別の D-brane」
に終端させる必要があります。従って結論としては、出発点となるD-braneのセット
アップとしてNc枚のD3-braneのみから出発するのではなく、「Nc枚のD3-brane＋
別のD-brane」というセットアップから出発すれば良いことになります。このように



すると Nc枚の D3-brane上には gluonの自由度の他に基本表現および反基本表現の
自由度が実現されています。「別のD-brane」は、基本表現・反基本表現の自由度、つ
まりフレーバーの自由度を導入するための役割を担いますので、フレーバーD-brane
と呼ばれることがあります。
もちろん、両方の端点がフレーバーD-brane上に終端している open stringも存在

しますが、これはD3-brane上のゲージ理論の自由度とは別の自由度となります。も
ともと、ゲージ・重力対応を構成する出発点の理論には、たくさんの余計な自由度が
存在しています。例えばD3-braneの周囲に存在する重力の自由度などです。これら
の「注目するゲージ理論以外」の自由度を decoupleさせるのが near-horizon極限で
した。このフレーバーD-brane上の余計な自由度も、重力と同様に near-horizon極限
で decoupleするものと考えられています。
なお、フレーバーD-braneとして許されるものには制限があります。一般に勝手

な組み合わせのD-braneを考えて、その間に張る open stringを量子化すると、基底
状態が不安定となる場合があります。従ってフレーバーD-braneは系が安定となるよ
うに選ぶ必要があります。このような安定な組み合わせは、超弦理論の枠内で調べら
れています。また安定な組み合わせの中から、実現されるゲージ理論が望みのものと
なるようにフレーバーD-braneをさらに絞り込む必要もあります。例えばD3-brane
から出発するモデルにおいては、代表的なフレーバーD-braneとしてD7-braneを加
えたモデルがあり、しばしば D3-D7モデルと呼ばれています [29]。D3-D7モデルの
D-brane配置としては以下のようになります。ここで、最上段の数字は 10次元時空

表 5: D3-D7モデルのブレーン配置

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D3 ○ ○ ○ ○
D7 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

内の方向を表わし、○印はそのD-braneが伸びている方向を表わします。上記から、
D3-D7間の open stringの重心が移動できる方向は、両者の D-braneが共通に伸び
ている部分空間である x0、x1、x2、x3 方向の 3+1次元部分のみであることがわか
ります。またD3-braneもD7-braneも、ともに存在していない方向、x8、x9方向が
存在しますので、この方向を用いて D3-braneと D7-braneを相対的に離すことが可
能です。D3-D7間の距離を離すと、その間の open stringのエネルギーが (tension)×
（距離）に応じて増大しますので、これは基本表現（反基本表現）の自由度に質量を
与えることができることを意味します。また D3-D7間の open stringのモードを調
べると fermionの自由度が存在することがわかりますので、このようにしてmassive
なクォーク（反クォーク）の自由度をD3-brane上のゲージ理論に加えることに成功
したことになります。より具体的には、particle contentsや対称性を調べることによ
り、D3-brane上のゲージ理論はN = 4 SYM理論に基本表現・反基本表現のN = 2
hyper-multiplet（クォーク・反クォークのセクター）を加えた 3+1次元の理論となる
ことが知られています。
さてここで、少々唐突ですがフレーバー対称性について説明させてください。導入

したD7-braneがNf 枚の重なったD7-braneであったとすると、D7-brane上のU(Nf )
ゲージ変換に対してD3-D7間の open stringは基本表現（反基本表現）のように振る
舞います。なぜならば open stringの端点の一つがD7-brane上に終端しているからで
す。このNf 枚のD7-braneのうち、どのD7-braneに他方の端点が終端するか、とい
う自由度はD3-brane上のゲージ理論の視点では「フレーバー」の自由度です。なぜ



ならばクォーク（反クォーク）の種類を、どのD7-braneに終端した open stringに由
来しているかで識別できるからです。この意味でD7-brane上のU(Nf )ゲージ対称性
はフレーバーの対称性となります。
ここで、通常のQCDとは異なる状況に気づいた読者もおられるでしょう。通常、

フレーバー対称性は global対称性であって、ゲージ対称性ではありません。しかし
これは問題になりません。なぜならばU(Nf )ゲージ対称性を保証するD7-brane上の
gluon—D7-brane上に両方の端点を持つ open string—は near-horizon極限によって
decoupleするからです。near-horizon極限をとってゲージ・重力対応を完成した後で
は、残っている対称性は大域的部分のみであり、フレーバー対称性は global U(Nf )
となります。重力双対側の重力モードが glueballとなったように、重力双対に残るフ
レーバーD-brane上のゲージ場は中間子のモード（の一部）と同定されます。
さて、D3-D7間の open stringから得られるクォークは、このフレーバー対称性に

対してどのように変換するでしょうか。弦理論側の解析から、D3-D7間の open string
からは left-handedのものと right-handedのものが両方現れることがわかり、従って
left-handedも right-handedもU(Nf )変換を同時に受けます。従って、この理論には
U(Nf )カイラル対称性は存在しないということがわかります23。

4.2.1 重力双対とプローブ近似

それではゲージ・重力対応におけるD3-D7モデルの重力双対はどのように求めた
ら良いのでしょうか。D-braneを、対応する超重力解に置き換えるのが最初のステッ
プですが、表 5からもわかるように、この系のブレーン配置は複雑であり、このブレー
ン配置に厳密に一致する超重力理論の解を得るのは容易ではありません。そこで通常
以下で説明するプローブ近似を採用します。
フレーバーD-braneが存在しない場合の重力双対は既にAdS5×S5やAdS-BH×S5

など（これらをここでは「D3時空」と呼ぶことにします）として知られています。こ
の時空にフレーバー D-braneの効果を導入することを考えましょう。厳密には、フ
レーバーD-braneもエネルギー・運動量を持ちますので周囲の時空に変形をもたらす
効果を持ちます。より正確には超重力理論の運動方程式に対する source項となり運
動方程式に補正をもたらします。この補正はフレーバーD-braneの枚数Nf に比例し
ます。従って、D3時空はフレーバーD-braneの存在下では厳密な解にはなりません。
しかし、Nc ≫ Nf の場合はフレーバー D-braneが D3時空に及ぼす補正が無視でき
ます。より正確には、D3時空を解として与えていたもとの運動方程式に対し、フレー
バーD-braneからのバックリアクションは (Nf/Nc)2のオーダーとなります。従って
相対比で (Nf/Nc)のオーダーまで取り入れるという近似のもとでは、D3時空に対す
る補正を無視して良いことになります。重力理論側の on-shell作用に対する寄与で言
うと、D3時空から来る寄与が O(N2

c )、D3時空内に存在するフレーバー D-braneか
ら来る寄与がO(NcNf )ですので、ここまでの寄与で打ち切ることになります。
この近似はプローブ近似と呼ばれます。重力理論側の描像では、フレーバー D-

braneはD3時空の重力場その他の影響を受けます（従って重力場の影響でフレーバー
D-braneは一般に曲がった形となる）が、D3時空はフレーバー D-braneからのバッ
クリアクションを受けない、という近似となります。一方、ゲージ理論側では以下の
ように解釈できます。D3時空は gluon部分を記述し、フレーバーD-braneはクォー
ク部分を記述していました。従って「クォークは gluonの影響を受けるが、gluonは
クォークの影響を受けない」という近似となります。また、large-Ncゲージ理論にお
いてクォークの loopが入るごとに (Nf/Nc)のオーダーが上がることから、クォーク

23U(1)A対称性は存在します。この対称性は x8、x9面内で半径（～クォーク質量）を保ったまま回転さ
せる S1 の回転対称性に対応しています。



の 2-loop以上の補正を落とす近似であるとも言えます。このような近似は格子ゲージ
理論におけるクエンチ近似と非常に似た近似です。フレーバーD-braneからのバック
リアクションを忠実に取り込むことが困難であるという技術的理由により、ゲージ・
重力対応の解析においてはプローブ近似の範囲内で解析されるのが一般的です。

4.2.2 酒井・杉本モデル

4.1章で述べた D4-braneから出発するWitten時空の場合について、フレーバー
D-braneをうまく導入して、出来るだけQCDに近いモデルを構成することを考えま
しょう [30]。やはりプローブ近似を採用して、重力双対では、Witten時空上にフレー
バーD-braneが存在する状況を考えることになります。

QCDにおいてはカイラル対称性の問題は重要であり、QCDに応用する観点から
はカイラル対称性を実現するゲージ・重力対応の構成が非常に重要です。この問題
は、フレーバーD-braneとしてD8-braneを用いることによって実現されます。この
場合のブレイン配置は表 6のようになります。ここで、x4 方向はWittenの方法に
沿って S1にコンパクト化されています。この場合、D4-D8間の open stringで構成さ

表 6:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D4 ○ ○ ○ ○ ○
D8 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
D8 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

れるクォークはカイラルであることが弦理論の解析からわかります。このクォークが
left-handedか right-handedかはD8-braneの向き付けに依存します。type II超弦理論
の弦に向き付けがあったのと同様にD8-braneにも向き付けの概念があり、D8-brane
を「ひっくり返して」逆向きにしたものはD8-braneと呼ばれます。D4-D8のクォー
クを left-handedと呼ぶことに決めれば、D4-D8のものは right-handedということに
なります。
この場合 U(Nf )枚のD8-braneで実現される対称性は U(Nf )L、U(Nf )枚のD8-

braneで実現される対称性は U(Nf )R ということになり、これらの変換が互いにフ
レーバー D-braneの意味で分離されています。従って left、rightを互いに独立に回
すことが可能となり、結果として U(Nf )L × U(Nf )R カイラル対称性が実現してい
るモデルとなります。このように D4-D8-D8の D-brane配置を出発点として、強結
合 SU(Nc) large-Nc pure Yang-Mills理論にクォーク・反クォークの自由度を導入し
U(Nf )L × U(Nf )Rカイラル対称性の破れと回復を表現できるようにしたゲージ・重
力対応モデルが酒井・杉本モデルと呼ばれています [30]。

D8と D8は x4方向に引き離すことができます。この x4方向の D8と D8の間隔
を Lとしておきましょう。D8と D8の距離が近すぎると D8-D8間の open stringに
由来するスカラーモードがタキオンとなる（不安定粒子となる）ことが知られていま
すので、通常D8とD8は、それぞれ x4方向の S1上の正反対の位置に置いて相対距
離が最大になる（L = πRKK）ような配置を考えることが多いです。また、10次元
時空の全ての方向はD4とD8の少なくとも片方が占めていますので、D4とD8ある
いはD4とD8の距離は引き離すことができないことがわかります。従ってD4-D8や



D4-D8の open stringに由来するクォークの質量24はゼロであることがわかります25。
酒井・杉本モデルではカイラル対称性の破れ U(Nf )L ×U(Nf )R → U(Nf )V をフ

レーバーD-braneの geometryの言葉で表現することができます。もともとのカイラ
ル対称性 U(Nf )L × U(Nf )R は、Nf 枚の D8-braneの束と Nf 枚の D8-braneの束、
それぞれで実現されているU(Nf )対称性の直積でした。カイラル対称性の破れによっ
てフレーバーの対称性が U(Nf )V となることはフレーバーD-braneが全体としてNf

枚の一つの束へとつながることを示唆します。実際、Witten時空のように曲がった
時空で D8-braneや D8-braneの運動方程式を解くと両者が分離された解は（低温領
域では）存在せず、両者が結合してひと組の束となった解が実現されることがわかり
ます。
酒井・杉本モデルでは large-NcQCDの様々な物理量が計算されており、実際の

QCDと悪くない一致を見ています。本稿ではこれらの詳細は省略させて頂きますが、
例えば reviewとしては [32]などを参考にされると良いと思います。

4.3 課題

Witten時空や酒井・杉本モデルはQCDを記述するゲージ・重力対応に向けた大
きな成功であると考えられますが、ここで導入されたモデルにもいくつかの課題があ
ります。大きな課題点を挙げると以下のようになると思います。

4.3.1 Witten時空の課題

低エネルギー領域で pure Yang-Millsを記述するWittenのモデルには「dimen-
sional transmutationが出来ていない」という克服すべき課題があります。Lattice上
でQCDを構成する場合をまず考えましょう。まず紫外のカットオフ＝格子間隔 a > 0
をセットして、その格子上でQCDの作用を定義します。最後に a → 0の連続極限を
とりますが、その際、格子上で定義された結合定数 gも g → 0となるように flowさ
せて、観測される物理量のスケール、ΛQCD、が実験値に合うように固定しながら連
続極限をとります。この際重要であったのはQCDの相互作用には漸近的自由があり、
繰り込群的に g → 0のスケーリングを行うことが可能であった点です。このように
QCDでは、理論を定義するスケール 1/aと物理スケール ΛQCDがうまく分離されて
おり、1/aのカットオフの効果が物理に現れないように構成されています。
一方で、Witten時空の場合は超対称性を破るスケールが 1/RKKであり、なおかつ

このスケールより高いエネルギーではコンパクト化スケールが見え始めて理論は 4+1
次元の理論となります。つまり「3+1次元 pure Yang-Mills」が定義されるスケール
が 1/RKK で与えられています。一方で 1/RKK は glueballの質量などの物理スケー
ルを与える ΛQCD の役割も担っています。従って、ΛQCD と「カットオフスケール」
が分離されていないのです。従って、ハドロン質量や相転移温度など、面白い物理は
1/RKK 程度のスケールで現れますが、そのスケールはちょうど理論が 3+1次元 pure
Yang-Millsから「ずれ始める」領域でもあるのです26。
この問題を回避するために、物理スケールと理論の定義スケールの間にどのよう

にしたら大きな階層を生むことができるか？これが克服すべき問題です。

24場の理論の Lagrangeanレベルで現れる質量の意味で、current quark massの意味です。カイラル対称
性の破れにより獲得される constituent quark massの意味ではありません。

25なお、酒井・杉本モデルに current quark massを導入する試みとしては [31]があります。
26通常用いられる 2π/RKK の値は 1 GeVの程度です。



4.3.2 酒井・杉本モデルの課題

酒井・杉本モデルはWittenのモデルにフレーバー D-braneを加えた構造をして
いますので、Witten時空の課題をそのまま引き継いでいます。さらに加えていくつ
かの課題がありますが、私が個人的に強く意識している問題は次のようなものです。
酒井・杉本モデルで種々の物理量を計算すると、物理量は D8-braneと D8-braneの
相対的な距離Lに依存することがわかります。しかし、このパラメータがゲージ理論
側の Lagrangeanの何のパラメータにどのように対応しているのか、完全には理解さ
れていません。対称性の議論から、このパラメータとゲージ理論側の 4-fermi相互作
用やカイラルカレントとの関係が [33]で示唆されていますが、私の理解では「示唆」
の範囲を超えていないように思われます。

5 非平衡系への応用
ゲージ・重力対応の超弦理論以外の物理への応用として、筆者が個人的に興味を

持っているのは非平衡物理学への応用です。ここまでの説明で見たように、ゲージ・重
力対応ではゲージ理論の演算子の期待値などの微視的な物理量の計算が可能でした。
つまりゲージ粒子数個の散乱振幅などの微視的プロセスの記述が可能な対応であり、
ゲージ・重力対応の成立には平衡の概念は必要とされていません。従って、筆者は、
ゲージ・重力対応はゲージ理論の非平衡過程の物理を記述する能力を潜在的に持って
いると考えています。

5.1 実時間のブラックホール

ゲージ・重力対応はゲージ理論の微視的なレベルでの記述を行います。むしろ筆
者にとって驚きなのは、重力側でブラックホール時空を考えることで温度やエントロ
ピーなどの「平衡の概念」が自然に現れる点です。不思議なことに、ブラックホール
解を採用すると、それはゲージ粒子多体の有限温度系に対するマクロな物理量（温度
やエントロピーなど）が、ブラックホールの horizonの物理として現れます。マクロ
な物理は微視的物理の粗視化（平均化）の結果生じるものですが、「ブラックホール
がこの粗視化作業を自動的に行ってくれている」ように見えます。

3章では Euclid化したブラックホールを議論しましたが、計量をMinkowski sig-
natureに戻してもブラックホールの熱力学はそのまま成立します。ここで注目すべき
は、もともとMinkowski signatureでのブラックホール解には実時間が存在している
ということです。従って、何らかの摂動を加えて時間変化するブラックホール解を調
べることが出来れば、それは平衡からずれた多体系の物理を記述できることになりま
す。実際、このアイディアを推し進めたのがゲージ・重力対応による流体力学の記述
です。流体力学とは局所熱平衡の成立する多粒子系において、系のエネルギー・運動
量テンソル等の保存カレントの時間的・空間的発展を記述するものです。ゲージ理論
のエネルギー・運動量テンソルの期待値は GKP-Witten処方により重力時空から読
み取ることができます。時間変化する重力解を求め、GKP-Witten処方を用いること
でエネルギー・運動量テンソルの時間発展が読み取られます。エネルギー・運動量テ
ンソルはゲージ理論流体のエネルギー密度、圧力や粘性度などの輸送係数を用いて記
述されますので、これらの時間発展を追うことは正に流体力学が行う仕事です。ゲー
ジ・重力対応においては時間発展する重力時空を求めることでこの作業が可能となり
ます。さらに、流体力学ではインプットパラメータであった粘性度などの輸送係数は
「重力時空に裸の特異点が存在しない」という条件 [21]や、「ブラックホールからは何



も放出されない」という ingoing wave boundary conditionを要請することで決定さ
れます。輸送係数の計算にはミクロな物理の情報が必要でしたが、ゲージ・重力対応
はゲージ理論のミクロな情報を記述するものでしたので、輸送係数が求められるのは
ある意味当然とも言えます。このように、線形応答理論が行うような非平衡物理の計
算にもゲージ・重力対応が応用されています [22]。

5.2 非平衡定常系

さらに特別な状況では、線形応答領域を超えて輸送係数を計算することも可能で
す。このような応用に関する筆者の最近の仕事 [23]を紹介して、この講義を終えたい
と思います。
例えばD3-D7モデルを考えることにしましょう。これはN = 4 SYM理論に基本

表現のN = 2 hyper-multiplet（クォークのセクター）を加えた 3+1次元の理論に対
応しますが、ここで簡単のためにN = 4 SYM部分を「グルーオンセクター」、N = 2
hyper-multipletの部分を「クォークセクター」、それぞれのセクターに属する粒子を
代表させてそれぞれ「グルーオン」、「クォーク」と呼ぶことにします。
この理論のクォークはクォーク電荷（U(1)バリオン電荷と定数倍を除き同じです）

という保存電荷を持ちますので、この電荷の輸送を考えることにしましょう。問題と
してはクォーク電荷に対して外部電場を加え、その際に流れる電流を計算することで
クォーク電荷の電気伝導度を求めることにします。自由な電荷に外部電場を加えても
加速度運動をするだけですので定常電流は構成できません。しかしクォークがグルー
オンの系と相互作用しており、グルーオンからの「摩擦」を受ける状況＝散逸の存在
する状況では、（近似的に）定常電流を実現することが可能です。
この問題は非平衡物理学の問題です。なぜならば、有限の電気伝導度を持つ系に

電流が流れると熱が生じるからです。発生した熱を熱浴に捨てることで時間依存しな
い系を考えることは可能ですが、この場合も絶えず熱の生成と熱浴への流出が行われ
ており、平衡状態ではありません。このような状態は非平衡定常状態です。従って、
電気伝導を扱う問題は非平衡物理学の問題です。もっとも、微小な外部電場を加えた
時の線形応答、電気伝導で言えばオームの法則で記述できる範囲の電気伝導度であれ
ば、線形応答理論の久保公式を用いて平衡状態でのカレントの 2点関数から計算する
ことができます。問題は線形応答を超える領域、外部電場が十分大きい場合の非線形
電気伝導度の計算です。私の知る範囲では、このような非線形電気伝導度を系の微視
的な理論から出発して求めるのは大変難しい問題です。この問題が抱える一般的な困
難や乗り越えるべき問題をまとめると以下のようになります。

1. 非平衡物理学を扱う困難
上記で述べたように、電流による散逸がありますので、系は非平衡系です。

2. 非線形電気伝導度を扱う困難
線形応答理論を超えた扱いが必要となります。

3. 定常状態の実現
熱浴を理論の枠組みに取り入れ、系と熱浴の間の相互作用（熱の流出の記述）を
取り入れる必要があります。

4. 非摂動的解析を行う困難
電荷どうしが強く相互作用する系（強相関系）の電気伝導に興味がある場合は、
相互作用について非摂動的に解析をする必要があります。

ゲージ・重力対応では、上記問題を克服できる例が存在します。まず熱浴の準備につ
いては以下のようにセットアップします。グルーオンセクターの自由度は large-Ncの



leadigでN2
c に、クォークセクターの自由度はNcNf に比例しますので、プローブ近

似Nc ≫ Nf を採用すると、クォークセクターの自由度に比べてグルーオンセクター
の自由度を無限に大きくとることが出来ます。この極限ではクォークセクターの「電
流」による発熱に比べてグルーオンセクターの比熱が無限に大きくなり、グルーオン
セクターはクォークセクターに対する熱浴の働きをすることが可能となります。より
正確にはクォークセクターで生成される熱はO(NcNf )の程度ですので、グルーオン
セクターに流入した総熱量が比熱O(N2

c )に匹敵する量となるためにはO(Nc)程度の
時間経過が必要です。今 large-Nc極限をとっていますので、十分良い近似にてグルー
オンセクターの温度は一定であるとみなして良いことになります。このようにして定
常状態を理論的にセットアップすることができます。従って、グルーオンセクターの
重力双対として、温度一定のAdS-BH×S5をそのまま用いることが出来ます。また両
セクター間の相互作用、つまり電荷の系と「熱浴」との相互作用も、N = 4 SYM理
論+N = 2 hyper-multipletの理論枠内で取り込まれています。また言うまでもなく、
ゲージ・重力対応では相互作用の非摂動効果の解析が可能です。さらに、ゲージ・重
力対応ではもともと微視的理論の素過程など、平衡の概念を必要としない計算が可能
でしたので、潜在的に非平衡系の記述も可能であると考えられます。
それでは非線形電気伝導度はどのようにして得られるのでしょうか。これは単に、

外部電場存在下での GKP-Witten処方を用いてカレント演算子の期待値を求めるだ
けです。GKP-Witten処方を確立するために、クォーク電荷の意味を考えてみましょ
う。クォークはもともと D3-D7間の open stringでした。弦理論の枠組みでは open
stringがD-braneに終端すると、その端点がD-brane上のゲージ場に対する単位電荷
を持ちます。従って D7-brane上の overallの U(1)電荷27がクォークの数です。系が
含む総電荷は、時空の境界上で D7-brane上の U(1)電場から、ガウスの法則を用い
ることで計算できます。まとめると、時空の境界で、境界に垂直方向（u方向としま
す）のD7-brane上の電場を読むことで電荷密度＝カレントの第ゼロ成分（J0）を読
み取ることができます。D7-brane上の U(1)ゲージ場をAµとおくと、適当なゲージ
のもとで、電場は

√
−gguug00∂uA0（ここで、gで書かれている量はD7-brane上の計

量やその行列式です）を用いて表わされますので、D7-brane上のA0がクォーク電荷
密度 J0の情報を含むことになります。具体的には

A0(u) = µq − αu−2J0 + O(u−4), (39)

のような関係があります。ここで µqはクォークの化学ポテンシャルです。クォーク化
学ポテンシャルは J0に共役な sourceですので、non-normalizable modeとして入っ
てきています。D7-braneの作用を source µqの関数として変分して落ちてくる項を読
み取ると確かに右辺第 2項が得られることが確認でき（これはガウスの法則に等価な
式となります）、conventionを定めることで比例定数 αも決定されます。
さて、電流が存在する場合はこの電荷が空間方向（x方向とします）に運動して

います。従って上記の関係を一般化すると

Ax(u) = Ax(0) + αu−2Jx + O(u−4), (40)

となります。今、電流 Jxに対する sourceである Ax(0)について ∂xA0 = 0のゲージ
を選択すると

Ax(u) = −Ext + αu−2Jx + O(u−4), (41)

というGKP-Witten処方が得られます。あとはAx(u)が従うD7-brane上の運動方程
式からExと Jxの関係を決めれば良いことになります。

27フレーバー群の U(1)部分ですので、まさに U(1)バリオン対称性に対する電荷です。



以前 gluon condensateの値をGKP-Witten処方で求めた場合もそうでしたが、運
動方程式を解くだけでなく、さらに何らかの整合性条件を課すことによって、演算子
の期待値が一意に定まったことを思い出しましょう。ここでの整合性条件は何でしょ
うか。実は、勝手な境界条件の組（Ex、Jx）から定めた解AxをD7-braneの作用に
代入すると、on-shell作用は一般的に複素数となってしまうことがわかります。これ
はD7-braneの作用がDBI作用という平方根を含んだ形をしており、その平方根の中
身が負の値を取りうるからです。詳細は省きますが、このように on-shell作用が複素
数となることを排除すると勝手な（Ex、Jx）の組み合わせを用いることが出来なく
なり、両者の関係すなわち電気伝導度が決定されます。on-shell作用の実数性を要請
することは、系が安定（定常）であることを要請することに対応しています。
筆者はこの手法を用いてクォーク質量が有限の場合のD3-D7モデルでの非線形電

気伝導度の振る舞いを詳細に調べました。その結果、あるパラメータ領域ではこの系
は負性微分抵抗を示すことがわかりました。負性微分抵抗とは外部電場を増やしたの
に流れる電流が減少する、あるいは電流を増加させたのに誘起される電位差が減少す
る、という特異な電気伝導現象のことです。「負性微分抵抗」と言うと、「物理的なの
か？」という質問を良く受けますが、これは物理的です。
まず、負性微分抵抗と負の抵抗を厳密に区別する必要があります。「負の抵抗」と

言うと、印加電圧と逆向きに電流が流れることを意味しますので、明らかにナンセン
スです。しかし、負の微分抵抗の場合、抵抗値そのものは常に正です。電流は常に印
加電圧方向に流れます。ただしその「変化のしかた」が、電圧増加に対して単調増加
ではなく、ある領域では電圧増加が（既に流れている正の電流の）減少をもたらす場
合があり、これが微分抵抗が負となる状況です。実際、負性微分抵抗は強相関電子系
で広く一般的に観測されています。また単一の物質ではなく半導体接合などのデバイ
スでも、このような電流・電圧特性を作ることができます。有名な例は江崎ダイオー
ドであり、江崎博士はこの半導体接合における負性微分抵抗の観測により電子のトン
ネル効果の存在を実証してノーベル賞を受賞しています。またGunnダイオードやサ
イリスタなどの電子デバイスでは、負性微分抵抗の特性がスイッチング回路や発振回
路の構成に応用されています。
さて、もとの話に戻りましょう。D3-D7モデルでは、負性微分抵抗を再現できる

ばかりでなく、負性微分抵抗が生じるためには外部電場による正負電荷（クォーク・
反クォーク）の対生成プロセスが決定的に重要であることも示されます28。D3-D7モ
デルで記述されるゲージ理論の系は厳密には現実の物性系と異なる理論ですが、今こ
こに少なくとも一つ非平衡定常現象を理論的に解析できる枠組みがあり、強相関電子
系で一般的に見られる負性微分抵抗と定性的に同様な電流電圧特性が再現され、その
物理的発生原因にも示唆が得られるということは、非平衡物理学の理論の観点から重
要なのではないかと考えています。

6 結語
講義ではゲージ・重力対応の広大な世界のごく一部を、ごく簡単にしかご紹介で

きませんでした。例えばWilson loopの計算やバリオンの構成など、応用上重要な計
算に関しても割愛させて頂き、ゲージ・重力対応の基本的考え方をご紹介する上での
ミニマムの内容を講義させて頂きました。本稿では、ゲージ・重力対応の通常の説明

28考察している系は江崎ダイオードなどの半導体接合とは著しく異なりますので、江崎ダイオードにお
ける負性微分抵抗の説明に用いられたトンネル効果の理論は、この場合直接用いることができません。よ
り専門的には、半導体接合での伝導はメゾスコピック系のバリスティックな伝導に分類されますが、D3-D7
系で扱っている伝導は熱浴との相互作用による散逸が大きな、非バリスティックな伝導であり、モット絶縁
体などの強相関電子系のそれに類似しています。



とは異なる、筆者なりの視点から、直観を重視する解説を心がけたつもりです。なお、
説明では直観を重視しつつも、表現が不正確とならないよう配慮したつもりですが、
至らぬ点があるかも知れません。誤植、誤り、その他お気づきの点やコメントなどあ
りましたら遠慮なくご指摘頂ければ幸いです。講義と本稿がゲージ・重力対応の理解
の一助となれば幸いです。
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