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概 要

グローバルU(1)対称性を含むスカラー場モデルでは、Qボールと呼ばれる球状の
ソリトン解がが存在することが知られているが、我々は同じモデルで別の形状の非位
相的ソリトン解が存在するかどうかを調べた。その結果、スカラー場の自由度に依存
して、チューブ状・リング状・球殻状の新しい平衡解が存在することがわかった。こ
れらのソリトン解は、Qボールと同様に超対称性理論において自然に現れるので、そ
の観測的痕跡が検出されれば、超対称性理論それの基づくダークマターに関する新し
い情報が得られるだろう。

1 Introduction

1976年に Friedberg等は、U(1)複素スカラー場と実スカラー場の結合系において、非

位相的ソリトン解を最初に発見した [1]。それらは位相的欠陥と異なり、U(1)対称性に付

随する連続的保存量（チャージ）によって安定化され、ゲージ場がなくてもエネルギー密

度が局所化される。1985年に Colemanは、同様のソリトン解が U(1)と等価な SO(2)ス

カラー場のみのモデルでも存在することを示し、Qボールと呼んだ [2].

Qボールが注目を集めるようになったのは、超対称性理論において自然に現れることを

Kusenkoが指摘してからである [3]。具体的には、「インフレーション後にQボールが現れ、

その一部が崩壊してバリオンとなり、残りがダークマターになる」というAffleck-Dine機

構 [4]によって、バリオン数とダークマターの起源、更にはバリオンとダークマターが同

程度存在することが説明される [5, 6]。また、超対称性理論で生成されるQボールは、バ

リオンを吸収してバリオン数を減らす性質があるため、例えば中性子星を崩壊・爆発させ

る可能性がある [7]。このような現象論的な動機から、Qボールの安定性は精力的に研究

されるようになった [8]。

超対称性理論で現れるQボールの観測的検証に向けた研究も行われており [9]、これま

での磁気モノポールや宇宙線重粒子探査の実験データから、質量やフラックスに対する制

限が得られている [10]。現在、Super-Kamiokande II[11]と SLIM Experiment[12]におい

て、それぞれ中性Qボールと荷電Qボールの直接探査が進行している。更に、Qボール

の形成過程において放出される重力波の振幅が評価され、次世代の重力波検出器で検出さ

れることが期待されている [13]。

このように、超対称性理論で現れるQボールに対する関心はますます高まっている。し

かし、位相的欠陥には場の自由度によって様々なタイプが存在することに対し、Qボール

解の発見から 35年間、非位相的ソリトンにはその他のタイプが見つかっていない。本稿

では、「他の形状の非位相的ソリトン解は存在するか？」という基本的問題に取り組む。Q

ボールが現れるモデルにおいて新しいソリトン解が存在すれば、その観測的痕跡から超対



称性理論とダークマターの解明に大きく寄与することが期待される。そこで、グローバル

U(1)対称性を含むスカラー場モデルを再解析する。

なお、本稿は最近発表した我々の論文 [14]に基づいている。

2 New nontopological solitons

(0) Q-balls

まず、Qボール解の概略を説明する。次の作用で記述される SO(2)スカラー場 φ =

(φ1, φ2)を考える。

S =
∫

d4x
[
−1

2
ηµν∂µφ · ∂νφ − V (φ)

]
, φ ≡

√√√√ 2∑
a=1

φaφa (1)

このモデルでは、SO(2)対称性に付随する保存量（ネーターチャージ）が存在する。

Q ≡
∫

d3x

(
φ1

∂φ2

∂t
− φ2

∂φ1

∂t

)
(2)

球対称性と一様な位相回転 φ = φ(r)(cos ωt, sin ωt), を仮定すると、次のスカラー場の方

程式が得られる。
d2φ

dr2
+

2

r

dφ

dr
+ ω2φ =

dV

dφ
(3)

これは、ポテンシャル Vω = V − ω2φ2/2を持つ静的な 1成分スカラー場の方程式と等価

である。

条件min(Vω) < Vω(0), dVω/dφ(0) > 0が満たされる時、境界条件

dφ

dr
(r = 0) = 0, φ(r → ∞) = 0 (4)

を持つ平衡解 φ(r)が存在し、それがQボールである。V (0) = 0とおくと、その条件は次

の形に表される。

min

(
2V

φ2

)
< ω2 < m2 ≡ d2V

dφ2
(0) (5)

rを「時間」、スカラー場の振幅φ(r)を「質点の位置」と見ると、図 1(a)のようにQボー

ル解をニュートン力学の言葉で理解することができる。式 (3)は、ポテンシャル−Vω(φ)

による保存力と「時間」依存する摩擦力 −(2/r)dφ/drを受ける質点の 1次元運動を記述

する。「初期位置」φ(0)を適切に選ぶと、質点はポテンシャルの坂を下って上り、無限時

間かけて原点に近づく解になる。

後で具体的な解を数値的に示す際には、次の単純なモデルを用いる。

V =
1

2
m2φ2 − µφ3 + λφ4, with m2, µ, λ > 0 (6)



(a) (b)

図 1: ニュートン力学における質点の運動との類推によるソリトン解の解釈。(a)はQボー
ル解、(b)は新しい解。

変数とパラメーターを、

r̃ ≡ µ√
λ

r, φ̃ ≡ λ

µ
φ, m̃ ≡

√
λ

µ
m, ω̃ ≡

√
λ

µ
ω. (7)

と無次元化すると、解の存在条件 (5)は次のようになる。

0 < ϵ2 <
1

2
, ϵ2 ≡ m̃2 − ω̃2. (8)

(1) Q-tubes

再びSO(2)スカラー場モデルを再び考える。今度は次のストリング的な配位を仮定する。

φ = φ(R)(cos(nϕ + ωt), sin(nϕ + ωt)) (9)

ここで nは負でない整数、(R,ϕ, z)は円柱座標である。このとき、場の方程式は次のよう

になる。
d2φ

dR2
+

1

R

dφ

dR
− n2φ

R2
+ ω2φ =

dV

dφ
. (10)

n = 0のとき、場の方程式は数係数を除いて (3)と一致する。従って、Qボールと同じ

ような、ただし円柱対称の平衡解 φ(R)が存在する。一方 n ≥ 1のとき、φ(0) ̸= 0を満た

す正則解は存在しない。しかし、異なる境界条件

φ(R = 0) = φ(R → ∞) = 0, (11)

を採用すると、新しいタイプの正則解が存在する。補助変数ψを φ(R) = Rnψ(R)で定義

すると、式 (10)は
d2ψ

dR2
+

2n + 1

R

dψ

dR
+ ω2ψ = R−n dV

dφ

∣∣∣
φ=Rnψ

(12)

となる。ここで ψ(0)を適切に選ぶと、正則な解 ψ(R)が存在し、R = 0の近傍では偶数

べきのみを持つマクローリン展開で表される。元の変数 φ(R)の言葉で言えば、n階微分



係数 φ(n)(0) = ψ(0)がシューティング法で決定される量であり、低次の微分係数はR = 0

でゼロになる。数値解の例を図 2(a)に示す。

n ≥ 1の新しい解については、図 1(b)のように、ニュートン力学における質点の運動

との類推で理解することができる。式 (10)は、ポテンシャル−Vω(φ)による保存力と、摩

擦力−(1/R)dφ/dRと斥力 n2φ2/R2という 2つの非保存力を受ける、質点の 1次元運動を

記述する。n = 1のとき、「初速度」dφ/dR(0)を適切に選ぶと、質点はポテンシャルの坂

を下って上り、ある位置 φ = φmaxで折り返し、無限時間かけて原点に近づくような解に

なる。n ≥ 2のときは、「初速度」dφ/dR(0)はゼロになるが、その代わり、n階微分係数

φ(n)(0)が質点を φ = 0で穏やかに押し出す働きをする。従って、適切に φ(n)(0)を選ぶこ

とによって、質点は n = 1の場合と同じような経路の運動をする。この議論は、新しいソ

リトン解の存在条件が、Qボールの存在条件 (5)または (8)と同一であることを意味する。

なお、n = 1の解と同じ振る舞いのソリトン解は、Qチャージを持たない SO(3)スカラー

場においてKim達が発見している [15]。

(a) (b)

(c) (d)

図 2: Qチューブの数値解の例。(a)は φ(R)の 4例。(b)-(d)はそのうち 3つの場合のエネ
ルギー運動量テンソルの各項で、m̃2 = 0.6とおいている。

エネルギー運動量テンソルは次式で与えられる。

−T t
t =

1

2

(
dφ

dR

)2

+
n2φ2

2R2
+

ω2

2
φ2 + V



TR
R =

1

2

(
dφ

dR

)2

− n2φ2

2R2
+

ω2

2
φ2 − V

Tϕ
ϕ = −1

2

(
dφ

dR

)2

+
n2φ2

2R2
+

ω2

2
φ2 − V

T z
z = −1

2

(
dφ

dR

)2

− n2φ2

2R2
+

ω2

2
φ2 − V,

−T t
t + T i

i = 2ω2φ2 − 2V (13)

エネルギー運動量テンソルの各項の分布を、図 2(b)(c)に示した。Qチャージを形成する

運動項ω2φ2/2が優勢で局在していることが特徴である。n = 0の場合を除き、中心のエネ

ルギー運動量が凹んでいる。従って、我々はこれらの新しい解をまとめて「Qチューブ」

と呼ぶ。

SO(2)は SO(N ≥ 3)や SU(N ≥ 2)の部分群なので、Qボールと同様にQチューブはど

の SO(N)モデルや SU(N)モデルでも現れる。一方、n ≥ 1のQチューブは、SO(N ≥ 3)

モデルや SU(N ≥ 2)モデルでは位相的に不安定なので、U(1)モデルにおいてのみ現れる

と考えられる。

(2) Q-rings

次に、SO(3)スカラー場モデルを考える。今度はモノポール的な解の存在が予想される

ので、次の場の配位を仮定する。

φ = φ(r)(cos(ϕ + ωt) sin θ, sin(ϕ + ωt) sin θ, cos θ), (14)

すると、場の方程式は次のようになる。

d2φ

dr2
+

2

r

dφ

dr
− 2φ

r2
+ ω2φ =

dV

dφ
. (15)

境界条件として

φ(r = 0) = φ(r → ∞) = 0, (16)

を採用すると、n = 1のQチューブのような正則な解 φ(r)が存在する。図 3(a)に数値解

の例を示した。

エネルギー運動量テンソルは次式で与えられる。

−T t
t =

1

2

(
dφ

dr

)2

+
φ2

r2
+

ω2

2
φ2 sin2 θ + V

T r
r =

1

2

(
dφ

dr

)2

− φ2

r2
+

ω2

2
φ2 sin2 θ − V

T θ
θ = Tϕ

ϕ = −1

2

(
dφ

dr

)2

+
ω2

2
φ2 sin2 θ − V

−T t
t + T i

i = 2ω2φ2 sin2 θ − 2V (17)



(a) (b)

図 3: Qリング・Qクラストの数値解の例。(a)は φ(r)の 2例。(b)は ϵ2 = 0.49の場合の
エネルギー運動量テンソルの各項で、m̃2 = 0.6とおいている。Qリングについては赤道
面（θ = π/2）の場合。

赤道面（θ = π/2）における各項の分布を、図 3(b)に示した。Qチャージを形成する運動

項ω2φ2 sin2 θ/2は優勢でリング状に分布するのに対し、他の項は球対称に分布する。我々

はこれらの新しい解を「Qリング」と呼ぶ。

(3) Q-crusts

最後に、次の作用で記述される、SO(3)×U(1)スカラー場φ = eiχ(φ1, φ2, φ3)を考える。

S =
∫

d4x

[
−1

2
ηµν

(
3∑

a=1

∂µφa∂νφa + φ2∂µχ∂νχ

)
− V (φ)

]
(18)

ここで、φ ≡
√∑3

a=1 φaφaである。場の配位について、

φ = eiωtφ(r)(cos ϕ sin θ, sin ϕ sin θ, cos θ) (19)

と仮定すると、(15)と同じ場の方程式が得られる。従って、φ(r)についてはQリングの

場合と同じ解になる。

しかし、エネルギー運動量テンソルはQリングの場合と異なり、(17)式において sin θ

を 1に置き換えた形になる。従って、全ての項が球対称になり、優勢となる運動項は球殻

状に分布する。我々はこれらの解を「Qクラスト」と呼ぶ。図 3は、Qリングと同時にQ

クラストの数値解も表している。

3 Summary and Discussions

グローバルU(1)対称性を含むスカラー場モデル群を再解析し、新しいタイプの非位相

的ソリトン解を 3種類発見した。それは、U(1)モデルではチューブ状、SO(3)モデルでは

リング状、 SO(3)×U(1)モデルでは球殻状の解である。そのうち、n = 0のQチューブ

だけはQボールと同様に一様な位相であるため、U(1)対称性を含むどのモデルでも現れ



る。一方、n = 0のQチューブ以外の解には、中心付近で場のエネルギーが凹んでいると

いう特徴と、位相的欠陥とは対照的にゲージ場なしでもエネルギーが局在するという特徴

がある。これら新しい解全ては、存在条件がQボールと同じため、超対称性理論におい

て自然に現れると考えられる。更に、新しい解は場の自由度に依存した形状を持つため、

その観測的痕跡が検出されれば、超対称性理論やそれに基づくダークマターに関する新し

い情報が得られる。

QリングやQクラストとは違って、我々が得たQチューブ解は無限に長く、それ自身

は現実的ではない。にも関わらず、Qチューブが最も興味を抱かせる解である。その理由

は、最も単純なU(1)モデルで現れること、そしてU(1)モデルでは既に幾つかのグループ

で数値シミュレーションが実行されていることである [16]。それらのシミュレーションで

は、Qボールが形成される直前にフィラメント構造が現れ、ある時間その形が保たれてい

ることが示されている。我々は、このフィラメント構造がQチューブのネットワークで

はないかと推測する。更に、最近のTsumagariによるQボール同士の衝突のシミュレー

ションでは、2つのリングが形成されている [17]。我々は、これがループ状のQチューブ

ではないかと推測する。今後、Qチューブほか新しい解の性質を詳しく調べることと、よ

り精密なQボール形成のシミュレーションを実行することで、上記の仮説が検証される

と共に、超対称性理論におけるQボール形成のダイナミクスと観測的帰結が明らかにな

るだろう。また、物性分野では、非相対論的原子のボーズ=アインシュタイン凝縮現象に

おいて、Qボール的なソリトン解が存在することが議論されているが、そのような系で類

似の新しい解を調べることも面白いだろう [18]。
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