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概 要

津村享佑氏および大西一聡氏との共同研究に基づく相対論的流体力学方程式の微視的導出に関
する最近の試みについて報告する。散逸系に対する相対論的流体方程式をめぐる基本的な問題を
我々の観点で整理した後、現象論および微視的解析によるそれら課題への「解」を与える。相対論
的ボルツマン方程式を力学系とみたとき、その漸近的赤外有効理論として相対論的流体方程式を
導く。力学系の強力な縮約理論として「くりこみ群法」を用いる。イスラエル-スチュアート型の
方程式の導出の結果も示す。「くりこみ群法」の詳しい説明も加えた。

1 はじめに

相対論的な流体方程式は宇宙論あるいは超高エネルギー重イオン衝突の物理において広く使われて

いる。特に、RHICのデータの完全流体模型による記述の成功 [1]は大きな意味を持つこととして多く

の議論がされている [2]。しかし、完全流体の模型の成功はその後むしろ顕な散逸の効果の考慮そして

散逸効果を含む輸送方程式への興味を刺激した。特にゲージ理論で記述される系の散逸の機構ととも

に散逸系の相対論的流体方程式への興味を増大させている [3]。現象論的にも、たとえばハドロンコロ

ナのような希薄な物質では必然的に散逸は顕著になる [4]。このような場合、散逸流体方程式を用いる

か、あるいは、より微視的な運動学的理論（ボルツマン方程式）に依拠しなければならない。さらに

言えば、一般に、散逸の効果が小さいことを示すには顕にその効果を取り入れた解析が必要である。

しかしながら驚くべきことに、散逸流体に対する相対論的流体方程式の理論は完全に確立している

とは言いがたい状況である。

よく知られた散逸流体に対する相対論的流体方程式は、エッカルト [5]のものとランダウ-リフシッ

ツ [6]のものであるが、これらはローレンツ共変性と局所的なエントロピー増大則を要請として現象

論的に導出されたものである。それらを基礎付ける一つの方法は下の階層の輸送方程式、すなわち、

相対論的運動学的方程式から赤外の有効理論として流体方程式を導くことである。ここではくりこみ

群法 [7]を相対論的ボルツマン方程式に適用して相対論的流体方程式を導く試み [8, 9]を簡単に紹介す

る。この問題は van Kampenが彼の縮約法 [10]を適用して扱っている [11]が、得られた方程式がロー

レンツ共変性を持っていないので相対論的理論としては不適である。

2 散逸流体の相対論的流体方程式を巡る基本問題

散逸流体に対する相対論的流体方程式に関する基本的な問題を説明するために、二つの代表的な相

対論的な散逸流体方程式 [5, 6]を紹介する。

流体方程式はエネルギー-運動量保存則と粒子数保存則を局所的に表現した式であり、次のように書
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ける:

∂µT
µν = 0, ∂µN

µ = 0. (1)

ここで、T µν とNµはそれぞれエネルギー-運動量テンソルと粒子数流束であり、それらは流速ベクト

ル uµ(x) (µ = 0, 1, 2, 3; uµuµ = 1)を用いて次のように表される。

T µν = εuµuν − p∆µν + δTµν , Nµ = nuµ + δNµ. (2)

ここで、∆µν ≡ gµν − uµuν は空間的ベクトルへの射影演算子である。εと pは系の局所内部エネル

ギーと圧力であり、δTµνと δNµはそれぞれ散逸によるエネルギー-運動量テンソルと粒子流束である。

散逸があれば熱が発生する。熱はエネルギーの一種あり、相対論においてはエネルギーと質量の同等

性が成り立つために質量流とエネルギー流の定義が曖昧になる。そのため流速ベクトル uµ(x) を定義

する局所静止系（Local Rest Frame; 以後 LRFと略記するかあるいは単にフレームと呼ぶ）の取り方

に連続的な不定性が生じる。具体的には、この散逸項の形がフレームによって異なる。

一つの流儀は流体の速度ベクトルを熱流に平行に取るものである。すなわち、uµを次のように定義

する;

uµ = T µνuν/
√
TαβuβTασuσ. (3)

このときの LRFをエネルギーフレームと呼ぶ。ランダウ-リフシッツ [6]が提案した方程式はこのフ

レームのものであり、散逸項は次のように与えられる;

δTµν = 2η
1
2
[∇µuν + ∇νuµ − 2

3
∆µν∇ · u] + ζ∆µν∇ · u, (4)

δNµ = −λ nT

ε+ p

(
1
T
∇µT − 1

ε+ p
∇µp

)
. (5)

ここで、η、ζ、λはそれぞれ、ずり粘性率、体積粘性率、そして熱伝導率である。このとき、次の関

係式が満たされることに注意する;

δTµνuν = 0, (6)

および

uµδN
µ = 0. (7)

第一の式 (6)は散逸によるエネルギー密度もエネルギー流もないことを意味している。一方、第二の

式 (7)は散逸による粒子密度が存在しないことを意味している。逆に、今考えている流体の速度流 uµ

は散逸によるエネルギー密度・流れおよび粒子密度が観測されないような局所静止系 (LRF)で定義さ

れているのである。

もう一つの典型的なフレームは粒子フレームと呼ばれるもので、そのとき速度ベクトルは次のよう

に定義される;

uµ = Nµ/
√
NνNν . (8)



問題はこのフレームでエネルギー散逸項 δTµν はどのような条件を満たすかということである。エッ

カルト [5]は

uµδT
µνuν = 0, (9)

且つ,

δNµ = 0, (10)

と仮定した。(9)は、粒子フレームでの LRFのエネルギー密度が熱平衡状態のものと同じであること

を要請していることと等価である；

uµT
µνuν = ε. (11)

　この仮定の基に現象論的に導き出された散逸項は

δTµν = = 2η
1
2
[∇µuν + ∇νuµ − 2

3
∆µν∇ · u] + ζ∆µν∇ · u

+λuµT

(
1
T
∇νT −Duν

)
+ λuνT

(
1
T
∇µT −Duµ

)
, (12)

である [5]。

実は、粒子フレームにおいてエネルギーの散逸項をどうとるべきかはいわゆる１次の方程式であろ

うとイスラエル-スチュアートレベル [12]の 2次の方程式であろうと確立していない。以下で見るよう

に我々の主張 [8, 13, 9]は散逸エネルギー密度に対する仮定 (9)は ad hocであり、下の階層のダイナ

ミクスである相対論的ボルツマン方程式と相容れないということである。

さらに、粒子流フレームでの典型的方程式であるエッカルト方程式を用いて熱平衡状態まわりの揺

らぎを解析すると、揺らぎが指数関数的に増大し熱平衡状態が不安定という病的な振る舞いをする

[14]。このことは、エッカルト方程式の拡張として構成されているイスラエル-スチュアート方程式 [12]

にも持ち越されており、緩和時間の大きさによってはこの病的な不安定性が起こるという問題がある

[14, 15]。

ランダウ方程式やエッカルト方程式はいわゆる 1次の方程式であり、熱拡散や速度の横方向の伝播

が放物型（拡散方程式型）になり、信号が無限大のスピードで伝わることになり、この意味で因果律

を満たさない。この問題を避ける方法としていくつかのアイデアが提案されているが、未だ最終解決

には至っていない。特に、イスラエル-スチュアート型の方程式もその形は未だ確定していない。ここ

で強調すべきことは、上記エッカルト方程式の不安定性の問題と因果律の問題は独立な問題であると

いうことである。それは、これらの流体方程式を用いて密度およびエネルギー揺らぎを系統的に解析

した研究 [13, 15]で具体的に示されている。

津村、大西および筆者 [8]はくりこみ群法と呼ばれる力学系の縮約法 [7, 16, 17, 18, 19, 20, 21] を

用いて、相対論的ボルツマン方程式の流体力学極限を取ることにより、散逸を含む相対論的流体方程

式の導出を行った。そこでは、時間および空間の粗視化を自動的に行うために巨視的流れベクトル aµ
p

が導入される。唯一の仮定は、非相対論的な場合のナビエ-ストークス方程式を導出する場合 [20, 21]

の自然な拡張として空間的な非一様性が散逸の起源であるというものである。そこで導出された方程

式は、温度 T (x)、密度 n(x)および流速ベクトル uµ(x) だけで書かれた、いわゆる「標準解 (normal



solution)」のレベルのものであり、1次の方程式といわれるものである。これら 5個の変数は線形化

された衝突演算子のゼロモードであるエネルギー-運動量および粒子数カレントに対応している。

興味深いのは、aµ
p の選択により様々のフレームの流体方程式が帰結される一般的な相対論的散逸流

体方程式になっていることである。実際、エネルギーフレームの方程式は aµ
p = uµと選ぶことで得ら

れる。結果はランダウ-リフシッツの方程式に完全に一致する [8]。

それでは、粒子流フレームの場合はどうであろうか？ 我々の理論では、それは aµ
p = muµ/p · uと

選ぶことに対応していて、散逸項は以下のようになる：

δTµν = − 1
(4 − 3γ)2

ζ∇ · u(3uµuν − ∆µν) + λT (uµX̃ν + uνX̃µ)

+2η
1
2
(∇µuν + ∇νuµ − 2

3
∆µν∇ · u),

δNµ = 0. (13)

ここに、X̃µ ≡ ∇µ lnT。粒子フレームに対して津村ら [8]が得たこの方程式を著者の頭文字を取って

TKO方程式と呼ぶことにする。ここで、TKO方程式においては散逸エネルギー運動量テンソルが次

の式を満たしていることに注意する：

δTµ
µ = 0. (14)

一方、

uµδT
µνuν = −ζ∇ · u/(4 − 3γ)2 �= 0. (15)

これは局所静止系でのエネルギー密度に散逸による寄与があることを意味する：

uµT
µνuν = ε− ζ∇ · u/(4 − 3γ)2. (16)

TKO方程式は粒子流フレームの方程式としての定義 (8) と散逸粒子流に対する自然な条件 (10)を

満たしているが、散逸エネルギー運動量テンソルについての関係式 (14)および (16)はエッカルトが

仮定した散逸によるエネルギー密度への条件 (9) と相容れない。実は、条件 (14)はMarle[22]および

Stewart[23]がGrad[24]の 14モーメント法によりボルツマン方程式から流体方程式を導く際に設定し

たものである。注意すべきは、モーメント法でもあるフレームの流体方程式を導くには LRFに関し

て何らかの（ad hocな）仮定が必要になるということである。津村らの方法では、最初に LRFの設

定を方程式の書きかえで行っており、ad hocな仮定は必要ない。実はもっと強く、粒子流フレームで

のボルツマン方程式と整合的な散逸流体方程式はエッカルトの仮定 (9)と整合的では有り得ないこと

が証明できる [8]。粒子流フレームでのMarle-Stewart（M-S)の方程式 [22, 23]とTKO方程式は下層

の輸送方程式であるボルツマン方程式と整合的である。

興味深いことにこの条件（14）を満たす方程式は一意的ではなく、M-S方程式とTKO程式は形が

決定的に異なっている。大きな違いは散逸項に時間的微分 Duµ を含むかどうかということである。

TKO方程式の散逸項は空間的微分∇のみからなっている。どちらがより望ましいのかは、Hiscock-

Lindblom[14]の指摘した問題をクリアーするかで調べることができる [13]。TKO方程式により記述

される場合、熱平衡状態は安定である [13, 15]。それに対して、時間的微分項のためにM-S方程式は

安定ではない。TKO方程式は 1次の粒子流フレームでの安定な初めての方程式ということになる。

さらに、不変多様体を線形化衝突演算子のゼロモードの作る空間から拡張し、「第一励起モード」ま

で取り入れることで２次の方程式が導出できる [9]。

以下はこれらの研究結果の解説である。



3 現象論的導出との整合性

TKO方程式においては、局所静止系において圧力だけではなく内部エネルギーに散逸の効果によ

る付加的な寄与 (16)が存在する。これは微視的に導かれる結果である。（後の節を参照。）一方、現象

論的な導出によるエッカルトの場合は (11) に見られるように、そのような項はない。そこで、現象論

的導出においては一般的には TKO方程式に含まれるような散逸による内部エネルギーへの寄与を排

除できないことを示そう [9]。

T µν およびNµに対してテンソル分解すると、一般的には次のように書ける：

T µν = (ε+ δε)uµ uν − (p+ δp)∆µν + qµ uν + qν uµ + πµν , (17)

Nµ = (n+ δn)uµ + νµ. (18)

ここで、qµと νµはそれぞれ uµに対するエネルギー流および粒子流であり、πµν はずりストレステン

ソルである：

qµ ≡ Tab u
a ∆bµ, νµ ≡ Na ∆aµ, πµν ≡ Tab ∆abµν . (19)

ただし、∆µνρσ ≡ 1/2 · (∆µρ ∆νσ + ∆µσ ∆νρ − 2/3∆µν ∆ρσ). 次の関係式が成り立っていることに注

意する：

qµ uµ = 0, νµ uµ = 0, πµν = πνµ, uµ π
µν = πµ

µ = 0. (20)

ε+ δε, p+ δpと n+ δnはそれぞれ、散逸系における内部エネルギー、圧力、粒子数密度である;

ε+ δε ≡ Tab u
a ub, (21)

p+ δp ≡ −1
3
Tab ∆ab, (22)

n+ δn ≡ Na u
a. (23)

ただし、 ε = ε(T, µ), p = p(T, µ)そして n = n(T, µ)はそれぞれの温度 T、化学ポテンシャル µで特

徴付けられる局所平衡状態における値である。通常は、散逸効果によるこれらの量へに寄与は圧力に

対してのみ考慮（仮定）されている。実際、それは体積圧力Πである。しかし、内部エネルギーや粒

子数密度が散逸からの寄与を受けないという説得的な議論も存在しない、ということを強調しておく。

(17)において、散逸による寄与を取り出して書いておくと

δTµν = δε uµ uν + δp∆µν + qµ uν + qν uµ + πµν , (24)

δNµ = δn uµ + νµ. (25)

各フレームの定義 (3)および (8)からわかるように、エネルギーフレームでは qµ = 0であり、粒子

流フレームでは νµ = 0である。

さて、拘束 (20)のために、qµ, νµ,そして πµν の独立な成分の数は 11である。一方、 T µν とNµ全

体での自由度は 14であるから、T、µと合わせると δε, δpそして δn全体では独立な変数の数は 1つ

しかない。そこで自然な選択として δp = Πを独立な成分とすると、T と µのみの関数 fe = fe(T, µ)、

fn = fn(T, µ)を用いて δε = fe Π、 δn = fn Πと書けるであろう。この比例関係を設定したことは、

δεと δnへの散逸の効き方が δpと高々同じオーダーであると仮定したことを意味する。注意すべきこ



とは、現象論的には feと fnが存在することまでは言えるが、それらの温度と化学ポテンシャルへの

具体的な依存性は微視的に計算しないと求まらないということである。

これまでの文献にある解析はすべて暗黙のうちに fe = fn = 0を仮定していたのであるが、現象論

にもとづく標準的な流体方程式の導出においてはこれらが一般にはゼロでなくてもよいことを示そう。

これは、[9]で始めて指摘されたことである。実は、２次の方程式においても言えるのであるが、簡単

のためにここでは１次の方程式について議論する。

エントロピー流は次のように書ける；

T Sµ = p uµ + uν T
µν − µNµ. (26)

現象論的導出においては、次の局所化された熱力学の第二法則を課す；

∂µS
µ ≥ 0. (27)

さて、流体方程式 (1)と熱力学第一法則 D(p/T ) + εD(1/T )−nD(µ/T ) = 0 を用いるとエントロ

ピーの発散は次のようになることが分かる：

∂µS
µ = Π

[
feD

1
T

− 1
T

∇µuµ − fnD
µ

T

]
+ qµ

[
1
T
Duµ + ∇µ

1
T

]
− νµ ∇µ

µ

T
+ πµν 1

T
∇µuν . (28)

ただし、 D ≡ ua ∂a、∇µ ≡ ∆µa ∂a.

粒子流フレームを取ると、(28)は

∂µS
µ = Π

[
feD

1
T

− 1
T

∇µuµ − fnD
µ

T

]
+ qµ

[
1
T
Duµ + ∇µ

1
T

]
+ πµν 1

T
∇µuν , (29)

となる。するとこのとき、局所エントロピー増大則を満たすためには、次の比例関係が成り立てばよ

いことが分かる：

Π = ζ T

[
feD

1
T

− 1
T

∇µuµ − fnD
µ

T

]
, (30)

qµ = −λT 2

[
1
T
Duµ + ∇µ 1

T

]
, (31)

πµν = 2 η∆µνρσ ∇ρuσ. (32)

実際このとき、

∂µS
µ =

Π2

ζT
− qµqµ
λT 2

+
πµνπµν

2ηT
≥ 0. (33)

注意すべきは、熱力学第二法則に抵触することなく feと fnが有限でよいこと、したがって、散逸に

よる内部エネルギー密度 δeおよび粒子数密度 δnが一般には有限であり得る、ということである。

一方、エネルギーフレームでは qµ = 0であることを用いて上と同様の計算をすると、熱力学第二法

則は (30)と (32)および次の条件により保証される；

νµ = λ ĥ−2 ∇µ µ

T
. (34)



ここに、 ĥ ≡ (ε+ p)/nT はエンタルピーである。ランダウ-リフシッツの方程式は fe = fn = 0と置

いた場合に得られる。

Π, qµ, νµおよび πµν について２次までとった解析を行っても一般的には feと fnが有限であり得

るという結論は変わらない。

feと fnを有限に残したまま、散逸による内部エネルギー密度とエネルギー-運動量流を計算すると、

uµ δT
µν uν = δε = fe Π, δTµ

µ = δε− 3 δp = (fe − 3)Π, (35)

となる。

上で強調したように、現象論的解析ではこれ以上のことは言えない。feと fnがどのような値を取

るかは微視的理論（たとえば、ボルツマン方程式などの運動学的理論）によってしか分からない。後

の節で、相対論的ボルツマン方程式を用いた解析によりエネルギーフレームでは fe = fn = 0であ

るが、粒子流フレームでは fe = 3且つ fn = 0となることを示す。したがって、粒子流フレームでは

δTµ
µ = 0 そして uµ δT

µν uν = 3Π �= 0 としなければ微視的運動学的理論と矛盾することになる。

4 くりこみ群法

ボルツマン方程式から流体方程式を導く問題は漸近解析としての力学系の縮約といわれる問題の一

種である。まず、「力学系の縮約」とは何か、ということを簡単な力学の問題を用いて説明し、くりこ

み群法を一般的な方程式を用いて説明する。

4.1 簡単な例を通して見る「ゼロモード」、「永年項」、「くりこみ」、「摂動展開の総和」

次の減衰振動の方程式を考える：

Lx ≡
[
d2

dt2
+ 1

]
x = −εdx

dt
. (36)

ここで ε は正の小さなパラメタ。この厳密解は定数 Ā、 θ̄を用いて

x(t) = A(t) sin φ(t); A(t) = Ā exp(−εt/2), φ(t) =
√

1 − ε2/4 · t+ θ̄. (37)

と書ける。εに比例する減衰項のために角速度は小さくなり、振幅A(t)は時間と共にゆっくりと減小

する。

単純な摂動展開 x = x0 + εx1 + εx2 + · · ·を行ってこの方程式を解くとどんなことになるか見てみ
よう。非摂動解は一般性を失うことなく x0 = A sin(t + θ)と書ける。すると、1次の摂動方程式は、

Lx1 = −A cos(t+ θ). この方程式は減衰のないときの強制振動の方程式と同じである。しかも外力の

振動数が固有振動数と一致するので「共鳴」が起こり、振幅は時間とともに単調に増大する：

x1 = −A
2
t sin(t+ θ). (38)

この時間 tに比例して振幅が増大する項は歴史的に「永年項」と呼ばれている。2次の摂動でも同様

のことが起こり、結局 2次の摂動解は

x(t) = A sin(t+ θ) − ε
A

2
t sin(t+ θ) + ε2

A

8
{t2 sin(t+ θ)− t cos(t+ θ)}, (39)



と書ける。永年項の存在のため摂動項の振幅は tの冪で時間と共に大きくなり、減衰とはほど遠い結

果となっている！永年項の出現は左辺の線形演算子Lのゼロモードが非斉次項になっていることが原
因である。一方で (39) は厳密解 (37)を εについて展開した式になっている：

x � A(1 − ε/2 · t+ ε2/8 · t2) sin((1 − ε2/8)t+ θ) ∼ Aexp(−εt/2) sin(
√

1 − ε2/4 · t+ θ). (40)

ここに摂動展開による解析の典型的な問題が現れ、課題を読み取ることができる: 斉次方程式を与

える線形演算子 Lのゼロモードが存在するとき、摂動展開の高次項に永年項が出現し摂動展開が破
綻する。しかし、この摂動展開級数を総和 (resum)するとこの破綻は回避できる。しかも、「総和」

された項は小さいパラメータに依存しているので、少なくとも一部の摂動の効果は振幅や位相などの

ゆっくりした運動に「くり込める」ことが予想される。できれば、そのようなゆっくりした運動を分

離し、明示的な方程式が得られることが望ましい。そうすれば系の運動の特徴を端的に表現できるこ

とになるからである。実際、減衰振動の場合、振幅 A(t)は次の簡単な微分方程式を満たしている；

Ȧ = − ε
2
·A. (41)

運動学的方程式から流体方程式を導くために我々が採用した「くり込み群法」と呼ばれる方法 [7]

は、これらの課題を初等的かつ明快な手続きで実行する方法である [16, 17, 18, 19]。

4.2 微分方程式への適用をめざした包絡線理論の定式化

くりこみ群法を初等的に理解するために包絡線の数理を整理しておく [25, 16]。

今、パラメーター τ で区別される曲線群 Cτ : F (x, y; τ, C(τ)) = 0を考える。ただし、微分方程式

の解への応用を考え、F は関数 C(τ)を通してもパラメータ依存性があるとした [16]。これら曲線群

すべてと接線を共有する曲線（包絡線 E）の方程式 G(x, y) = 0は次のようにして求められる。包絡

線 E上の任意の点に対して曲線群 Cτ のあるメンバー F (x y; τ, C(τ)) = 0と接点を共有するのでその

座標は (x(τ), y(τ)) ≡ (φ(τ), ψ(τ))と書ける:

F (x(τ), y(τ); τ, C(τ)) = 0. (42)

τ が変化すると (φ(τ), ψ(τ))は E上を動くので、接ベクトルは (dφ/dτ, dψ/dτ)に平行である。した

がって、この点で曲線群 Cτ と接線を共有するので、その法線ベクトル∇F = (Fx, Fy)と直交する;

0 = Fx
dx
dτ + Fy

dy
dτ . 一方、(42)を τ で微分すると、Fxφ

′ + Fyψ
′ + dF

dτ = 0.　したがって、包絡線上の

点では

dF

dτ
=
∂F

∂τ
+
∂F

∂C

dC

dτ
= 0, (43)

が満たされなければならない。これから、τ を解いて得られる τ = τ(x, y) を F に代入して、包絡線

の方程式（の候補）

G(x, y) ≡ F (x, y; τ(x, y), C(τ(x, y))) = 0, (44)

が得られる。



微分方程式への応用においては [16]、x ∼ τ における（摂動的）局所解から大域的に妥当な解をの

構成することに使われる。そのときには、τ は接点に選ばれる:τ = x. すると、包絡線方程式 (43)は

未知関数 C(τ = x)に関する方程式と:

dC

dx
= −

(
∂F

∂C

)−1 ∂F

∂τ

∣∣∣
τ=x

. (45)

n次元空間の軌道群X(t; τ, C(τ)) (τ は軌道を指定するパラメータ)の「包絡軌道」XE(t)も同様

にして得られる [18]。また、包絡面の構成も同様にできる [17]。

4.3 包絡線方程式とくりこみ群法:減衰振動の例

最初に取り上げた減衰振動の方程式を例に取り、くりこみ群法とはどういう方法か説明する [16]。摂

動解を曲線群とみなし、その包絡線を構成する。このとき、包絡線方程式は振幅A(t)と位相 φ(t)の従

う運動方程式をあたえる。そして、この方程式を厳密に解くことにより摂動級数の総和（resummation）

が得られる。

任意の初期時刻 t = t0付近での局所解 x̃(t, t0)を摂動展開で求めてみると、

x̃(t, t0) = A sin(t+ θ)) − εA/2 · (t− t0) sin(t+ θ)

+ε2A/8 · {(t− t0)2 sin(t+ θ)− (t− t0) cos(t+ θ)}, (46)

となる。この摂動解は、(39)と違って初期時間 t0 に特別の形で依存している。このように摂動解を

以下の規則で決めるのがこの定式化のポイントである [19]：t = t0において、(A) 非摂動解が高次項

に現れないようにする。 (B) 速い運動を記述する項が消える。前者は高次の効果をあらかじめ非摂

動解の定数にくりこんでおくことに相当し、後者は解の存在する安定多様体のゆがみを高次項として

取り入れ、解がその多様体内のゆっくりした運動となるための条件である。具体的には、規則 (A)に

整合的に、t = t0での初期値は 0次解が厳密解にできるだけ近いと想定しているので、摂動項のうち

t = t0で非摂動解（0次解）を用いて消せる項は消せるように摂動解の形を選んでいる。これは、高

次項が 0次解の振幅 Aと θにくり込んでいることに相当する。

しかし、ここで得られた解も永年項のために tが「初期時刻」t0から離れると、振幅が単調増加し、

減衰振動とはかけ離れた悲惨な結果を与える。ここで観点を変えてみる。t ∼ t0での局所解 x̃(t, t0)は

t0をパラメータとする曲線群を表しおり、しかもそれぞれの曲線は t ∼ t0では厳密解に等しいと想定

されている。そこで、この局所解としての曲線群の包絡線を構成すれば大域的に妥当な解が得られる

と期待できる。そのとき、局所解の構成の仕方から要請されるようにパラメータ t0は接点の座標 tに

取るべきである。以上をまとめると次の簡単な包絡線方程式に帰着する：

dx̃(t, t0)
dt0

∣∣∣∣∣
t0=t

=
∂x̃(t, t0)
∂t0

∣∣∣∣∣
t0=t

+
∂x̃(t, t0)
∂A

dA

dt0

∣∣∣∣∣
t0=t

+
∂x̃(t, t0)
∂θ0

dθ0
dt0

∣∣∣∣∣
t0=t

= 0. (47)

これは、「くりこみ群」方程式である。すなわち、「くりこみ群」方程式は「包絡線」方程式である。

独立な関数の係数をそれぞれ 0と置くことより、

dA

dt
= −εA, dθ

dt
= −ε

2

8
, (48)



を得る。ただし、 dA/dt = O(ε) であることを用いて、O(ε3)の項を無視した。これを解いて、

A(t) = Āe−εt/2, θ(t) = −ε2/8 · t+ θ̄, (49)

を得る。こうして、初期値は包絡線として、

xE(t) = x̃(t, t) = x(t) = Ā exp(−ε/2 · t) sin((1 − ε2/8)t+ θ̄), (50)

となり、大域的に妥当な近似解となる3。

まとめると、くりこみ群（包絡線）方程式 (49)によって振幅と位相のゆっくりした運動を記述する

縮約された運動方程式を取り出すことができた。また、くりこみ群（包絡線）方程式を厳密に解くこ

とにより、εについて無限次の項の総和が実現できた。

4.4 くりこみ群法による発展方程式の縮約と不変多様体の構成

この節では前節の簡単な減衰振動の場合の解析を一般化しくりこみ群法をより一般的な条件の下で

定式化する。具体的には、漸近解として不変多様体 [26, 27]がある比較的一般的な方程式を例として

用いて漸近解析としての「くりこみ群法」を説明する。くりこみ群法が安定多様体とその上の縮約方

程式の構成の自然で簡便な方法を与えることを見るであろう。そこでは包絡線の概念が直感的な理解

を与える。以下の解説は多くを [19]に依っている。

次の一般的方程式にくりこみ群法を適用してスローモードの従う方程式と解空間（不変多様体と呼

ばれる）を構成してみよう [19]：

∂tX = LX + εF (X), (51)

ただし、 ∂tX = ∂X/∂t、L は線形演算子、F (X)はX の非線形関数、そして ε は小さな展開パラ

メタである (|ε| < 1)。Lは必ずしも対称でもエルミートでもない。ただし、Lは対角化可能で、m
重に縮退した 0固有値を持ち、他の固有値は負の実部を持つとしよう。これでも十分一般的である。

このような 0固有値を持つ線形演算子が現れる物理的な状況は一般的に現れる: 系の持つ対称性を

反映している場合や相転移の臨界点でゼロモードが発生する場合などがある。また我々の主眼であ

るボルツマン方程式の流体力学極限を議論するときにも、5個の衝突不変量に対応して 5重に縮退し

たゼロモードが現れる4。LU i = 0, (i = 1, 2, . . . ,m), LUα = λαUα, (α = m + 1,m + 2, · · · , n).

ただし、 Reλα < 0。U i と Uα は線形独立に選ぶ。共役演算子 L† は次の性質を持つ; L†Ũ i = 0,

(i = 1, 2, . . . ,m), L†Ũα = λ∗αŨα, (α = m+ 1,m+ 2, · · · , n). Ũ iと Ũαは線形独立に選ばれている

ものとする。　また、一般性を失うことなく

〈Ũ i,Uα〉 = 0 = 〈Ũα,U i〉, (52)

とできる。ただし、1 ≤ i ≤ m, m+ 1 ≤ α ≤ n. KerL、すなわちゼロモードが作る空間への射影演
算子を P、そして、Q = 1 − P と書こう。

3
√

1 − ε2/4 = 1 − ε2/8 + O(ε4),に注意する。
4Lが半単純でなくジョルダン細胞を持つ場合 [19]は省略する。



我々は t → ∞での系の漸近的な振る舞いに興味がある。この漸近的振る舞い記述する縮約された
方程式をくりこみ群法で求めてみよう。それは結局 、不変多様体 [26, 27]Mとその上での縮約された

運動方程式を求めることに他ならない。

厳密解をX(t)として、任意の初期時間 t = t0 でX(t0) を初期値とする初期条件を設定する。こ

の初期条件のもとでの（厳密)解を X̃(t; t0)とする; X̃(t = t0; t0) = X(t0). これを摂動展開で解い

てみよう: X̃(t; t0) = X̃0(t; t0) + εX̃1(t; t0) + ε2X̃2(t; t0) + · · · , 初期値自体も同様に展開しておく；
X(t0) = X0(t0) + εX1(t0) + ε2X2(t0) + · · · = X0(t0) + ρ(t0).

最低次の方程式は

(∂t − L)X̃0 = 0. (53)

0固有値以外の固有値はすべて負の実部を持つので、t→ ∞での最低次の漸近解の初期値としてゼロ
モードであるとするのが自然である: X̃(t = t0; t0) = X0(t0) =

∑m
i=1 Ci(t0)U i = X0[C]. このとき、

解は定常状態にある；

X̃0(t; t0) = e(t−t0)LX0(t0) =
m∑

i=1

Ci(t0)U i. (54)

このとき、0次の不変多様体M0の自然な座標は積分定数C = t(C1, C2, · · · , Cm)で与えられている。

１次の方程式は

(∂t − L)X̃1 = F (X̃0). (55)

初期値をX1(t0)としたとき、解は

X̃1(t; t0) = e(t−t0)L[X1(t0) + L−1QF (X0(t0))]

+(t− t0)PF (X0(t0)) − L−1QF (X0(t0)). (56)

摂動によりP空間に属する永年項が出現したことに注意する。右辺第１項はゼロモード空間からはず

れた速い運動を含んでいる。この速い運動は避けるべきであり、実際、未だ決められていない初期値

X1(t0)を次のように選ぶことで消すことができる；X1(t0) = −L−1QF (X0(t0)). このとき、X1(t0)

はゼロモード空間と独立であり、しかも C(t0)のみの関数である。こうして１次の摂動項は

X̃1(t; t0) = (t− t0)PF − L−1QF , (57)

と選ばれる。摂動により必然的に現れる永年項が、この解の構成においてはこの項は t = t0で消える

ように設定されている。このとき、不変多様体は次のものに変更されている；

M1 = {X|X = X0 − εL−1QF (X0)}. (58)

ここで、−εL−1QF (X0) ≡ ρ1(X0)は不変多様体のM0からの「歪み」を表している。

結局、1次の摂動解は、

X̃(t; t0) = X0 + ε{(t− t0)PF − L−1QF }, (59)

となる。　この解にくりこみ群方程式 dX̃/dt0|t0=t = 0をかけると、縮約された方程式

Ẋ0(t) = εPF (X0(t)), (60)



が得られる。実際この方程式はC(t)についてのm次元連立方程式である；

Ċi(t) = ε〈Ũ i,F (X0[C])〉, (i = 1, 2, · · · ,m). (61)

dCi/dt ∼ O(ε)なので、C(t)の運動は「ゆっくり」であることが分かる。このC(t)を用いて、大域

的領域で妥当な解は次のように初期値として得られる；

X(t) = X̃(t; t0 = t) =
m∑

i=1

Ci(t)U i + ρ1[C]. (62)

不変多様体M0、そしてM全体の座標 sが非摂動解の積分定数C で与えられていることを強調して

おく。

以上の作業はどこまでも高次項まで進めていくことができる。たとえば、２次の摂動方程式は、

(∂t − L)X̃2 = F ′(X̃0)X̃1. (63)

ただし、(F ′(X0)X1)i =
∑n

j=1 {∂(F ′(X0))i/∂(X0)j} (X1)j . ２次の摂動まで取り入れた、大域的領域

で妥当な軌道を与える解は以下のようになる [19]：

X(t) = X(t) = X0[C] + ρ[C]

= X0[C] − εL−1QF + ε2{L−1QF ′L−1QF − L−2QF ′PF }. (64)

そして系のスローモードを記述するC(t) についての方程式は次のように与えられる：

Ċi = ε〈Ũi,F − εF ′L−1QF 〉, i = 1, 2, . . . ,m. (65)

上式において F と F ′ の引数はすべてC であることは強調に値する：すなわち、X(t) = X [C]. こ

のように、高次項を取り入れても不変多様体の座標が非摂動解の積分定数Cで与えられることに変更

はない。ここで与えた表式 (65)および (64)は縮約方程式として普遍的であり、多くの個別の縮約の

問題はこれらの方程式に具体的な射影子 P およびQを代入するだけで得られる。

くりこみ群法に基づいて構成した発展方程式の縮約の構造は非線形振動子に対するKrilov-Bogoliubov-

Mitropolsky[28]の摂動理論を拡張したものとみなすこともできる。また、ボゴリュウボフらの理論を

力学系の縮約理論に拡張し整備した蔵本の理論 [29]の初等的で簡明な実現でであると言える。興味深

いことに、Bogoliubovは彼らの摂動論を Liouville方程式に適用してハミルトン方程式の縮約として

ボルツマン方程式を導き、さらに、ボルツマン方程式を縮約して流体方程式を導いた [30]。

5 相対論的ボルツマン方程式の流体力学極限：　相対論的散逸流体力学の

導出

ここで定式化したくり込み群法によりボルツマン方程式と流体方程式（オイラーおよびナビエ-ス

トークス方程式）が導かれている [20, 21]。この問題はたとえば、Bogoliubovの方法 [30]のほかに

Chapman-Enskogの方法 [31]というものがよく知られた方法である。以下では、上記のくりこみ群法

をボルツマン方程式に適用して相対論的流体方程式を導く試み [8]を紹介する。



相対論的ボルツマン方程式は次のように書かれる：

pµ ∂µfp(x) = C[f ]p(x). (66)

ここで、fp(x)は位相空間 (xµ , pµ)で定義された 1体分布関数であり、pµはオン-シェルのエネルギー-

運動量である；pµ pµ ≡ p2 = m2 and p0 ≥ 0. (66)の右辺は衝突積分と呼ばれ、以下のように書か

れる；

C[f ]p(x) ≡ 1
2

∑
p2

1
p0
2

∑
p3

1
p0
3

ω(p , p1|p2 , p3) (fp2(x) fp3(x) − fp(x) fp1(x)). (67)

衝突積分は微視的な 2体-2体衝突を表し、時間反転不変性を破り散逸を引き起こす原因である。遷

移確率 ω(p , p1|p2 , p3)はエネルギー-運動量保存則と共に粒子数保存則、および粒子の交換可能性と

微視的散乱過程での時間反転不変性による対称性を持っている。

ω(p , p1|p2 , p3) = ω(p2 , p3|p , p1) = ω(p1 , p|p3 , p2) = ω(p3 , p2|p1 , p). (68)

衝突積分におけるエネルギー-運動量と粒子数保存のために次の関係式が成立することを意味する：

∑
p

1
p0
C[f ]p(x) =

∑
p

1
p0
pµC[f ]p(x) = 0. (69)

すなわち、5個の量 (1 , pµ)が衝突不変量になる。

このように衝突によってエネルギー-運動量および粒子数が保存されるので、次の対応する連続方程

式が常に成り立つ：

∂ν

∑
p

1
p0
pµ pν fp(x) ≡ ∂νT

µν = 0, ∂µ

∑
p

1
p0
pµ fp(x) ≡ ∂µN

µ = 0. (70)

これらの方程式は形式に流体方程式と同じ形をしているが、分布関数 fp(x)が解かれていないかぎり

流体の動的な性質については何の情報も持っていないということである。我々は、(66)の局所平衡近

傍の解 fp(x)を温度 T や密度 nおよび流速ベクトル uµ(x)で表現することにより、これらの発展方程

式として流体方程式を得るであろう。

局所平衡を特徴付けるためにエントロピー流を定義すると都合がよい。エントロピー流は次のよう

に定義される；

Sµ ≡ −
∑
p

1
p0
pµ fp(x) (ln fp(x) − 1). (71)

エントロピーは ln fp(x)が衝突不変量のとき保存される。すなわち、基本衝突不変量の線形結合である；

ln fp(x) = α(x) + pµ βµ(x). (72)

ここで、 α(x)と βµ(x)は任意の関数である。これは、分布関数が局所平衡分布関数（Juetner分布関

数という）で表されることを意味する。

この方程式から流体方程式を導出する道筋の概略を説明する。そこでのポイントは 5個の衝突不変

量の存在に対応して、線形化した衝突演算子が 5重に縮退したゼロ固有値を持つということである。

ただし、運動学的方程式と流体方程式の時空間 xµのスケールが異なることを、ローレンツ不変に表

現する工夫が必要になる。



後者の問題は巨視的流れベクトル aµ
p を用いて疎視化した座標 (τ, σµ)を構成することで実現できる

[8]：

dτ = aµ
pdxµ, dσµ = ∆µν

p dxν . (73)

　ただし、∆µν
p ≡ gµν − aµ

paν
p/a

2
p は空間的ベクトルへの射影演算子である。これらの座標を用いて

(66)を書き直すと、

∂fp(τ, σ)/∂τ = (ap · p)−1[C[fp] − p · ∇fp(τ, σ)], (74)

となる。ここで、∇µ ≡ ∆µν
p

∂
∂σν .

系が平衡状態に近く、（非相対論のときと同様に）系の空間的非一様性が散逸の起源であるとしよ

う。このとき、(74)の右辺第 2項は摂動として扱うことができる。すなわち、∇ → ε∇と考え、εに
ついての摂動展開を考える。

前節の一般論と同様、τ ∼ τ0付近の摂動解を f̃pと書き、f̃p = f̃
(0)
p + εf̃

(1)
p + ε2f̃

(2)
p + · · · , と展開

する。

0次の方程式は

∂f̃ (0)
p /∂τ = (ap · p)−1C[f̃ (0)

p ], (75)

である。前節で展開した縮約の一般論に従い、t → ∞での漸近的な定常解 ∂f̃
(0)
p /∂τ = 0を取ろう。

これは、f̃ (0)
p が衝突不変量になっていることを意味する。すなわち、f̃ (0)

p は局所平衡分布である；

f̃ (0)
p = (2π)−3exp[{µ(σ; τ0) − pµuµ(σ; τ0)}/T (σ; τ0)] ≡ f eq

p (σ; τ0), (uµuµ = 1). (76)

ここで、f̃ (0)
p は「空間座標」σに依存している 5個のパラメータ µ, T , uµに依存していることに注意

しよう。

ベクトル f̃ の p成分を f̃p = f̃
(1)
p で定義すると、1次の摂動方程式は

[∂/∂τ − L]f̃
(1)|p = −p · ∇f eq

p ≡ Fp, (77)

と書ける。ここに、Lは、その pq成分が Lpq = 1/(p · ap) · ∂C[f ]p/∂fq|f=feq で定義される線形演算

子である。

ここで、線形演算子 Lを次のように定義しよう：

Lpq ≡ f eq
p

−1Lf eq
q . (78)

さらに、運動量の関数 ϕpと φpに対する内積 〈ϕ,ψ〉を

〈ϕ,ψ〉 ≡
∑
p0

(p · ap)f eq
p ϕpψp, (79)

で定義しておこう。このとき、Lは微視的遷移確率の時間反転不変性と粒子の入れ替えに対する不変

性のために、次の著しい性質を持っていることを示すことができる：

(i) 対称性; 〈ϕ, Lψ〉 = 〈Lϕ, ψ〉.
(ii) 半負定値性; 〈ϕ, Lϕ〉 ≤ 0, ∀ϕ.



(iii) 5個のゼロモード ϕα
0p を持ち、他の固有値は負である。ゼロモードは衝突不変量であるエネル

ギー-運動量と粒子数に対応する: Lϕα
op = 0. (ϕµ

op = pµ, ϕ4
0p = m.) これらの性質のために、前節の

一般論が適用することができる。

ゼロモードの張る空間をP空間と呼ぶ。注意すべきことは上で定義したゼロモード ϕα
0pは必ずしも

直交しないことである。そこで、メトリックテンソル ηαβ ≡ 〈ϕα
0 , ϕ

β
0 〉を定義すると、P空間への射影

演算子 P は

[P ψ]p ≡
∑
αβ

ϕα
0p η

-1
αβ 〈ϕβ

0 , ψ 〉, (80)

と表される。Q = 1 − P は Pの補空間Qへの射影演算子である。

以下の計算は前節の一般論と同様に遂行することができて、1次の摂動解は、

f̃ (1)(τ ; τ0) = (τ − τ0) P̄ F − L−1 Q̄ F (81)

となる。ただし、P̄ ≡ f eq P f eq-1 Q̄ ≡ f eqQf eq-1. 結局、1次までの近似解は、

f̃(τ ; τ0) = f eq + ε
(
(τ − τ0)P̄F − L−1Q̄F

)
. (82)

そして、τ = τ0での「初期値」は

f̃(τ0 ; τ0) = f eq − L−1 Q̄ F, (83)

となる。線形演算子Lのゼロモードのために永年項が出現することに注意しよう。この作業はより高

次まで続けることができる。2次までの解は [8]に与えられている。

このようにして得られた摂動解を τ0でパラメトライズされる曲線群とみなしてくりこみ群/包絡線

方程式を作用させる:

df̃

dτ0

∣∣∣
τ=τ0

= 0. (84)

これは、f̃(τ ; τ0)をパラメトライズしている温度 T (τ, σ)、 化学ポテンシャル µ(τ, σ)、そして流速ベ

クトル uµ(τ, σ)に対する発展方程式、すなわち流体方程式を導く。化学ポテンシャルは密度に変換

できることを注意する。このときの時間について大域的な解 f(τ)は「初期値」によって与えられる:

f(τ) = f̃(τ, τ)。1次までの近似であれば、(83)を用いて

f(τ) � f eq − L−1 Q̄ F, (85)

となる。

実は、くりこみ群方程式をかけて得られる流体方程式は、簡便に次のように 1次の摂動の結果 (85)

をバランス方程式 (70)に代入したものと一致する：

T µν =
∑
p

1
p0
pµpν{f eq

p − [L−1QF ]p}, (86)

Nµ =
∑
p

1
p0
pµ{f eq

p − [L−1QF ]p}. (87)



ここで、Q演算子を含む項が散逸効果を表している。すなわち、

δTµν = −
∑
p

1
p0
pµpν [L−1QF ]p, δNµ = −

∑
p

1
p0
pµ[L−1QF ]p. (88)

明らかに、散逸効果は次の量に集約されている：L-1 Q̄ F .

第２節で述べたように、aµ
p = uµのときランダウの方程式 (5)が得られ、aµ

p = m
p·uu

µと選ぶと、粒

子フレームの方程式 (13)が得られる。

以下の議論では簡単のために、上記二つの場合を少し一般化して、巨視的流れベクトル aµ
p が定数

θで特徴付けられ、次の形を取るときに限ることにする5：

aµ
p =

1
p · u{(p · u) cos θ +m sin θ}uµ ≡ θµ

p . (89)

この場合、∆µν
p = gµν−uµ uν ≡ ∆µν、とaµ

p依存性が消えるので、(p·u)-1 {(p·u) cos θ+m sin θ} ∂
∂τ =

uµ ∂µ ≡ D、および∇µ = ∆µν ∂ν ≡ ∇µ、と簡単になる。

このとき、既約なテンソル構造に注意しながら計算すると次の表式が得られる

[L-1 Q̄ F ]p = f eq
p

∑
q

A-1
pq

1
T

(
Πq Xθ +Qµ

q Xθµ + Πµν
q Xµν

)
. (90)

ただし、 Apq ≡ (p · θp)Lpq. この演算子は θµ
p = aµ

p に依存していないことを注意する。ここで、Πp、

Qµ
p、Πµν

p はそれぞれ体積圧力、熱流および応力テンソルの微視的表示であり、具体的には次のように

与えられる:

Πp ≡ (4/3 − γ) (p · u)2 + [(γ − 1)T ĥ− γ T ] (p · u) − 1
3
m2, (91)

Qµ
p ≡ −[(p · u) − T ĥ]∆µν pν , (92)

Πµν
p ≡ 1/2 (∆µρ ∆νσ + ∆µσ ∆νρ − 2/3∆µν ∆ρσ) pρ pσ. (93)

ただし、γ、ĥ = (ε+nT )/nT はそれぞれ比熱比と簡約されたエンタルピーである。（nは粒子数密度。）

Xθ、Xθµ、Xµν は対応する散逸的熱力学的力である [8]が、具体的な表式はここでは省略する。

我々の理論は統計力学に対応するので輸送係数の微視的な表式を与えることができる。平衡分布を

用いて次の内積を定義する：

〈ϕ , ψ 〉eq ≡
∑
p

1
p0
f eq

p ϕp ψp. (94)

さらに、微視的な散逸流の時間発展が次の表式で与える：[Π(s)]p ≡ ∑
q [esL]pq Πq、等。すると、各

輸送係数は次の「久保公式」の形に表すことができる：

ζ ≡ (1/T )
∫ ∞

0
ds〈Π(0) , Π(s) 〉eq, (95)

λ ≡ −(1/3T 2)
∫ ∞

0
ds〈Qµ(0) , Qµ(s) 〉eq, (96)

η ≡ (1/10T )
∫ ∞

0
ds〈Πµν(0) , Πµν(s) 〉eq. (97)

これらの表式から輸送係数がフレームに依存しないことが言える。
5ここで、因子m は表式が次元を持たないようにするために導入したものであり、ここで展開している理論は質量を持

たない粒子の系にも適用できることを注意する。



6 イスラエル-スチュアート型の方程式

散逸について２次まで取り入れた流体方程式もくりこみ群法で導くことができる。ただし、その導

出はかなり技術的なので以下には (89)で定義した巨視的流速ベクトルに対応する一般的フレームに対

する結果だけ示す [9]。

２次の方程式では新たに次の緩和方程式が加わる：

Π = XΠ − τΠDΠ − �ΠJ ∇aJa +XΠΠ Π +Xa
ΠJ Ja +Xab

Ππ πab, (98)

Jµ = Xµ
J − τJ ∆µaDJa − �JΠ ∇µΠ − �Jπ ∆µabc ∇aπbc +Xµ

JΠ Π +Xµa
JJ Ja +Xµab

Jπ πab, (99)

πµν = Xµν
π − τπ ∆µνabDπab − �πJ ∆µνab ∇aJb +Xµν

πΠ Π +Xµνa
πJ Ja +Xµνab

ππ πab. (100)

ここで, XΠ, Xµ
J , Xµν

π は熱力学的力である。Π, Jµ, πµν に対する緩和方程式は緩和時間 τΠ, τJ , τπ
および緩和長 �ΠJ , �JΠ, �Jπ, �πJ で特徴付けられている。熱力学的力 XΠ, Xµ

J , Xµν
π に対する補正は

XΠΠ, Xa
ΠJ , Xab

Ππ, Xµ
JΠ, Xµa

JJ , Xµab
Jπ , Xµν

πΠ, Xµνa
πJ およびXµνab

ππ で与えられる。

以下では一般の θによる複雑さを避けて、エネルギーフレームと粒子流フレームに限ることにする。

エネルギーフレームでは、

T µν = ε uµ uν − (p+ Π)∆µν + πµν , Nµ = nuµ + Jµ, (101)

と書ける。このとき、熱力学的力はXΠ = −ζ∇aua, X
µ
J = λ ĥ−2 ∇µ(µ/T ), Xµν

π = 2 η∆µνab ∇aubと

なる。すでに触れておいたように、fn = 0および fe = 0となっている。

粒子流フレームでは、

T µν = (ε+ 3Π)uµ uν − (p+ Π)∆µν + uµ Jν + uν Jµ + πµν , Nµ = nuµ. (102)

ここに、XΠ = −ζ (3 γ − 4)−2 (∇aua − 3T DT−1), Xµ
J = −λT 2 (∇µT−1 + T−1Duµ), Xµν

π =

2 η∆µνab ∇aub である。この場合も確かに予期したように、fe = 3且つ fn = 0となっている。す

なわち、散逸による内部エネルギーが存在する。

次にそれぞれのフレームでの散逸力 Π, Jµおよび πµν を書き下しておく6。

(A) エネルギーフレーム：

Π = −ζ∇aua − τΠDΠ − �ΠJ ∇aJa

− 1
2
τΠ

{
κΠ ∇aua +

ζ T

τΠ
∂a

( τΠ
ζ T

ua
)}

Π

− 1
2
�ΠJ

{
κ

(0)
ΠJ ∇a µ

T
− κ

(1)
ΠJ Du

a +
ζ T

�ΠJ
∂b

(�ΠJ

ζ T
∆bc

)
∆ a

c

}
Ja

− 1
2
�Ππ

{
− κΠπ ∆abcd ∇cud

}
πab, (103)

Jµ = λ ĥ−2 ∇µ µ

T
− �JΠ ∇µΠ − τJ ∆µaDJa − �Jπ ∆µabc ∇aπbc

− 1
2
�JΠ

{
κ

(0)
JΠ ∇µ µ

T
− κ

(1)
JΠDu

µ +
λ ĥ−2

�JΠ
∆µ

a ∂b

( �JΠ

λ ĥ−2
∆ab

)}
Π

6プレプリント [9]の最初の版には渦度の部分にエラーがあった。以下の式では訂正されている。



− 1
2
τJ

{
∆µa

[
κ

(0)
J ∇bub +

λ ĥ−2

τJ
∂b

( τJ

λ ĥ−2
ub

)]
− 2κ(1)

J ∆µabc ∇buc − 2ωµa

}
Ja

− 1
2
�Jπ

{
∆µcab

(
κ

(0)
Jπ ∇c

µ

T
− κ

(1)
Jπ Duc

)
+
λ ĥ−2

�Jπ
∆µ

c ∂d

( �Jπ

λ ĥ−2
∆cdef

)
∆ ab

ef

}
πab,(104)

πµν = 2 η∆µνab ∇aub − �πJ ∆µνab ∇aJb − τπ ∆µνabDπab

− 1
2
�πΠ

{
− κπΠ ∆µνab ∇aub

}
Π

− 1
2
�πJ

{
∆µνba

(
κ

(0)
πJ ∇b

µ

T
− κ

(1)
πJ Dub

)
+
η T

�πJ
∆µν

bc ∂d

(�πJ

η T
∆bcde

)
∆ a

e

}
Ja

− 1
2
τπ

{
∆µνab

[
κ(0)

π ∇cuc +
η T

τπ
∂c

( τπ
η T

uc
)]

− 4κ(1)
π ∆µνce ∆ dab

e ∆ fg
cd ∇fug

−4∆µνce ∆ dab
e ωcd

}
πab. (105)

ここで、 ωµν ≡ (∇µuν −∇νuµ)/2は渦度である。

(B) 粒子流フレーム：

Π = −ζ (3 γ − 4)−2
(
∇aua − 3T D

1
T

)
− τΠDΠ − �ΠJ ∇aJa

− 1
2
τΠ

{
κΠ ∇aua +

ζ (3 γ − 4)−2 T

τΠ
∂a

( τΠ
ζ (3 γ − 4)−2 T

ua
)}

Π

− 1
2
�ΠJ

{
κ

(0)
ΠJ ∇a µ

T
− κ

(1)
ΠJ Du

a +
ζ (3 γ − 4)−2 T

�ΠJ
∂b

( �ΠJ

ζ (3 γ − 4)−2 T
∆bc

)
∆ a

c

}
Ja

− 1
2
�Ππ

{
− κΠπ ∆abcd ∇cud

}
πab, (106)

Jµ = −λT 2
(
∇µ 1

T
+

1
T
Duµ

)
− �JΠ ∇µΠ − τJ ∆µaDJa − �Jπ ∆µabc ∇aπbc

− 1
2
�JΠ

{
κ

(0)
JΠ ∇µ µ

T
− κ

(1)
JΠDu

µ +
λT 2

�JΠ
∆µ

a ∂b

( �JΠ

λT 2
∆ab

)}
Π

− 1
2
τJ

{
∆µa

[
κ

(0)
J ∇bub +

λT 2

τJ
∂b

( τJ
λT 2

ub
)]

− 2κ(1)
J ∆µabc ∇buc − 2ωµa

}
Ja

− 1
2
�Jπ

{
∆µcab

(
κ

(0)
Jπ ∇c

µ

T
− κ

(1)
Jπ Duc

)
+
λT 2

�Jπ
∆µ

c ∂d

( �Jπ

λT 2
∆cdef

)
∆ ab

ef

}
πab. (107)

これに (105)が加わる。ここで、粒子流フレームでの実効体積粘性率 ζeff ≡ ζ (3 γ − 4)−2を用いた。

上式において、 T および µの関数である以下の係数を導入したが、それらの具体的関数系は複雑

なので省略する；�Ππ, �πΠ, κΠ, κ(0)
ΠJ , κ(1)

ΠJ , κΠπ, κ(0)
JΠ, κ(1)

JΠ, κ(0)
J , κ(1)

J , κ(0)
Jπ , κ(1)

Jπ , κπΠ, κ(0)
πJ , κ(1)

πJ , κ(0)
π ,

κ
(1)
π .

7 まとめと結語

まず、散逸流体に対する相対論的流体方程式に関する基本的な問題を説明した。ここで紹介した問

題は、「接合問題」といわれるもので一般の文献ではあまり意識されていないことである。くり込み群



法を用いた散逸を含む相対論的流体方程式の導出方法と主な結果を紹介した。くりこみ群法は力学系

の強力な縮約法であり、ここでの流体方程式の導出はほとんど仮定無しのものである。そのため、こ

れまでの「導出」で曖昧に設定されていた「接続条件」が必ずしも正しくないことが判明した。すな

わち、エッカルトに由来しイスラエル-スチュアートらも採用している局所静止系の定義が下部のボル

ツマン方程式と整合的でないことが明らかにされた。この導出の背景にある次の事実は他の微視的導

出方法においても重要であると信ずる：微視的な（運動学的理論の）時空間のスケールとその赤外理

論としての流体方程式の時空スケールは異なる。後者は前者を粗視化したものである。したがって、

流速ベクトルを定義する局所静止系ごとに時空座標をあらためて導入する必要がある。ここで紹介し

た理論では巨視的流ベクトル aµ
p を導入することによってその問題が解決されている。

くりこみ群法により多成分系の流体方程式を導出することもできる [32]ことを明記してこの論考を

終る。
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