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くりこみ群方程式を用いた非線型方程式の漸近解析の方法を包絡線の概念および不変多様体の概念を用いて

分かりやすく定式化し説明する。その輸送方程式の導出への応用を述べる。

� はじめに

有限温度の場の理論においてある種の総和法が必要であることは以前からよく知られている�

�������	
�� は ���年に有限温度での場の理論（������における相転移の研究の中で、�����

ではループ展開と ��展開が一致しないことを注意し、整合的な摂動論の展開のためにある総和法（熱
的な自己質量を自己無撞着な平均場として前もってくりこんでおく方法）を提案していた。その後の
発展については 
��を参照。このような総和法の必要性は動的な過程でも必要であることが、高温で
のグルオンのモードの減衰率の線形応答理論での分析のなかで ��������および �������ら 
��によっ
て明らかにされた。これも、�����ではループ展開と ��展開が一致しないことによる。彼らはファ
インマンダイアグラムに基づいて整合的な総和法を定式化したが、その方法のより初等的でかつ物理
的な意味が見やすい定式化が運動論的方程式に基づいて �������らによって提出されている 
��。本質
的に総和法が必要になる問題としてはその他にたとえば、赤外発散（あるいは、ピンチ特異性）のな
い整合的な運動論的方程式（���������方程式� を導く問題がある 
 �。似た例は古典流体の場合に
もある 
�! "�。また、��#�$%�&に伴う相関関数の赤外発散（長時間テイル）が出ないようにするには
運動学的領域と流体力学的領域を分離することが必要である 
"! �。すなわち、あらかじめ注目する
時間スケールを特定しておかなければならない。 量子場の場合、特に、系に質量のない場が存在す
る場合、例えば、ゲージ理論の場合、新たな赤外発散を避けるために ���#'$(��)���（�$(）流の総
和法が必要とされる 
�*�。興味深いことに �$(流の総和が以下で紹介するくりこみ群法 
���を用い
て簡便に達成できることが ��+���,��+と )� -�	�ら 
���によって示されている。このような特異性
の処理は臨界点近傍でソフトモードの存在する場合などにも必要になると考えられる。また、上記の
スケールの分離の問題はくりこみ群の理論が有効となるはずの問題である。
くりこみ群 �./�の概念は最初、場の理論の摂動論に現れる発散の処理、いわゆる、くりこみ処方

の不定性にからんで 0�1#������	と ���������および /���$2���と 3�&
��� によって導入された。
しかし、その本質は非摂動的である。それを明らかにしたのは������
� �である。くりこみ群の方
法はその後、場の理論や臨界現象などの統計物理学の問題に適用され大きな成功を収めている 
���。
くりこみ群の方法は簡単には以下のように定式化される� 4��� ��5��5�を非常に大きなエネルギー
スケール 5�から 5まで積分して得られた有効作用とする6 ただし、��5� 7 ���� ��� ������は結合定数
のセットである。�が 5に依存することが重要である。くりこみ群方程式は次の等式を要請すること
により得られる；

4��� ��5��5� 7 4��� ��5���5��� ��8��

ここで、極限 5� � 5を取ると!

�4��� ��5��5�

�5
7 *� ��8��
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が得られる。これは ������のくりこみ群方程式 
� �である。あるいは、��	���
�9�にならってフ
ロー方程式とも呼ばれる。
この方程式は摂動論と無関係に成立している。./のこの非摂動性のため、くりこみ群には少なく
とも次の２つのメリットがある。
��� 摂動展開の総和法 低次の摂動計算の結果に /���$2���$3�&型のくりこみ群方程式 
���を作
用させることで、あるクラスのダイアグラムを無限次足し上げることができる。すなわち、./法は
摂動級数の総和法になっている 
���。
��� 赤外有効作用の構成法 ウイルソン型 
� � の ./は、低エネルギーでの実効的な、すなわち、
低エネルギーおよび長波長の領域で漸近的に厳密な有効作用あるいはハミルトニアンを得る体系的な
方法になっている。
摂動級数が発散級数になっていることは場の理論に限らず数学を使うすべての科学の分野で一般的

であり、何らかの便利な「総和法」が必要とされ、実際、いくつかの総和法が知られている 
�"�。
また、ゆっくりした長波長の運動を記述する少数自由度の方程式をもとの多自由度の系から取り出
す問題は、パタン形成の物理を含む統計物理学、多体系の集団運動理論等、物理学のほとんどあらゆ
る分野で基本的な課題である。たとえば、
（１）ハミルトン系のリュビュ方程式から導かれる��/:;���	���1��,$����$/����$:���&��)$ ;,���

階層を「運動学的領域」で妥当なボルツマン方程式に縮約する問題 
��、さらに、
（２）ボルツマン方程式（運動学的方程式）からより長波長の運動を記述する流体方程式（オイラー、
ナビエ$ストークス方程式）を導出すること 
�! �*�はこの範疇の問題である。
（３） 　原子核の振動や回転などのゆっくりした運動がフェルミオン（核子）の運動からどのように
発生するか、また、そのような集団モードを記述する集団座標をどう取り出すかという問題 
���も同
種の問題である。集団座標を取り出す問題は場の量子論においても基本的問題である 
���。
（４）ミクロな場としてクォークとグルーオン場で書かれている�<=のラグランジアンから、パイ
中間子やローなどのハドロン場で書かれた低エネルギーの有効作用（それは、何らかのシグマ模型に
なっているはず）を導出する問題も、未解決だが、ボルツマン方程式や流体方程式を導くのと同種の
問題である。この場合、流体方程式に対応するのがシグマ模型、ボルツマン方程式（運動学的方程式）
に対応するのが南部$ヨナ$ラシニオ模型 
� � と考えてよいかも知れない。

以上を概括して、「ダイナミックス（発展方程式）の縮約」の問題と言える。くりこみ群の方法は
これらの問題に対する統一的な方法である可能性がある。
この報告では最近イリノイ大学のグループによって開発された./法 
���を輸送方程式に適用して
みる。古典流体の場合を私が、量子場の場合を八田氏 
�9�が報告する。この報告ではまた、準備とし
て ./法による縮約の背景にある一般的構造を明らかにし、その方法を「解析のことば」を用いて説
明する 
��! �"! �! �*! ��! ���。� これは �*年前に蔵本 
���が提示していた発展方程式の縮約の普遍
的構造と一致する。また、./方程式が古典解析でよく知られている包絡線を構成するための基本方
程式と同じ形であることを指摘し、./法による漸近解析の解析的な側面が包絡線の概念を使って解
釈できることを示す6 場の理論で使われる摂動論的./の有効性も包絡線の概念で直感的に理解する
ことができる。�

� イリノイグループの定式化は場の理論の乗法的くりこみの処方との密接な対応関係を示す形で行われた。ところが、そ
のことが逆にこの方法になじみのない者には、�法とは神秘的な数学的手続きでの寄せ集めであるかのような印象を与
えたかも知れない。行っていることは微分方程式を解くこと、あるいは、その漸近解を求めることである。であれば、く
りこみ群法で行っていることは「解析のことば」で理解可能のはずである。それは、既存の数学理論 ���� の何かに対応し
ているかもしれないし、まったく新しい理論であるかもしれない。後者にしても、解析のことばで記述可能のはずである。
これが、私がこの研究をはじめた動機である。

� 包絡線の概念が理論物理学において有効であることが最初に示されたのは、鈴木増雄氏による������������ �������

�



��と ��での議論の進め方は、横浜市大の栄伸一郎氏と藤井一幸氏との共著の論文 
���で提示され
たものを私なりに整理し直したものである。�ここで初めて述べることもいくつかある。� ��は未発
表の私の論考 
���に基づく。

� ウイルソン型くりこみ群方程式による発展方程式の縮約

ウイルソン流の ./方程式 
� ! �9�から出発して漸近解析の「./法」を定式化を行う。また、そ
の包絡線の概念による解釈を与える。
次の �次元（* � � � �）の発展方程式を考える6

��

��
7 � ��� ��� ��8��

ここで � はあらわに �に依存していてもよいことに注意しておく。この方程式の初期値問題厳密に解
けているものとし、その解を����と書くことにする。ある任意の初期時間 � 7 ���において厳密解
����を初期値をに取って、この方程式をなんらかの近似を用いて解く。その近似解を >���6 ���������!

と書くことにする；

>��� 7 ��6 ��������� 7������ ��8��

勿論、方程式が厳密に解ければ、 >���6 ��������� 7����である。しかし、����自体は今のところ
未知である。この近似解 >���6 ���������を用いて?初期値? ����の情報を得る方法がここで紹介す
る方法「くりこみ群法」である。その基礎は次の簡単な事実にある：もし、初期条件が ���でのもの

>��� 7 ���6 �
�
��������� 7������� ��8��

に変更されても 得られる解は同じである；

>���6 ��������� 7 >���6 ������������ ��8��

ここで ��� � ��の極限を取ると!

� >�

���
7
	 >�
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���
7 �� ��8 �

を得る。この方程式は、初期値�����についての発展方程式 �フロー方程式）である。この方程式は
場の理論におけるくりこみ群方程式と同じ形をしている。��がエネルギースケール 5の対数に対応
している。場の理論における結合定数に対応するのは、方程式の解の積分定数であることがすぐに示
されるだろう。「くりこみ可能性」に対応するのは力学系の理論（微分方程式論）
��� では不変多様
体の存在である。
このようにしてくりこみ群方程式で改善された解は初期値として、

���� 7 >���6 �� 7 �������� ��89�

となる。ここで、右辺の引数の中の����はくりこみ群方程式 ��8 �の解である。

������）���� においてである。

�



��� �� � �と選ぶこと； 摂動論による合理化

摂動展開を用いて >���6 ���������を求める場合、8 >���6 ��������� と >���6 ����������� はそれぞれ
� � ��および � � ���でのみ意味のある妥当な解となっている。したがって、等値性 ��8��の条件およ
びそれから導かれたくりこみ群方程式 ��8 �が妥当であるためには �� � � � ��� � �� @A�� を満たす �

を取る必要がる。このときA�� � *の極限では、必然的に

� 7 ��� ��8��

となる。したがって、摂動論で >���6 ���������を構成するときには、次の � 7 ��という条件のついた
くりこみ群方程式を要請することになる 
��；

� >�

���
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7
	 >�

	��

����
����

@
	 >�

	�

��

���

����
����

7 �� ��8"�

この議論で自然に �� 7 �の要請が生じたことを強調しておく。こうして、
���に与えられている処方
箋が正当化される� 。

��� 包絡線概念による解釈

上記の議論はこれで十分説得力のあるものになっているが、包絡線の概念を用いて以下のように幾
何学的に解釈することもできる 
��! �! �*! ���� ��は任意に変えられるので、� >���6 ������������ は
��をパラメタとする曲線群を与える。すると、��8"�はその包絡線�����を求めるための方程式に他
ならない。
実際、
をパラメタとする曲線群 �� 7 ��6
���
����の包絡線 ����は� 、次の「包絡線方程式」

を解いて求めることができる。

���6
���
��

�

7 *� ��8�

この方程式は次の２通りの使い方をすることができる。

�8 通常は、関数��
�は既知であり、��8�から 
 7 
��を求め、これを ��6
���
��に代入して

���� 7 ��6
�����
���� ��8�*�

と求められる。

�8 関数��
�が未知で、曲線群が �� 7 ��6
���
����が包絡線を持つかどうかわからないとき
は、他の条件から 
 7 
��を求め、この曲線群が包絡線を持つように関数��
�を（�8�から
決定することができる。実際、このとき（�8�は

���6
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となって��
�を求める方程式になる。くりこみ群方程式はこの場合の包絡線方程式と解釈で
きる。

こうして、 ��89�で与えられる解�は ��をパラメタとする曲線群 � >���6 �� 7 ����������� の包絡線
と解釈できる。このとき、��が曲線群中の１曲線と包絡線の接点になっている。

� ���� 階層からボルツマン方程式を導出する場合や、ランジュバン方程式からフォッカー
プランク方程式を出すよう
な場合には、ミクロな系での無限小時間と上の階層の無限小時間のオーダーが異なるので、ミクロスケールでは �� �� ��

だが、マクロスケールでは �� �� �� !�� という状況を設定しないといけない。��"�
�
�依存性は � の関数 ����を通しても入っているとした。
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��� 不変多様体とくりこみ可能性

�次元発展方程式

��

��
7 � ��� ��� ��8���

を考える。この方程式系に�次元の不変多様体2がある場合を考える；� � �。2上の任意の点�

は�次元のパラメタ � を用いて

� 7 ����� )��� 7 �� ��8���

と表せるとする� 。��8�� の2上に縮約された運動法則はあるベクトル場�を用いて次のように表
されるとする；

��

��
7 ����� ��8���

我々の課題はベクトル場� および 2の表現�を求めることである。
議論を少し具体的にするために、
�
 � �として

� 7 � ���� @ � 	 � ��� ��� ��8� �

と書ける場合を考える。ここで、� � にはあらわな時間依存性がないとしたことに注意。
��8� �のある初期値問題の解を����とする。����は2上にあるとし、次の展開を仮定する；

���� 7 ����� @ ������ @ ������� @ � � � � ��8�9�

さて、��8� �を任意の時間 � 7 ��での初期値を�����としたときの形式的摂動解を >���6 ���とする；

>��� 7 ��6 ��� 7������ ��8���

ただし、 >���6 ��� 7 >����6 ��� @ � >���6 ��� @�
� >���6 ��� @ � � � � そして、各摂動解の初期値を厳密解の対

応する次数のものに一致させる� ；

>� ����6 ��� 7� ������ �� 7 *� �� �� � � ��� ��8�"�

初期値の非摂動部分からのずれを �����と書くことにする；

>����6 ��� 7������ @ ������ ����� �
��
���

��������� ��8��

さて、最低次の方程式

� >��

��
7 � �� >���� ��8�*�

の解を

>����6 ��� 7 ���6������� ��8���
� ここでのノーテイションは蔵本のもの ����に従っている。実際、以下の内容は ���� の内容をくりこみ群法のことばで

定式化し直し基礎付けたたとものと見なすこともできる。
� これは �#�#���の設定であり、技術的には同次方程式の解の任意の線形結合を加えておく方が都合がよい場合もある。

 



と書く。ここで、�����は積分定数である。�は �には依存しないが初期時間 ��には依存してよいこ
とに注意；)��� 7 �とする。
不変多様体2�の自然な座標は

����� 7 ������ ��8���

で与えられることを理解することはたやすい。これは簡単だが重要な洞察である。われわれは不変多
様体の表現について何の仮説も必要ない。単に方程式を解きさえすればよい。そのときの積分定数の
組が不変多様体の自然な座標となるのである。
このように非摂動解が求まり、以下のくりこみ群の処方がうまく機能する場合としては次の２通り
の場合が知られている。

�8 � 	
>��� 7 *、すなわち、 >�� 7定数、が固定点 �BC�) D����）になっている場合。固定点の作る

集合がこの力学系の不変多様体（あるいは、その基底空間）になり、その次元が �である。

�8 >��が振動解になっている場合。

��� � �� >��が線形の場合、すなわち、�を線形演算子として � �� >�� 7 �� となっている場
合、�����は調和振動の線形結合であり、不変多様体の座標 �はそれらの振幅と位相に
なる。

��� � �� >��が非線形の場合、�����は、たとえば、楕円関数になる。�は位相とモジュラス
である。

摂動による多様体の変形 �は次の２つの基準で求められる：

�8 �は��と独立であること、

�8 得られる縮約方程式ができるだけ簡単になること。

以下で見るように �は摂動方程式を解くことで自然に求められる。
１次の摂動方程式は

� >��

��
7 � �

��
>��� >�� @ � � >���� ��8���

この非同次方程式の解はその特解と、右辺第２項を０とした同次方程式の一般解の和で表される。
一般に、摂動方程式としての非同次方程式の特解は永年項と非摂動解に独立な解の重ね合わせに

なっている。くりこみ群法の要点は永年項が � 7 ��では *次の非摂動解に繰り込んで無くすることが
できることの認識にある。永年項は場の理論における対数発散項に対応している。初期値の１次の摂
動は

������ 7 >���� 7 ���� ��8���

で与えられ、������は永年項は含まず、０次解に独立な関数である。重要な点は >�����は摂動方程
式の具体的な解であり、あらわに与えられているということである。


� 技術的な注意；非同次方程式の解に同次方程式の解を重ね合わせて �次解の「形を整える」ことができる。すなわち、
同次方程式の解は �次解の定数の相殺項 �$�%���� ����&）を与える。上のように構成した解はその意味で �#�#���の特解
である。

9



以上の手続きを任意の次数まで繰り返すことができる。重要なことは、この手続きにより初期値の
ゆがみ �����、したがって、全初期値�����も０次解の積分定数�����のみで書かれるということで
ある6

����� 7��
������ @ �
������� ��8� �

./方程式 ��8"�がこの積分定数を動的変数に「格上げ」しその運動方程式を与える6

� >�

���

����
����

7
	 >�

	��

����
����

@
	 >�

	�
	
��

���

����
����

7 *� ��8�9�

この方程式の未知関数は����であり、��8�9�は確かに����の時間発展を与えている。解は初期値と
して

� 7���� 7��
����� @ �
������ ��8���

となる。これは、�の関数としては解軌道を与え、�の関数として不変多様体2を与えている。こう
して、方程式の縮約が実行できた。すなわち、不変多様体の構成とその上を動く軌道を与える運動方
程式が組で得られた。
コメント�

（ �）��8�9�と ��8���は本質的に蔵本が設定した方程式であり、実は、非線形振動子に対する:����,$

��	���1��,の摂動理論を拡張したものになっている。��	���1��,は彼らの摂動論を 3��1,����方程式
に適用してハミルトン方程式の縮約としてボルツマン方程式を導き、さらに、ボルツマン方程式を縮
約して流体方程式を導いた。:����,$��	���1��,の理論、またその拡張としての蔵本の理論は（摂動
論的）くりこみ群の理論と等価であると言える� 。
（ ��）��8���は、不変多様体の存在する場合、系の運動が �の変化にくりこまれていることを示して
いる。場の量子論におけるくりこみ可能性と力学系の理論における有限次元の不変多様体の存在が対
応している：積分定数� 7 ���� ��� � � � � ���がくりこみ可能な結合定数の組に対応し、����は�E=

におけるパウリ項のようなくりこみ不可能な演算子に対応している。

� 非摂動線形演算子が �固有値を持つ場合の一般論

次の一般的方程式に、射影演算子法と組み合わせてくりこみ群法を適用する 
���：

	�� 7 �� @ �� ���� ��8��

ただし、 	�� 7 	��	�、�は線形演算子、� ���は�の非線形関数、そして � は小さな展開パラ
メタである �
�
 � ��。�は必ずしも対称でもエルミートでもない。ここでは、�は半単純で、�重に
縮退した *固有値を持つ場合を扱う。このような *固有値を持つ線形演算子が現れる物理的な状況は
比較的一般的にあり、たとえば、系の持つ対称性を反映している場合や相転移の臨界点で *モードが
発生する場合などがある。
�の他の固有値は負の実部を持つものとする：

�	 � 7 *� �� 7 �� �� � � � ���� ��8��

�	� 7 ��	�� �� 7 �@ ���@ �� 	 	 	 � ��� ��8��
	 ��'��#%(�)の理論を非線形波動に拡張したのが*�#����理論 ��	� である。*�#����理論は、したがって、ここで

解説したくりこみ群理論として再定式化できると思う。

�



ただし、 .��� � *。	 �と 	�は線形独立に選ぶ。
共役演算子��は �は次の性質を持つ6

�� >	 � 7 *� �� 7 �� �� � � � ����

�� >	� 7 ��� >	�� �� 7 �@ ���@ �� 	 	 	 � ��� ��8��

>	 �と >	�は線形独立に選ばれているものとする。 　また、一般性を失うことなく

� >	 ��	�� 7 * 7 � >	��	 ��� ただし、� � � � �� �@ � � � � �� ��8 �

とできる。:���への射影演算子を �、そして、� 7 � � と書く。
ここでは ���での系の漸近的な振る舞いを記述する縮約された方程式をくりこみ群法で求めて
みよう。それは、結局 �����#��,� ����F��) 2
���とその上での縮約された運動方程式を求めることに
他ならない。
一般論に従い、厳密解を����とし任意の初期時間 � 7 ��で�����を初期値とする初期条件を設定

したときの解を >���6 ���とする6 >��� 7 ��6 ��� 7 �����8

次の摂動展開を考える； >���6 ��� 7 >����6 ��� @ � >����6 ��� @ �� >����6 ��� @ 	 	 	 � 同様に、����� 7

������ @ ������� @ �������� @ 	 	 	 7������ @ ������

最初のいくつかの低次の方程式は

�	� �� >�� 7 *� ��89�

�	� �� >�� 7 � � >���� ��8��

�	� �� >�� 7 � �� >��� >��� ��8"�

と与えられる。 　ただし、�� ��������� 7
��

	�� �	��
��������	����	� ����	�

��� １次の摂動解

*固有値以外の固有値はすべて負の実部を持つので、���での最低次の漸近解の初期値は :���

に属するとする�

>��� 7 ��6 ��� 7������ 7
��
���

������	 � 7��
��� ��8�

このとき、解は定常状態にある；

>����6 ��� 7 �	�����
������ 7
��
���

������	 �� ��8�*�

最低次の不変多様体2�の自然なパラメトリゼイションは積分定数� 7 ����� ��� 	 	 	 � ���で与えら
れている。
初期値を������としたときの１次の方程式 ��8�� の解は、

>����6 ��� 7 �	�����

������ @����� ���������

@�� ����� ������������� ��������� ��8���

"



である。右辺第１項は �空間からはずれた速い運動を含んでいる。しかし、この項は未だ決められて
いない初期値������を次のように選ぶことで消すことができる；

������ 7 ����� ��������� ��8���

������は �空間と独立であり（������� 7 *）、また、�����のみの関数であることを注意しておく。
こうして、１次の摂動解は

>����6 ��� 7 �� ����� ����� � ��8���

と構成できる。このとき、不変多様体は次のものに変更されている；2� 7 ��
� 7����
���� ������

ここまでで近似を止めるとすると、近似解は

>���6 ��� 7�� @ ���� ����� ����� �� ��8���

となる。摂動により、�空間に属する永年項が出現したことに注意。 　この解にくりこみ群方程式
� >�����
���� 7 *をかけると、

G����� 7 ��� �������� ��8� �

が得られる。この方程式は ����についての�次元連立方程式である；

G����� 7 �� >	 ��� ���
����� �� 7 �� �� 	 	 	 ���� ��8�9�

������ � ����なので、����の運動は「ゆっくり」であることが分かる。この����を用いて、大域
的領域で妥当な解は次のように初期値として得られる；

���� 7 >���6 �� 7 �� 7
��
���

�����	 �  ������ ���
���� ��8���

��� ２次まで近似をすすめたとき

� 7 ��での初期値を������としたときの２次の摂動方程式（�8"）の解は

>����6 ��� 7 �	�����

�
������

�
����� ������ ����� ���

��

@����� ������ ����� ���  �� ���
�
�� ������ @����� ���

�

@
�

�
�� ���

��� ��� � ��8�"�

となる。ここで、� と � � の引数は��
��である。初期値は第１項から生じうる速い運動を消す要
請から、

������ 7 ����� ������
���� ��������� ��� � ��8��

と決められる。これは�空間に属している。このことは、不変多様体がさらに� 7��
��@�
��6 � �

��� @ ����と変更されたことを意味する。





こうして、２次の摂動解は

>���6 ��� 7 ������ @ ���� ����� ����� �

@��
�
����� ������ ����� ���  �� ���

�
�� ������ @����� ���

�

@
�

�
�� ���

��� ���

�
� ��8�*�

となる。�空間に属する新たな永年項の発生に注意。くりこみ群方程式 � >�����
���� 7 * は

G����� ���  ������ � G�� @ ��
�
�� ������ @����� ���

�
7 *� ��8���

となる。これに左から射影演算子 �、�を作用させて

G����� ��� @ ���� ������ 7 *� ��8���

������ � G�� @ ������� ��� 7 *� ��8���

を得る。２番目の方程式（�8��）は

������ �� G�� @ ��� � 7 *�

と変形でき、このオーダーで（�8��）と等価であることがわかる。第１の方程式から�について閉じ
た方程式

G�� 7 �� >����  �� ������ �� � 7 �� �� � � � ��� ��8���

が得られる。
大域的領域で妥当な軌道を与える解は初期値として次のように与えられる：

���� 7 ���� 7��
�� @ �
��

7 ��
�� ������ @ �������� ������ ����� ��� �� ��8� �

ただし、���� は ��8���の解である。上式において � と � � の引数はすべて �である、すなわち、
���� 7 �
��8 �は非摂動解の積分定数であったことを注意しておく。
ここで与えた表式 ��8��� �あるいは、その「母」方程式 ��8����および ��8� �は縮約方程式として
普遍的であり、多くの個別の縮約の問題はこれらの方程式に具体的な射影子 �および �を代入する
だけで得られる。

� ボルツマン方程式の流体力学極限

上記の定式化の興味ある応用として、古典流体に対するボルツマン方程式の流体力学極限をくりこ
み群法で求めてみる 
���。

�*



��� ボルツマン方程式に関する基本的事項 ����

ボルツマン方程式 ボルツマン方程式は位相空間 �
���における１体分布関数 ��
��� ��の時間変化
を与える発展方程式であり、次のように書ける：

	�

	�
@ � 	

	�

	

7 �
� �� ��8�9�

ここに、左辺は運動方程式に従う変化を表し、右辺は衝突による変化を与える「衝突積分」で
ある；

�
� � 7

	
���

	
���

	
������� ��
�

� ����

�



��
���� ����
����� �� ��
��� ����
���� ��

�
� ��8���

遷移確率 ��� ��
�
� ����は微視的な運動法則の時間反転不変性のため次の対称性を持つ；

��� ��
�
� ���� 7 ���� ���
� ���� ��8�"�

また、衝突する粒子の入れ替えに対する不変性より、

��� ��
�
� ���� 7 ���� �
�

�
� �

�� 7 ����� �
�
�� ��� ��8��

を得る。最後の等式では ��8�"�を用いた。

保存則とバランス方程式 衝突過程で粒子数、全運動量および運動エネルギーが保存されることよ
り、衝突積分に対して次の恒等式が成り立つ；	

���
� � 7 *�

	
���� 
� � 7 *�

	
�����
� � 7 *� ��8�*�

一般に、�の関数  ���が
	
�� ����
� � 7 *� ��8���

を満たすとき、 ���を「衝突不変量」という。衝突不変量 ���に対し、その密度��と流れ ��

は次のように与えられる；

�� 7

	
�� �����
� �� ��� �� 7

	
��� �����
��� ��� ��8���

このとき、次の連続の式（バランス方程式）が成り立つ；

	��� @� 	 �� 7 *� ��8���

こうして、粒子数、全運動量および運動エネルギーの保存に対する連続の式（バランス方程式）
として形式上 　次の流体方程式が得られる：

	�!@� 	 �!� 7 *� ��8���

	��!"�� @ 		�!"	"�� @ 		�	� 7 *� ��8� �

	��!
"�

�
@ #� @ 	�

�
�!
"�

�
@ #�"� @��

�
@	����	"	� 7 *� ��8�9�

��



ただし、!! ! #! ��	! ��はそれぞれ、以下で定義される、密度、流速、エネルギー密度、圧力
テンソル、熱流束である；

!�
� �� 7 �

	
����
� $��� �� 7 ���
� ��� ��8���

!�
� ���
� �� 7 �

	
�����
� $��� ��� ��8�"�

#�
� �� 7
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�

�

�  
���
��� ��� ��8��

��	�
� �� 7

	
������  "����	  "	���
��� ��� ��8�*�

���
� �� 7

	
��
�

�

�  
����  "����
��� ��� ��8���

ここで「形式上」と言ったのは、未だ分布関数 � の具体的形が求まっている訳ではないからで
ある。ボルツマン方程式は統計力学の方程式なので、内部エネルギーの表式や輸送係数が具体
的に求まらなければ意味がない。

% 定理 % 関数を次のように定義する：

%�
� �� 7

	
�� ��
��� ��� �� ��
��� �� ��� ��8���

平衡状態では、% 関数はエントロピー &の符号を替えたものに等しい。対応する流れを

���
� �� 7

	
�� � ��
��� ��� �� ��
��� �� ��� ��8���

と定義すると次のバランス方程式が成り立つ：

	%

	�
@� 	 �� 7

	
�� �
� � �� �� ��8���

この式は、�� �が衝突不変量のとき、%関数が保存されることを示している。これは、��
��� ��
が後の ��8 ��で与えられる局所平衡分布になるときであることを示すことができる。

��� 流体方程式の導出

��あるいは ��の一般論に対応させるため、�を � � ��と離散化する 
���。そして、��
���� ��の
引数の中 �
� ��と ��を区別し、��を分布関数の添え字として扱う；

��
���� �� 7 ���
� �� � ���
� ����� ��8� �

このとき、ボルツマン方程式は、

	��
	�

7 H�
� ��  � 	
	��
	


� ��8�9�

となる。ここに、

H�
� �� 7
�
	��

�����	
����������  ���	��
� ��� ��8���

��



流体が長波長のゆっくりした運動をしている状態を考え、

�� 	
	��
	


7 ����� 6 
�
 � �� ��8�"�

であるとする。この小ささを形式的に取り入れるため、スケールされた位置座標 �
を次のように導入
しよう；

�
 7 �
�
	

	

7 �

	

	�

� ��8��

このとき、��8�9�は

	��
	�

7 H�
� ��  ��� 	
	��
	�


� ��8 *�

となり、��での摂動論が適用できる形式になる。
解を ����
� �� 7 �

	��
� ��
� �� @ ��

	��
� ��
� �� @ 	 	 	 � と展開しておく。����
� ���を初期値とする � � ��での

摂動解を >����
� �6 ����とする；

>����
� � 7 ��6 ��� 7 ����
� ���� ��8 ��

>����
� �6 ����の摂動展開を

>����
� �6 ��� 7 >�
	��
� ��
� �6 ��� @ � >�

	��
� ��
� �� ��� @ 	 	 	 � ��8 ��

とし、各次数での初期条件を次のように設定する；

>�
	��
� ��
� � 7 ��6 ��� 7 �

	��
� ��
� ���� �' 7 *� �� ������ ��8 ��

*次の方程式は

	 >�
	��
�

	�
7 ��
>�

	��
���� ��8 ��

われわれは ���での漸近的なゆっくりした運動に興味があるので、*次解として定常解

	 >�
	��
�

	�
7 *� ��8  �

を取る。この解は任意の �
に対して、

�H�
>�
	��

��� 7 *� ��8 9�

を満たす方程式の固定点である。また、��8 9�は分布関数 >�
	��
が衝突不変項のみの関数であることを

示している。そのような分布関数は局所平衡分布関数、すなわち、次のマクスウェル分布関数である；
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ここで、局所密度 �! 局所温度 * ! 局所流速 がすべて、任意の初期時間 ��と置座標 �
に依存するが
時間 �には依存しないことを注意しておく。
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�次の摂動方程式は
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と書ける。ここに、�は
�
H� �
>�

	��
�>�

	��
�
�
7

��
	��

	�

	 >�	

���� ��
�
�
	 >�

	��
	 � ��>�

	��
��� ��8 �

によって定義される線形演算子である。適当に内積を定義すると、�は自己共役であり、 つの衝突不
変量、���� �� �

� を *固有ベクトルとし、それ以外の固有値は負であることを示すことができる 
���。
�を Iの *固有値の張る部分空間への射影演算子、� 7 � �と定義する。
��の一般論がそのまま適用できて、
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と求まり、��までの摂動解は
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となる。
ここで近似を止めると、くりこみ群方程式、	>��	��
���� 7 � より、

	>�
	��

	�
@ ��� 	

	>�
	��

	�

7 �� ��89��

が得られる。これは >�
	��
の中の ��
� ��! �
� �� および * �
� ��についての運動方程式、すなわち、流

体方程式を与える。実際、順次�! ��そして�����との内積を取ると ��8���に与えたバランス方程
式としての流体方程式が得られるが、今や、�が具体的に求まっているので、エネルギー密度 #、圧
力テンソル ��	 および熱流束��が次のように具体的に与えられる：
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ここで、第２式において理想気体の状態方程式を使って圧力 � を定義した。� 	��が局所平衡分布な
ので熱流束はない。これらを ��8���に代入すると、この近似では次の、散逸のない流体方程式（オイ
ラー方程式）が得られることになる：
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ただし、このときの分布関数は
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となり、摂動により局所平衡分布からのずれが生まれこれが散逸の効果を表している。
�次の摂動解を求めると散逸効果の入った流体方程式（ナビエ$ストークス方程式）が得られ、粘性
率などの輸送係数が具体的に求められる。実際、２次の摂動方程式は
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と書ける。 　ただし、衝突積分の >�
	��
について �次の項は無視した�� 。��の解がそのまま使えて、

結局くりこみ群方程式は
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となる。 　この第３項は散逸の効果を表している。この項から様々の輸送係数の表式が与えられる。

� おわりに

ここで紹介した系のゆっくりした運動を取り出す方法としてのくりこみ群法は、他の問題にも適用
できる。たとえば、クラマース方程式から断熱的に速い運動を消去して 01�����&���方程式を導く
フォッカー$プランク方程式の縮約の問題、また、ランジュバン方程式からフォッカー$プランク方程
式を導く問題など 
�"�である。また、��/:;階層からボルツマン方程式を導くこともくりこみ群
法でできるはずである。有限温度での場の理論への応用については 
��! �9�を参照。
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