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以下の流れでお話をします

動機
超重力理論と高次元理論

疑問
ゲージ対称性

幾何の拡張

低次元超重力理論
非可換ゲージ化

期待

課題



動 機� �

低次元の超重力理論は、

すべて高次元のストリング理論に帰着されるのか？

を(ただ純粋に)知りたい。� �

Gauged supergravity : 超重力理論に (非)可換ゲージ場が結合した理論
(狭義では R対称性をゲージ化した超重力理論を意味するが、最近はこちらを意味する )



Nucl. Phys. B258 (1985) 46

10D ヘテロティック弦 コンパクト化−−−−−−−→
M6

4D N = 1 超対称カイラルゲージ理論

��� 10D = 4D Minkowski + 6D internal space M6 :

ds210D = ηµν dx
µ dxν

4D

+ gmn(x, y) dy
m dyn

M6

��� 4D N = 1 vacuum :

∃η =

 0
0
0
∗

 on M6 with 0 = δψm = ∇mη + . . .

��� Trivial background on M6 : H3 = 0 = dϕ

��� Anomaly cancellation condition : 0 = Tr
{
R2 ∧R2 − F2 ∧ F2

}

コンパクト空間 M6 = Calabi-Yau 多様体
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Calabi-Yau

Calabi-Yau 多様体 MCY
� �

Ricci平坦な Kähler 多様体

トーションなし

ホロノミー群は SU(3) ⊂ SU(4) ∼ SO(6)

� �

Levi-Civita 接続の共変微分について共変定数な 2形式 (J)と正則 3形式 (Ω)：

dJ = ∇[mJnp] = 0 dΩ = ∇[mΩnpq] = 0

Tetsuji KIMURA : Flux Compactifications and Gauged SUGRA - 5 -



Calabi-Yau compactification in type IIA

NS-NS場の展開： jump

ϕ(x, y) = φ(x)

gmn(x, y) = iva(x) (ωa)mn(y), gmn(x, y) = i zȷ(x)

(
(χȷ)mpqΩ

pq
n

||Ω||2

)
(y)

B2 (x, y) = B2 (x) + ba(x)ωa(y)

ta(x) ≡ ba(x) + iva(x)

R-R場の展開：

C1 (x, y) = A0
1 (x)

C3 (x, y) = Aa
1 (x) ∧ ωa(y) + ξI(x)αI(y)− ξ̃I(x)β

I(y)

コホモロジー 基底 自由度

H(1,1) ωa a = 1, . . . , h(1,1)

H(0) ⊕H(1,1) ωΛ = (1, ωa) Λ = 0, 1, . . . , h(1,1)

H(2,2) ⊕H(6) ω̃Λ = (ω̃a, vol.
|vol.|)

H(2,1) χi i = 1, . . . , h(2,1)

H(3) (αI, β
I) I = 0, 1, . . . , h(2,1)

dωΛ = 0 = dω̃Λ

dαI = 0 = dβI
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フラックスがない場合に良く知られたコンパクト化の一覧
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Calabi-Yau

– S-duality

in hep-th/9801132

「ストリング理論の有効理論」の地図はこれで十分か ? → No!

余分なゼロ質量場が登場 / type II 弦からのゲージ群は基本的に abelian
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SU(3)-structure manifolds

non-CY manifold M6
� �

Ricci 2-form がゼロのまま、トーションを許す

(SU(3)-structure manifold)

dJ ̸= 0 and/or dΩ ̸= 0

� �

CY からのズレ：

dJ =
3

2
Im(W1Ω) +W4 ∧ J +W3 , dΩ = W1J ∧ J +W2 ∧ J +W5 ∧ Ω

W1 , W2 , W3 , W4 , W5 : intrinsic torsion classes

分類 G2/SU(3) cosets
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いろいろやってみた

Heterotic string on SU(3)-structure manifolds

if dH = 0 : smooth M6 with fluxes is reduced to MCY without fluxes

Piljin Yi and TK, hep-th/0605247

Index theorem on torsionful manifolds

relation among


ω − 1

3H (Dirac eq.)

ω −H (SUSY variation)

ω +H (invariant polynomial)

TK, arXiv:0704.2111

Fluxes, α′ corrections and SUSY vacua

hep-th/0605247, arXiv:0810.0937

Intersecting five-branes in heterotic string

S. Mizoguchi and TK, arxiv:0905.2185, arxiv:0912.1334
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Calabi-Yau や

トーションを持つ「多様体」では

せいぜいabelianゲージ相互作用しか

実現しない (type II strings の場合)

Kaluza-Klein ベクトル場 (NSNS-sector 由来) : truncated out (32-SUSY → 8-SUSY)

ベクトル多重項のスカラー場 (NSNS-sector 由来) と

ゲージ場 (RR-sector 由来) はベクトル多重項と相互作用できない

Tetsuji KIMURA : Flux Compactifications and Gauged SUGRA - 10 -

http://www2.yukawa.kyoto-u.ac.jp/~tetsuji/NOTEs/2008/Osaka080805.pdf


疑 問� �

Non-abelianゲージ相互作用を

コンパクト化の機構で実現するには？� �

ヘテロティック弦からnon-abelianゲージ場が登場するなら、

type II弦からもnon-abelianゲージ場が結合する重力理論が登場すべき

(heterotic/type II duality in lower-dimensions)



(I)(I)(I) Calabi-Yau

(II)(II)(II) SU(3)-structure manifolds

(III)(III)(III) ??

(IV),(V),(VI)(IV),(V),(VI)(IV),(V),(VI) ??
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幾何の拡張� �

低次元超重力理論の高次元起源

Generalized Geometry and Doubled Formalism� �



低次元超重力理論の高次元起源

jump 4D N = 8 SUGRA with CSO(p, q, r) gauge symmetry, etc. jump

↓
ストリング理論を“拡張された”幾何でフラックスコンパクト化

(Non)geometric String Backgrounds

全ての超重力理論を導出できる可能性 (?)
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(Non)geometric String Backgrounds とは?

構造群 = 「Diffeo群 (GL(d,R)) ⊂ 双対変換群 (O(d, d), U-双対変換)︸ ︷︷ ︸
↑

弦理論の双対性に起因

」

GL(d,R) ⊂ duality transf.

d次元内部空間 Md

多様体・幾何の拡張
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拡張された幾何� �

N.J. Hitchin

Generalized Geometries and Doubled Formalism

math/0209099 hep-th/0406102

C.M. Hull� �
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An extension of geometrical structure

幾何を記述する「要素」として、計量 gmn 以外の場を組み込む

geometry
associated with
gmn

Conventional geometry (manifold)

O(6) global symmetry

geometry
associated with
gmn, Bmn

Generalized geometry

O(6, 6) T-duality symmetry

geometry
associated with
gmn, Bmn, C(p)

Exceptional generalized geometry

E7(7) U-duality symmetry
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(almost) complex geometry

almost complex structure Jm
n on TM6 s.t.

Jm
n : TM6 −→ TM6

J2 = −16
∃ O(6) invariant metric η, s.t. JTηJ = η

Structure group on TM6 :

ηmn GL(6) 99K O(6)

ηmn , εm1···m6 O(6) 99K SO(6)

ηmn , εm1···m6 , Jmn SO(6) 99K U(3)

ηmn , εm1···m6 , Jmn , Ωmnp U(3) 99K SU(3)

Connection between geometry and physics :

Jmn = ∓2i η†± γmn η± , Ωmnp = −2i η†− γmnp η+
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Generalized (almost complex) geometry

a generalized almost complex structure JΠ
Σ on TM6 ⊕ T ∗M6 s.t.

JΠ
Σ : TM6 ⊕ T ∗M6 −→ TM6 ⊕ T ∗M6

J 2 = −112
∃ O(6, 6) invariant metric L, s.t. J TLJ = L

Structure group on TM6 ⊕ T ∗M6 :

L GL(12) 99K O(6, 6)

J 2 = −112 O(6, 6) 99K U(3, 3)

J1 , J2 U1(3, 3) ∩ U2(3, 3) 99K U(3)× U(3)

integrable J1,2 U(3)× U(3) 99K SU(3)× SU(3)

J±ΠΣ =
⟨
ReΦ±,ΓΠΣReΦ±

⟩
Φ+ =

1

4

6∑
k=0

1

k!
η†+γmk···m1η+γ

m1···mk ∼ e−iJ , Φ− =
1

4

6∑
k=0

1

k!
η†−γmk···m1η+γ

m1···mk ∼ −iΩ
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Exceptional generalized geometry

generalized geoemetry SU(3)× SU(3) を E7(7) 対称性に拡大：

TM6 ⊕ T ∗M6
momentum winding
(GCT) (B2 gauge)

6 6

↓
TM6 ⊕ T ∗M6 ⊕ Λ5T ∗M6 ⊕ Λ5TM6 ⊕ ΛevenT ∗M6

momentum winding NS5 KK5 D0, D2, D4, D6
(GCT) (B2 gauge) (B6 gauge) (GCT of dual vielbein) (C(p), C(8−p) gauges)

6 6 6 6 1 + 15 + 15 + 1

dB6 = ∗10dB2 ; dC(8−p) = ∗10dC(p) (p = 1, 3) in type IIA

6+ 6 = 12 : O(6, 6) の基本表現

6+ 6+ 6+ 6+ (1+ 15+ 15+ 1) = 56 : E7(7) の基本表現

hep-th/0701203, arXiv:0904.2333, arXiv:1007.5509, arXiv:1202.0770, etc. jump
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Doubled formalism: Doubled geometry and double field theory

sigma model

on M6

U ′ = U × T 6

sigma model

on M̂12

Û = U × T 12

sigma model

on M̃6

Ũ = U × T̃ 6

general coord. trsf.

GL(6,Z)× Z
15

general coord. trsf. GL(12,Z)

general coord. trsf.

GL(6,Z)× Z
15

T-duality trsf.

O(6, 6;Z)

doubled/polarised doubled/polarised

generalized geometry とは異なり、geometry 自身を「倍に広げる」：M6 → M̂12
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Sigma model action on a doubled space M̂12 with scalar moduli matrix MIJ :

S =

∫
Σ

1

4
MMN dYM ∧ ∗dYN

MMN =

(
gmn −Bmp g

pqBqn Bmp g
pn

−gmpBqn gmn

)
YM =

(
Y m

Ỹm

)

MMN takes value in coset
O(6, 6)

O(6)×O(6)

▶ O(6, 6) global symmetry by g ∈ O(6, 6) : YM → Y′M = gMNYN

▶ fractional transformation on Mmn = gmn +Bmn:

g =

(
A β

Θ A−T

)
: M →

(
A−TM +Θ

)(
βM +A

)−1


Θ : B場のゲージ変換 B → B +Θ (Θ = dθ)

A : gmn の一般座標変換

β : gmn と Bmn が混ざるL99 T-duality

generalized geometry でも、generalized vector V = (v, ξ)T について

上と同様の変換が内蔵される (v ∈ TM6 , ξ ∈ T ∗M6)

compact spaces M6, M̂12 を開いたものが

double field theory
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低次元超重力理論� �

そもそも、低次元超重力理論はどれだけ構成できるのか？

ungauged SUGRA → gauged SUGRA� �



そもそも低次元超重力理論はどれだけ構成できるのか？

B. de Wit H. Samtleben M. Trigiante and many guys..

Embedding Tensor Formalism from hep-th/0212239

ゲージ対称性 : XM = ΘM
α tα : 大域的対称性

∂µ −→ Dµ = ∂µ − gAM
µ XM

# SUSY 9D 8D 7D 6D 5D 4D 3D

32 arXiv:1105.1760 arXiv:1110.2886 hep-th/0506237 arXiv:0712.4277 hep-th/0412173 arXiv:0705.2101 hep-th/0103032

16 hep-th/0602024 arXiv:0806.2584

8 arXiv:1107.3305 (arXiv:0807.2841)
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Embedding tensor formalism

スカラー場が住む空間の isometry group G の部分群 G0 を使って

理論に元々内蔵されているベクトル場 AM
µ を非可換ゲージ場に格上げ：

(ゲージ対称性 G0) XM = ΘM
α tα (大域的対称性 G)

[XM , XN ] = −TMN
PXP (TMN

P ≡ ΘM
α(tα)N

P )

δAM
µ = ∂µΛ

M+gAP
µ TPQ

M ΛQ ≡ DµΛ
M

full covariance を実現するためにテンソル補助場を導入：

Fµν ≡ −g−1[Dµ, Dν]
M = ∂µA

M
ν − ∂νA

M
µ + gT[NP ]

MAN
µ A

P
ν

δFM
µν = gΛPTNP

MFM
µν − 2g T(PQ)

MAP
[µδA

Q
ν] not covariant!

↓↓↓

δAM
µ = DµΛ

M−gT(PQ)
MΞ

(PQ)
µ , HM

µν ≡ Fµν
M + gT(PQ)

MB
(PQ)
µν
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期 待� �

Embedding tensor ΘM
α が

Exceptional generalized geometry の E7(7) の表現を適切に分解する

ê Flux compactifications の (non)geometric fluxes と一致する (?)

ê Non-abelianity の幾何学起源を教えてくれる (!?)

�� Heterotic string compactifications との双対の理解が進む� �

真空解やブラックホール解などの分類に対して多方面から解析する手段を与える



(I)(I)(I) Calabi-Yau

(II)(II)(II) SU(3)-structure manifolds / generalized geometries

(III)(III)(III) doubled formalism / exceptional generalized geometries

(IV),(V),(VI)(IV),(V),(VI)(IV),(V),(VI) embedding tensor formalism
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課 題� �

大きな課題「non-abelianity の幾何学起源を追究」するためのデータ収集

まず、実際に計算できるものは？
� �



取り組んでいる課題

フラックスコンパクト化で登場する超重力理論の非自明な解を模索

漸近的にAdSな時空におけるブラックホール解 arXiv:1108.1113, arXiv:1203.1544

FΛ
2 = dAΛ

1 +mΛB2

Embedding tensor formalism におけるテンソル補助場の役割

electric frame から magnetic frame に双対変換すると

補助場から力学的場になる (？) (work in progress??)

B
(PQ)
µν

arXiv:1107.3305

in

{
vector multiplets → vector-tensor multiplets? hep-th/9710212

hypermultiplets → hyper-tensor multiplets? hep-th/0606148
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AdSブラックホール� �

in 4D N = 2 gauged SUGRA with B-field

from massive type IIA on a nearly-Kähler coset
TK, arXiv:1108.1113, arXiv:1203.1544� �

http://arxiv.org/abs/1108.1113
http://arxiv.org/abs/1203.1544


AdSブラックホール

Reissner-Nordström AdS ブラックホール解を考えたい

理由 • フラックスコンパクト化での重力解の理解

• ハイパー多重項がある N = 2 gauged SUGRA の探索

• 「AdS/CMT対応」の設定を小耳に挟む：'

&

$

%

荷電粒子が AdS ブラックホールに落ちていく過程をみる

Einstein + Λc.c. + Maxwell + charged matters

これをストリング理論の枠内で見ることはできるのか？
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AdSブラックホール

設定を超重力理論に埋め込むときの障害

• 宇宙項 vs 物質場 vs 超対称性 (4D)

物質場がある系で負の宇宙「定数」をそのまま超対称作用積分に導入することはできない

• 宇宙項 vs コンパクト化 (10D)

負の宇宙項を持つ真空解を与えるには Romans’ massが 必要 (type IIA)

• Maxwell場 vs フラックス (4D)

field strength は Romans’ mass のために変形

AdS/CMT の起源を type IIAストリング理論に求めないならば、
上記の障害は気にならない (?)
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a nearly-Kähler coset G2/SU(3)

D. Cassani and A.K. Kashani-Poor [arXiv:0901.4251]

��� NSNS-sector : torsion and H-flux

��� RR-sector : 2-, 4-form and Romans’ mass (0-form)

jump

dJ =
3

2
Im(W1Ω) , dΩ = W1 J ∧ J

dωΛ = eΛα , dα = 0 , dβ = eΛ ω̃
Λ , dω̃Λ = 0

eΛm
Λ
R = 0

jump

��� 1 vector multiplet with cubic prepotential F =
X1X1X1

X0

��� 1 universal hypermultiplet (no other HMs) → hyper-tensor multiplet
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4D supersymmetric multiplets

4D multiplets from NSNS from RR fermions

supergravity multiplet gµν A0
µ ψi

µ

1 vector multiplet t A1
µ λi

1 hyper-tensor multiplet φ, Bµν ξ, ξ̃ ζα

A0
µ : from RR one-form C1

t : from complexified “Kähler” modulus t = X1/X0 = b+ iv

A1
µ : from RR three-form C3

ξ, ξ̃ : from RR three-form C3

jump

FΛ
2 = dAΛ

1 +mΛ
RB2：Stückelberg-type deformation
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真空

in arXiv:0901.4251

in arXiv:0901.4251

jump ひとつの N = 1 AdS 真空 と ふたつのN = 0 AdS 真空 jump

ΛN=0
c.c. < ΛN=1

c.c. < ΛN=0
c.c.

[NOTE] type IIA 弦理論から 4D N = 1 AdS vacua を導出するには Romans’ mass が必要

D. Lüst and D. Tsimpis, hep-th/0412250
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RN-AdS ブラックホール計量での場の配位

Reissner-Nordström AdS ブラックホールの下、物質場の配位を調べる：'

&

$

%

ds2 = −e2A(r)dt2 + e−2A(r)dr2 + r2dΩ2

e2A(r) = 1− 2η

r
+
Z2

r2
+
r2

ℓ2
, Z2 = Q2 + P 2 , Λc.c. = − 3

ℓ2

vector fields AΛ
µ の電荷・磁荷： pΛ =

∫
FΛ
2 , qΛ =

∫
F̃2Λ

↓
FΛ
θϕ ≡ fΛ(θ, ϕ) sin θ , FΛ

tr ≡ e−2C(r)

r2
gΛ(θ, ϕ)

時間依存性がない解を探そうとすると、

AΛ
µ , Bµν, gµν の運動方程式から「すべての場の共変定数性」が示される：

0 = ∂µt = ∂µφ = Dµξ = Dµξ̃ = ∂[µBνρ] = FΛ
µν
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RN-AdS ブラックホール計量での場の配位

結果

Massive type IIA on G2/SU(3) から得られる

4D N = 2 gauged SUGRA with B-field は、

Reissner-Nordström AdS ブラックホール解を持ち得ない (Z2 = 0 に退化)。

ブラックホール質量・電荷・宇宙項などをコンパクト化の情報で記述するために、
もう少し非自明なブラックホール解を考える必要がある？

(そろそろ違うテーマをやりたい...)
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おわりに



おわりに

以下の流れでお話をしました

動機
超重力理論の高次元起源

疑問
type II弦と non-abelian gauge symmetries

幾何の拡張
generalized geometry, doubled formalism

低次元超重力理論
embedding tensor formalism によるゲージ化

期待
embedding tensor がコンパクト化で果たす役割

課題
例) AdS-BH解, embedding tensor とテンソル補助場
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身につけるべき技術

Embedding tensor formalism in 4D local N = 2 [arXiv:1107.3305] は

具体的記述 Conformal supergravity with


off-shell Weyl multiplet

off-shell vector multiplets

on-shell hypermultiplets 具体的記述

で記述されている (他は Poincaré supergravity)

勉強ノートは適宜更新中
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身につけるべき技術

Lie群の表現の分解や積 は、計算機プログラム

LiE: a computer algebra package for Lie group computations

http://www-math.univ-poitiers.fr/~maavl/LiE/

が使われているが、自分には敷居が高い (どうやって使うの?)

cf. R. Slansky, Phys. Rept. 79 (1981) 1

E7(7)

56× 133 = 56+ 912+ 6480

(912× 912)S = 133+ 8645+ 1463+ 152152+ 253935

56× 912 = 133+ 8645+ 1539+ 40755

E7(7) → SU(8)

56 = 28+ 28

133 = 63+ 70

912 = 36+ 420 + 36+ 420

8645 = 64+ 378+ 378+ 945+ 945+ 2352+ 3584

E7(7) → SL(2)× SO(6, 6)

56 = (2,12) + (1,32)

133 = (1,66) + (3,1) + (2,32′)

912 = (2,220) + (2,12) + (1,352′) + (3,32)

8645 = (1,66) + (1,2079) + (3,66) + (3,495) + (3,1) + (4,462′) + (2,32) + (2,352) + (2,1728′) + (4,32′)
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Appendix� �

Type IIA on CY

Intrinsic torsion

Flux charges

4D N = 2 gauged SUGRA

Coset spaces

Gauged SUGRA from type IIA on G2/SU(3)

Duality groups

CSO(p, q, r)

Truncation from N = 8 to N = 4, 2, 1

4D N = 2 gauged conformal SUGRA

これまでの関連する仕事� �



4D N = 2 SUGRA from type IIA on Calabi-Yau

10D type IIA action S
(10D)
IIA = SNS + SR + SCS:

SNS =
1

2

∫
e−2ϕ

{
R̂ ∗ 1+ 4dϕ ∧ ∗dϕ− 1

2
Ĥ3 ∧ ∗Ĥ3

}
SR + SCS = −1

4

∫ {
F̂2 ∧ ∗F̂2 +

(
F̂4 − Ĉ1 ∧ F̂3

)
∧ ∗
(
F̂4 − Ĉ1 ∧ F̂3

)}
− 1

4

∫
B̂2 ∧ F̂4 ∧ F̂4

↓↓↓
4D N = 2 ungauged SUGRA: Neither gauge couplings, Nor scalar potential

S(4D) =

∫ {1
2
R ∗ 1−Gab dt

a ∧ ∗dtb − huv dq
u ∧ ∗dqv + 1

2
ImNΛΣF

Λ
2 ∧ ∗FΣ

2 +
1

2
ReNΛΣF

Λ
2 ∧ FΣ

2

}
gravitational multiplet gµν , A

0
1

vector multiplet (VM) Aa
1 , t

a , tb ta ∈ SKGV

hypermultiplet (HM) zi , zȷ , ξi , ξ̃j zi ∈ SKGH

universal hypermultiplet (UHM) φ , a , ξ0 , ξ̃0 a↔ B2 (Hodge dual)

App.top

HM = Special QG� �
{qu}

4nH + 4
= {zi, zȷ}

2nH(SKGH)
+ {ξi, ξ̃j}

2nH

+ {φ, a, ξ0, ξ̃0}
4 (UHM)

= {zi, zȷ}
SKGH

+ {φ}+ {a, ξI, ξ̃J}
“Heisenberg”� �App.top
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Intrinsic torsion classes of SU(3)-structure manifolds

dJ =
3

2
Im(W1Ω) +W4 ∧ J +W3 , dΩ = W1J ∧ J +W2 ∧ J +W5 ∧ Ω

jump App.top

complex

hermitian W1 = W2 = 0

balanced W1 = W2 = W4 = 0

special hermitian W1 = W2 = W4 = W5 = 0

Kähler W1 = W2 = W3 = W4 = 0

Calabi-Yau W1 = W2 = W3 = W4 = W5 = 0

conformally CY W1 = W2 = W3 = 3W4 + 2W5 = 0

almost complex

symplectic W1 = W3 = W4 = 0

nearly Kähler W2 = W3 = W4 = W5 = 0

almost Kähler W1 = W3 = W4 = W5 = 0

quasi Kähler W3 = W4 = W5 = 0

semi Kähler W4 = W5 = 0

half-flat ImW1 = ImW2 = W4 = W5 = 0
jump App.top
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Flux charges in type IIA

閉形式でない (dJ,dΩ) を、基底形式の外微分の性質に翻訳する：

�
�

�
NS-NS

d

(
βI

αI

)
Σ−

∼

(
eΛ

I mΛI

eΛI mΛ
I

)
QT

(
ω̃Λ

ωΛ

)
Σ+

e0
I, e0I: H-flux charges (Hfl = −e0IαI + e0Iβ

I)

ea
I, eaI: geometric flux charges (トーション)

mΛI,mΛ
I: nongeometric flux charges (eΛ

I, eΛI の“磁気的”双対)

�
�

�
R-R

F̂ ≡ F̂0 + F̂2 + . . .+ F̂10 ≡ eB̂Ĝ (自己双対条件 F̂ = λ(∗F̂) , λ(F̂(k)) ≡ (−)[
k+1
2 ]F̂(k))

1√
2
Ĝ = (GΛ

0 +GΛ
2 +GΛ

4 )ωΛ − (G̃0Λ + G̃2Λ + G̃4Λ) ω̃
Λ

+(GI
1 +GI

3 )αI − (G̃1I + G̃3I)β
I

GΛ
0 ≡ pΛ , G̃0Λ ≡ qΛ − ξIeΛI + ξ̃IeΛ

I

App.top c ≡ (pΛ, qΛ)
T: R-R flux charges (p0: Romans’ mass) App.top
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Geometric flux compactification in type IIA

10D type IIA action S
(10D)
IIA = SNS + S̃R = SNS + SR + SCS: (democratic form)

SNS =
1

2

∫
e−2ϕ

{
R̂ ∗ 1+ 4dϕ ∧ ∗dϕ− 1

2
Ĥ3 ∧ ∗Ĥ3

}
, S̃R = −1

8

∫ [
F̂ ∧ ∗F̂

]
10

with “constraint F̂ = λ(∗F̂)” and “EoM (Bianchi) (d + Ĥ∧) ∗ F̂ = 0 ⇔ (d− Ĥ∧)F̂ = 0”

non-CY with SU(3)-structure with mΛ
R = 0 ↓↓↓ non-CY with SU(3)-structure with mΛ

R = 0

4D N = 2 abelian gauged SUGRA (with ξIII ≡ (ξI, ξ̃I)
T):

S(4D) =

∫
d4x

√
−g
[
1

2
R+

1

4
ImNΛΣF

Λ
µνF

Σµν − ϵµνρσ

8
√
−g

ReNΛΣF
Λ
µνF

Σ
ρσ − gab ∂µt

a∂µtb − giȷ ∂µz
i∂µzȷ

−∂µφ∂µφ+
e2φ

2
(MH)IIIJJJDµξ

IIIDµξJJJ − e2φ

4

(
Dµa− ξIII(CH)IIIJJJDµξ

JJJ
)2 − V (t, t, q)

]
'

&

$

%

• (eΛ
I, eΛI) : geometric flux charges & eRΛ : RR-flux charges ←− non-CY data

(with constraints eΛ
IeΣI − eΛIeΣ

I = 0)

• ta ∈ SKGV and zi ∈ SKGH ⊂ HM are ungauged (in general)

• Dµξ
I = ∂µξ

I − eΛ
IAΛ

µ & Dµξ̃I = ∂µξ̃I − eΛIA
Λ
µ

• Dµa = ∂µa− (2eRΛ − ξIeΛI + ξ̃IeΛ
I)AΛ

µ

• V (t, t, q): scalar potential D. Cassani, arXiv:0804.0595
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Generic form of 4D N = 2 gauged SUGRA with B-field

Non-vanishing mΛ
R dualizes the axion field a in standard SUGRA to B-field.

4D gauged action is different from the standard one:

S(4D) =

∫ [
1

2
R(∗1) + 1

2
ImNΛΣF

Λ
2 ∧ ∗FΣ

2 +
1

2
ReNΛΣF

Λ
2 ∧ FΣ

2 − gab dt
a ∧ ∗dtb − giȷ dz

i ∧ ∗dzȷ

−dφ ∧ ∗dφ− e−4φ

4
H3 ∧ ∗H3 −

e2φ

2
(MH)IIIJJJDξ

III ∧ ∗DξJJJ − V (∗1)

+
1

2
dB ∧

[
ξIII(CH)IIIJJJDξ

JJJ +
(
2eRΛ − ξIeΛI + ξ̃IeΛ

I
)
AΛ

1

]
− 1

2
mΛ

ReRΛB2 ∧B2

]

Constraints among flux charges:

eΛ
IeΣI − eΛIeΣ

I = 0, mΛ
ReΛ

I = 0 = mΛ
ReΛI
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Scalar potential

Scalar potential from (non)geometric flux compactifications:

V = g2
[
4huvk

ukv +
3∑

x=1

(
gabDaPxDbPx − 3|Px|2

)]
= . . . ≡ VNS + VR (abelian: kaΛ = 0)

VNS = gabDaP+DbP+ + giȷDiP+DȷP+ − 2|P+|2

= −2 g2e2φ
[
ΠT

H Q̃
TMV Q̃ΠH +ΠT

V QMHQ
TΠV + 4ΠT

H CT
H Q

T
(
ΠVΠ

T
V +ΠVΠ

T
V

)
QCHΠH

]
VR = gabDaP3DbP3 + |P3|2

= −1

2
g2e4φ

(
eRΛ − eΛIξ

I + eΛ
I ξ̃I
)
(ImN )−1|ΛΣ

(
eRΣ − eΣIξ

I + eΣ
I ξ̃I
)

'

&

$

%

ΠV = eKV/2(XΛ,FΛ)
T

ta = Xa/X0

a = 1, . . . , nV

SKGV of vector-moduli

P+ ≡ P1 + iP2 = 2eφΠT
V QCHΠH

P− ≡ P1 − iP2 = 2eφΠT
V QCHΠH

P3 = e2φΠT
V CV(cR + Q̃ξ)

'

&

$

%

ΠH = eKH/2(ZI,GI)
T

zi = Zi/Z0

i = 1, . . . , nH

SKGH of hyper-moduli

CV,H =

(
0 1

−1 0

)
; Q =

(
eΛ

I eΛI

mΛI mΛ
I

)
, Q̃ = CT

H QCV cR =

(
mΛ

R

eRΛ

)

Cassani et.al., arXiv:0804.0595, arXiv:0911.2708 App.top

Tetsuji KIMURA : Flux Compactifications and Gauged SUGRA - 49 -

http://arxiv.org/abs/0804.0595
http://arxiv.org/abs/0911.2708


Coset spaces with SU(3)-structure

D. Cassani and A.K. Kashani-Poor, arXiv:0901.4251 jump App.top

M6

G2

SU(3)
= S6 Sp(2)

S(U(2)× U(1))
= CP 3 SU(3)

U(1)× U(1)
= F(1, 2; 3)

SM = SKGV

SU(1, 1)

U(1)
: t3

(SU(1, 1)

U(1)

)2
: st2

(SU(1, 1)

U(1)

)3
: stu

HM = SQG
SU(2, 1)

U(2)
: UHM

SU(2, 1)

U(2)
: UHM

SU(2, 1)

U(2)
: UHM

SKGH ⊂ HM — — —

matters 1 VM + 1 UHM 2 VM + 1 UHM 3 VM + 1 UHM

Each SKGV has a cubic prepotential: F =
1

3!
dabc

XaXbXc

X0

nilmanifolds and solvmanifolds: M. Graña, R. Minasian, M. Petrini and A. Tomasiello, hep-th/0609124

coset spaces with SU(3)- or SU(2)-structure: P. Koerber, D. Lüst and D. Tsimpis, arXiv:0804.0614

a pair of SU(3)-structures with (mΛI,mΛ
I): D. Gaiotto and A. Tomasiello, arXiv:0904.3959
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4D N = 2 gauged SUGRA from type IIA on G2/SU(3)

10D type IIA on
G2

SU(3)
with fluxes

↓↓↓
4D N = 2 abelian gauged SUGRA with B-field (Λ = 0, 1 and ξ000 ≡ (ξ0, ξ̃0)

T)

S =

∫ [
1

2
R (∗1) +

1

2
µΛΣF

Λ ∧ ∗FΣ +
1

2
νΛΣF

Λ ∧ FΣ − gtt dt ∧ ∗dt

− dφ ∧ ∗dφ − e−4φ

4
dB ∧ ∗dB − e2φ

2

(
Dξ0 ∧ ∗Dξ0 + Dξ̃0 ∧ ∗Dξ̃0

)
+ dB ∧ ξ0 dξ̃0

+ dB ∧
(
eRΛ − eΛ0 ξ

0
)
AΛ − 1

2
mΛ

R eRΛB ∧B − V (∗1)
]

'

&

$

%

• gµν, t, Bµν, φ; (eΛ
0, eΛ0) : NS-NS sector

Precise data on
G2

SU(3)
:

e10 ̸= 0, m0
R ̸= 0, eR0 ̸= 0

eΛ
0 = 0 = e00

m1
R = 0 = eR1

• AΛ
µ , ξ

0, ξ̃0; (m
Λ
R , eRΛ) : R-R sector

• GM : (gµν, A
0
µ), VM : (Aa

µ, t), UHM → TM : (φ,Bµν, ξ
0, ξ̃0)

• Dξ0 = dξ0 − eΛ
0AΛ

1 , Dξ̃0 = dξ̃0 − eΛ0A
Λ
1

• FΣ
2 = dAΣ

1 +mΣ
RB2

• V (t, φ, ξ0) = VNS(t, φ) + VR(t, φ, ξ
0)

µΛΣ ≡ ImNΛΣ, νΛΣ ≡ ReNΛΣ D. Cassani, arXiv:0804.0595
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Equations of motion

Rµν − 1

2
Rgµν =

1

4
gµν µΛΣF

Λ
ρσF

Σρσ − µΛΣF
Λ
µρF

Σ
νσ g

ρσ − gµν gtt∂ρt∂
ρt+ 2gtt ∂µt∂νt

(δgµν)−gµν ∂ρφ∂ρφ+ 2∂µφ∂νφ− e−4φ

24
gµνHρσλH

ρσλ +
e−4φ

4
HµρσHν

ρσ

−e2φ

2
gµν

(
Dρξ

0Dρξ0 +Dρξ̃0D
ρξ̃0

)
+ e2φ

(
Dµξ

0Dνξ
0 +Dµξ̃0Dν ξ̃0

)
− gµνV ,

0 =
1√
−g

∂µ

(√
−g µΛΣF

Σµσ
)
− ϵµνρσ

2
√
−g

∂µ

(
νΛΣF

Σ
νρ

)
+
ϵµνρσ

2
√
−g

∂µBνρ(eRΛ − ξ0eΛ0)− e2φQΛ000D
σξ000 , (δAΛ

µ)

0 =
1√
−g

∂µ

(√
−g gtt gµν∂νt

)
+

1

4
∂t(µΛΣ)F

Λ
µνF

Σµν − ϵµνρσ

8
√
−g

∂t(νΛΣ)F
Λ
µνF

Σ
ρσ − ∂tgtt ∂µt∂

µt− ∂tV , (δt)

0 =
2√
−g

∂µ

(√
−g gµν∂νφ

)
+

e4φ

6
HµνρH

µνρ − e2φ
(
Dµξ

0Dµξ0 +Dµξ̃0D
µξ̃0

)
− ∂φV , (δφ)

0 =
1√
−g

∂µ

(
e−4φ√−gHµρσ

)
+
ϵµνρσ√
−g

[
Dµξ

000(CH)000000Dνξ
000 + (eRΛ − ξ0eΛ0)F

Λ
µν

]
(δBµν)

+2mΛ
RµΛΣF

Σρσ − ϵµνρσ√
−g

mΛ
RνΛΣF

Σ
µν ,

0 = − 2√
−g

∂µ

(√
−g e2φgµνDνξ

000
)
+
∂V

∂ξ000
− ϵµνρσ

2
√
−g

∂µBνρDσξ
000(CH)000000 . (δξ000)
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(Non)-SUSY AdS vacua

Vacuum I : N = 1� �
t∗ = −±1 + i

√
15

2

[
3

5 (e10)2

∣∣∣∣ eR0m0
R

∣∣∣∣]1/3 , ξ0∗ = −2

5

[
2
√
3m0

R(eR0)
2

5 e10

]1/3
, exp(φ∗) =

4

3

[ √
5 e10√

3m0
R(eR0)

2

]1/3
V∗ = −5

√
5

2

[
5 (e10)

4

2
√
3 |m0

R(eR0)
5|

]1/3
≡ ΛI

c.c. < 0

� �
Vacuum II : N = 0� �

t∗ =
(
± 1− i

√
3
) [ 3

5 (e10)2

∣∣∣∣eR0m0
R

∣∣∣∣]1/3 , ξ0∗ =

[
9m0

R(eR0)
2

25 e10

]1/3
, exp(φ∗) =

2

3

[
25 e10√

3m0
R(eR0)

2

]1/3
V∗ = −80

27

[
25 (e10)

4

√
3 |m0

R(eR0)
5|

]1/3
≡ ΛII

c.c. < 0

� �
Vacuum III : N = 0� �

t∗ = −i

[
12√

5 (e10)2

∣∣∣∣ eR0m0
R

∣∣∣∣]1/3 , ξ0∗ = 0 , exp(φ∗) =
√
5

[
5 e10

18m0
R(eR0)

2

]1/3
V∗ = −25

√
5

6

[
5 (e10)

4

18 |m0
R(eR0)

5|

]1/3
≡ ΛIII

c.c. < 0

� �
Note: m0

R > 0 ; ξ̃0 is not fixed ; ΛII
c.c. < ΛI

c.c. < ΛIII
c.c. arXiv:0901.4251 jump App.top
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Duality groups

scalar field space : M = G/H

maximal SUGRA half-maximal SUGRA

D
G H G H

9 GL(2) SO(2) GL(1)× SO(1, 1 + n) SO(1 + n)

8 SL(2)× SL(3) SO(2)× SO(3) GL(1)× SO(2, 2 + n) SO(2)× SO(2 + n)

7 SL(5) SO(5) GL(1)× SO(3, 3 + n) SO(3)× SO(3 + n)

6 SO(5, 5) SO(5)× SO(5) GL(1)× SO(4, 4 + n) SO(4)× SO(4 + n)

5 E6(6) USp(8) GL(1)× SO(5, 5 + n) SO(5)× SO(5 + n)

4 E7(7) SU(8) SL(2)× SO(6, 6 + n) SO(6)× SO(6 + n)

U-duality S-duality× T-duality

see, for instance, arXiv:0808.4076 App.top
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CSO(p, q, r)

Left-invariant one-form E = g−1dg with g ∈ G：

dE = −E ∧ E
or

dEA = −1

2
fBC

AEB ∧ EC with E = EATA , [TA, TB] = fAB
C TC

This is written as

dEAB ≡ θCDE
AC ∧ EDB with EAB = EC(TC)

AB

θCD = diag.(+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r

)

CSO(p, q, 0) = SO(p, q)

CSO(p, q, 1) = ISO(p, q)

etc. CSO(p, q, r) = SO(p, q)⋉R(p+q)r etc.

jump App.top

This terminology is intended by C.M. Hull, Phys. Lett. B148 (1984) 297
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Truncations from N = 8 to N = 4, 2, 1

N = 8 :
E7(7)

SU(8)

vectors 56

scalars 133

emb tens 912

→→→

N = 2 :
(
SL(2)

SO(2)

)
T

×
G2(2)

SO(4)

vectors (4, 1)

scalars (3, 1) + (1, 14)

emb tens (2, 1) + (4, 14) + (2, 7)

→→→

N = 2 :
(
SL(2)

SO(2)

)
T

× SU(2, 1)

SU(2)× U(1)U

vectors (4, 1)

scalars (3, 1) + (1, 8)

emb tens (2, 1) + (4, 8) + (2, 1)

↓↓↓ ↓↓↓ ↓↓↓
N = 4 :

(
SL(2)

SO(2)

)
S

× SO(6, 6)

SO(6)× SO(6)

vectors (2, 12)

scalars (3, 1) + (1, 66)

emb tens (2, 12) + (2, 220)

→→→
N = 1 :

∏
Φ=S,T,U

(
SL(2)

SO(2)

)
Φ

vectors —

scalars (3, 1, 1) + (1, 3, 1) + (1, 1, 3)

emb tens (2, 2, 2) + (2, 4, 4)

→→→

N = 1 :
∏

Φ=S,T

(
SL(2)

SO(2)

)
Φ

× RU

vectors —

scalars (1, 1) + (3, 1) + (1, 3)

emb tens (2, 4) + (2, 4)

Starting from gauged maximal supergravity, one can move step by step downwards or towards the right by

performing group-theoretical truncations.

The labels S, T and U are introduced in order to keep track of the different group factors along the

truncations. G. Dibitetto, A. Guarino and D. Roest, arXiv:1202.0770
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4D N = 2 conformal gauged supergravity

L = L
(1)
kin + L

(2)
kin + Laux + Lconf + LH,conf + Ltop + Lg + Lg2

e−1L
(1)
kin = −iΩMNDµX

MDµXN + i
4ΩMN

[
ΩiM /DΩN

i − ΩM
i /DΩiN

]
− i

2ΩMN

[
ψi
µ /DXMγµΩN

i − ψµi /DXMγµΩiN
]

e−1L
(2)
kin = i

4

[
FΛΣH−Λ

µν H−µνΣ − FΛΣH+Λ
µν H+µνΣ

]
+
[
O−

µνΛH−µνΛ −NΛΣO−
µνΛO

−µν
Σ + (h.c.)

]
e−1Laux = 1

8N
ΛΣ
[
NΛΓY

Γ
ij +

i
2

(
FΛΓΠΩ

Γ
i Ω

Π
j − FΛΓΠΩ

kΓΩlΠεikεjl
)][

NΣΞY
ijΞ − i

2

(
FΣΞ∆Ω

iΞΩj∆ − FΣΞ∆Ω
Ξ
mΩ∆

n ε
imεjn

)]
e−1Lconf = 1

6K
[
R+

(
e−1εµνρσψi

µγνDρψσi − ψi
µψ

j
νT

µν
ij + (h.c.)

)]
−K

[
D + 1

2ψ
i
µγ

µχi +
1
2ψµiγ

µχi
]

−
[
KΛ

(
1
4e

−1εµνρσψµiγνψ
i
ρDσX

Λ + 1
48ψµiγ

µγρσΩ
Λ
j T

ρσij
)
+ (h.c.)

]
−
[
KΛ

(
1
3Ω

Λ
i γ

µνDµψ
i
ν − ΩΛ

i χ
i
)
+ (h.c.)

]
e−1LH,conf = 1

6χ
[
R+

(
e−1εµνρσψi

µγνDρψσi − 1
4ψ

i
µψ

j
νT

µν
ij + (h.c.)

)]
+ 1

2χ
[
D + 1

2ψ
i
µγ

µχi +
1
2ψµiγ

µχi
]

−1
2GαβDµAi

βDµAiα −Gαβ

(
ζα /Dζβ + ζβ /Dζα

)
− 1

4Wαβγδ ζ
αγµζ

β ζγγµζδ − χA

[
γAiα

(
2
3ζ

αγµνDµψ
i
ν + ζαχi − 1

6ζ
αγµψνiT

µνij
)
+ (h.c.)

]
+
[

1
16Ωαβζ

αγµνTµνijε
ijζβ − 1

2ζ
αγµγνψµi

(
ψi
νGαβζ

β + εijΩαβψνjζ
β
)
+Gαβζ

βγµ /DAiαψµi − 1
4e

−1εµνρσGαβψ
i
µγνψρjAi

βDσA
jα + (h.c.)

]
e−1Ltop = i

8ge
−1εµνρσ

(
ΘΛaBµνa +ΘΛmBµνm

)(
2∂ρWσΛ + gTMNΛW

M
ρ WN

σ − 1
4gΘΛ

bBρσb − 1
4gΘΛ

nBρσn

)
+ i

3ge
−1εµνρσTMNΛW

M
µ WN

ν

(
∂ρW

Λ
σ + 1

4gTPQ
ΛWP

ρ W
Q
σ

)
+ i

6ge
−1εµνρσTMN

ΛWM
µ WN

ν

(
∂ρWσΛ + 1

4gTPQΛW
P
ρ W

Q
σ

)
e−1Lg = −1

2g
[
iΩMQTPN

QεijXNΩM
i

(
ΩP

j + γµψµjX
P
)
+ (h.c.)

]
+ 2g

[
kAMγ

A
iαε

ijζα
(
ΩM

j + γµψµjX
M
)
+ (h.c.)

]
+ g
[
µij

Mψµi

(
γµΩM

j + γµνψνjX
M
)
+ (h.c.)

]
+2g

[
XMTM

γ
αΩβγζ

αζβ +XMTM
γ
αΩβγζ

αζβ
]
− 1

4g
[
FΛΣΓµ

ijΛΩΣ
i Ω

Γ
j + FΛΣΓµij

ΛΩiΣΩjΓ
]
+ gY ijΛ

[
µijΛ + 1

2(FΛΣ + FΛΣ)µij
Σ
]

e−1Lg2 = ig2ΩMN

(
TPQ

MXPXQ
)(
TRS

NXRXS
)
− 2g2kAMk

B
NgABX

MXN − 1
2g

2NΛΣ µij
Λ µijΣ

B. de Wit and M. van Zalk, arXiv:1107.3305 jump App.top
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これまでの関連する仕事

ヘテロティック弦におけるフラックスコンパクト化と真空構造

torsionful manifolds : hep-th/0605247

index theorem with torsion : arXiv:0704.2111

intersecting five-branes : arXiv:0905.2185, arXiv:0912.1334

type II弦における一般化された幾何学を用いたコンパクト化と真空構造

doubled geometries, generalized geometries :

arXiv:0806.1783, arXiv:0810.0937, arXiv:1203.5499

フラックスコンパクト化とAdS極限ブラックホール解

gauged SUGRA via flux compactifications :

arXiv:1005.4607, arXiv:1108.1113, arXiv:1203.1544
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