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古典電気力學の基礎について I:
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樹秀湯

r.     京都帝園大學理撃部物理學数室

(昭和 19年 1月講演,19年 4月 17日受理)

r§ i.緒  言

古典電気力學によれば,物質中の電磁場は電場 F,

電気攣位 ρ,磁場 夏 及び磁気感應βによつて記述

される。Eと D,Iと βの間の関係は物質の種類
及び状態によつて異なる。それ等と電荷密度ρ及び電

、      流密度 rとの間にはよく知られた MaxweIIの場方
程式           '

cu」力=―÷響,
di,β =0,

が成立する。

所で 一方 LOrentzの古典電子論によオLlゴ,1)媒質

撃:当咆謂L渕凩巫「嗽1「冥馨
度σ電流密度 Jの亘醜的な不均債であると考へられる。

C:鐵堪
こ
pili∫

]『]11[:ll」子[縁温£ht

と見徹し得る程小さいが原子の牛径に比しては非常に

大きいものとする。同様にして磁気感應 Bは微頑的
磁場 λの不均値
1  .=    β=層 ・̈ ¨̈ .....・・・̈ “̈̈・・̈・・・"・ (̈3)
で定義される。更に     '

P=÷そb―F), ″=÷ (コー″)(4)
で定義される電気偏極 P及 び磁気偏極 ″rは,微祀
的な電荷及び電流の分布から        、
P=NF,    ″ =Ⅳ涌・…………………(5)

なる関係によつて導き出されるものとする。 但し Ⅳ
・ は単位證積中の分子の数で,

p=∫∫∫げαち 滉=券∫∫∫レ′
'υ

……(6)
で,積分は物質を構成する個々の分子に就て行お、。す
ると微虚的な電荷密度 σ及び電流密度 ′の不均値は

:]三

if″

+孝 }…
∴……④

ち、二なることが證明される。その際電子の速度をつとし

た場合

J=συ・̈ ¨̈ “̈ ・̈・・・"¨・・・…・・・・…̈……(g)

:11117]π「
r十鳥ヲ
|(1)

150‐
コ

の平均値と定義し,これを

F=| ・・̈ " ・̈・…………・・・・……・・“̈ 。(2)
と書 く。但し球の牛征 ●は通常の観測に於ては無限小

ヽ     、  ｀
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が成立することをも考慮する。その詳細に開しては,

例へば Lorentz,1)或は Van VIeck,Becker2)等の

著書を参照されたい。

そこで微醜的電磁場に封する Lorentzの方程式

ま 言
可

´

「 Iλ プ
甘

司

0

に (2)乃至 (8)の開係を代入すると,MaxWellの

場方程式が再現せられることになる。

以上の推論は今日の量子力學乃至量子電気力學の立

場から見ると甚だ不満足なものである。何故かといへ

ば先づ第‐に,微硯的電磁場自身は古典電子論で像定

してゐる如き軍なる数画敷ではなく,交換不可能な演

算子と考へなけオロポならない。第二に微諷的な電荷密

度,電流密度とし,て も,量子化された波動函数から作

られた表式を採用しなけれまならない。その場合 (8)

の如き関係をそのま 使ヽバ、ことは出来ない。これ等の

瓢を考慮して,古典電気力學に新しい基礎づけをする

と共に,それが如何なる近似に於て正しいかを明かに

することは無意義でないと思はれる。

§2.E覗 的電磁場の湖演1可能性

量子電気力早によれば,微虚的な電場 θ,磁場 んは

次の如き交換関係を満足する演算子である。印ち

=:I亜 五 ||[i:|;::lilz′ )     |(10)
等の関係式が成立する。但し ι",λ"等は時刻

ιに於

ける馳 (■,y,2)の電場及び磁場の成分を意味し,ι″
′
,

力
"′
等は同じ時刻に於ける馳

t(/,ν′
,Z′ )の電場及び磁

場の成分を意味する。δ(π―α
′)は Diracの δ―画敷で,

a′(″―t′)はその導函数を表はす。(10)の如き交換開

係は HeiSenberg及び Pauli lこ よつて得らオしたが,め

その場合 Heaviside単位カミ用ひらオしてゐるために,

(10)と (ま 4■ なる因数だけ違つてゐる。

亘覗的な電場 E及 び磁気感應の定義として,前と
同じく (2)及び (3)の如き関係を骸定する。但し以

下の計算の便官 L,牛征αなる球の内部に就ての李均

の代 りに,これと本質的
)こ
は同等な

れo②=÷∫∫トズのeXp(―夕れ砒⑪
の如き李均の仕方をすることにする。但し

Ц」JJ」 Ш IIⅢ IIⅢ IIⅢ II劇 IⅢ IIⅢ II

第 2巷 第 2読

0=∫∫lex〈_子 )αξピη
“
=(,′「
α)3

R=t/          )T
… (12)

すると直ちに,座標に就この微分と李均とはいつでも

順序が憂られること力せわかる。例へば

守
=等 …… … … … (欝 )

等が成立する。次に(10)の 各式の左邊に現はれるιπ,

c"′ 等に就て (11)の 如き李均を行お、と,先づ

E"Eυ′―Eυ /E.=Bπ Bυ′‐―Fν′B鬱 =0・……….。 (14)

が得られる。これは亘頑的な電場の各成分同士及び磁

気感應の成分同士は互ひに交換可能なことを示す。久

に (11)の 最後の式の繭邊に就で同様な手績を施すと

鳥 Bυ′―Bυ/E.=磁ο/子 ÷ (〃―ノ)

×eXp〔―
券 K″
―ノ)2+(ν一ν′)2+(z― 〆)2〕 …(15)

が得られる。これは互ひに直角な方向の電場と磁気感

應とが,同 Fiに正確に減1定し得ないことを示す。但し

それは電場を測る場所 (■,y,Z)と 磁気感應を減1る場所

(″
′
,y′ ,2′)の間の距離が αの程度以内である場合に

のみ著しく測定の精度を大々均ち,AF′νとすると,

現ΔB″′え争 …………….(16)
なる不確定性開係によつて制限されることになる。

併しこの制限は亘説的な測定に開する限 り,何等の

賓質的な善味を森たない。何故かといへ1讐そこで問題

となるのは室間的に比較的に緩やかに奎化する電機場

である。例へば

角 )～
∠Sh η(・―‐α)…… … … … (18)

なる形の電波を考へた場合,その波長

)、=2■  ."¨……………………・・̈・・・・・・……(18)

ヵミαの程度以上の場合のみを考へればよい。一方に

於て牛径 αなる球の中に含まオしてゐる電波の勢力は

メ42α3...……・・・̈・̈・̈・・・・̈ ……・・̈ ……・̈・…(19)

の程度であり,他方に於てこの電波に件ふ個々の光子

の勢力は

ぁπr≦ 」生  .………………………….(20)

の程度である。従つて苦典的な電波の概念が矛盾なく

適用し得るためには,牛径 αなる球の中に
//2敷の光子

1

…
_墨

ИO→

↓逼

唱

唱

週

増

「理

逼

週

理

逼

翼

唱

唱

唱
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唱

唱
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が存在するといバ、條件,Ellち       ,
■2♂>ん ,c・……………………・・イ・….(21)

が成立しなけオロゴならぬ。(20)に よオリゴ

И2>÷  …………………… (22)

ならば (21)の保件は満足される。この様な場合には

△E(`, △Bク′を Eぉ B′′に1ヒして1ま 4ヽさく, しかも

∠4]に比しては大きく取り得る故,(16)は E″,3υ′

の同時測定に当する賞際的な制限とはならないのであ

る。

かくして,最初から殆んど自明でもあつた如く,E

観的電磁場 F,β tま一―そオ昴 通`常の亘lLE的な測定

に掛つて来る程度の張さを有する限リーー通常のベク

トル面数と見倣して差支ないことがわかつたのである。

§5.l電荷密度の三硯的平均        ヽ

久に吾々は微硯的な電荷密度 σ及び電流密度
jと

して,量子力撃乃至量子電気力學的な演算子を採用し

た場合に,果して(7)に相営する関係が得らオ■るであ

らうか,得られるとすオuゴそれは如何なる近似に於て

であらうかとい応、問題に答へなけオtばならぬ。これに

当する肯定的な答が存在するであらうことは営然豫想

されはするカミ,第一の問題ほど自明ではない。

借〔微頑的な電荷及び電流の主なる原因である多数

の電子は,一つの量子化された場によつて言己逃される。

非相封論的な近似に於て,更にスピンをも無祀するな

らば,電子場を表1ます贅数は一つの波動量敷 ψ(■ νZι )

及びこれに複素共切な 0(″νZι)だけで足りる。そし

て電子が Fermi―Dirac統計に従ム、ことに相営して

::;‡浣 I諄軍:厚ryl)a(Z―
/)}…

… (23)

の如き交換関係が成立する。但し ψ,ψ′等は大々同じ

時刻 rに於ける,乳 (響2)及び鶏 (■′/2′ )の ψ函
数等を意味する。つ厳密にいへばスピンを無説して置

いて,直ちに (23)の 如き交換開係を採用するのは正
しくないのであるが,以下の推論には (23)の交換開

係をそのま 使ゝ式、ことはないから,本営の式の代りに

見本として書いこ置くことにする。電子の電荷を 一ι

とすると量子化された電荷密度は

C=―。7ψ  ……………………………(24)
で興へられる。σの干均値 =を作

るために,先づ ψ

を次の如き近似的に直交する函数系で展開する。印ち

Rα なる馳にある原子――正確にいへば原子核― にヽ

東縛され,じ 番目の状態にある電子に封する波動量数

を し■(r)とすると,それは

言 驚「

め

l…
… ■ ・あ

と書いてもよい。但し簡単つため媒質は全部同一種類

の原子から出来てゐるものとし,単證問題的な取扱が

許さオじる程度の近似で満足することにする。この他に

一―牛笙αに比して大きな長さを稜とする立方艦スを

動く――自由電子の波動函数 仇(r)(J=1,2,……)を

附加へて置けば               .
tt・ (r), υ,(r)  を=1,2,……… α=1,2,・・……(26)

が近似的に直交するコ敷系を形成す るであらう。そこ

で

ψ=河 αttμαι十】οιυϊ…・……………………(27)
%ι      ′

なる展開を行ひ,これに当悪して

7=Σ α鹿%:十 Σι}J.・……・…Ⅲ……………(23)

なる展開を行お、。但し
“
れ,α益及びら 仇"は大々

互ひにHermite共挽な演算子である。%",υじなる状
態:|ある電子の敷を表はす演算子

πJFtt αtt πん=けろじ…………………(29)

の固有値はいづオしもp,1,2に限らオし〔ゐるものしす
る。X

(27),(23),(29)を (24)に代入して σの干均値

を作る と

こ(r)一÷悴π"∫∫∫」"(r′ )7司 (r′ )
×eXP(―奪¬れ′

+7鶴∫∫ドKa∽ eX5(一奪■ギ

ち恥磁αふ∫∫レ1革襲基)れ′
*交
換闘係 (23)か ら出螢すれla‐ c■ 等に開して

αα,αん十
α
tt 
α

“
=δχβ δ″…………………………(23)′

等の交換開係が得られ,毎′,π′′の固有値 1/■ 0,1に

限られるこどになる。併し寅際依スピンの方向の違つ

た電子が二つ存在するこ`とに剖應して,2な るF~J有値
も許さオルぅ。
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哺哺ら∫∫♭:∽【めeX3←ザ )詢
′

十Σ]ι}“ ∫̈∫∫J,(rcル・1(″′)ex3(―里三澤|ゴリαυ′

+罵けろJ∫∫∫」̀
(r′
)吻 (r′ )eXp(―
∠デ壁)Jυ′}

―        ¨̈ ¨̈ ………・…………・…・・……・̈・・“(30)

が得らオしる。

この中で先づ吾々の問題となるのは右邊の第一項及

び第二項である。所で第一項の積分に利いて末るのは

r′ が 2α に近い所だけであるから,(25)及び

rα′=r′―Rα…・・・……………………(25)′

なる書きかへを行ひ,             ｀

eXp(-2・
予
三二
)=exp(一

セ
=≒ず・ =|)

笙eXP(―子l―r〆 grad∝ exP(―子)………∵。(31)
と置いてL′2以上を無祠すオuゴ,第一項は

一
十 Jπ"∫ ∫∫

銑(ry)2eXp(一
子 )α
電′十
→←

Xttπ
"∫∫∫し'(r/)2r♂ gradaexp(―チ)″″

….:..¨ ....¨・・…・・・̈ ¨̈ …………・…・・̈ (32)

となる.但し ごυα′は ra′ 昼間の瞳積要素を意味する。

そこで

憲 :ilサ
キ ||IIIi:|[ぎi」   |(33)

と置 くと,これ等は大々 2・ にある原子内の電子の数

及び原子の電気能卒を表はしてゐる。これを (32)に

代入し,Σ なる和を積分で置きかへると,X

―
 `「∫∫∫N(2)2(2)eXp(―  R~r2)α 7  

・

十π「
∫∫∫N(2)P(2)gradP(-7)ごフア

…・"¨ ¨̈ ・̈1¨●●●●…̈・・・̈ ・̈̈・・・
I・
(̈34)

となる。但 し N(2)ご 7は R鶏 附近の ご7な る艦積

要素内にある原子の数で,grad2は 2に開する微分

γ Ъれ &p←7)鶴 _つの原子か
ら隣の原子に移る程度の Rα の憂化に封して殆んど憂

らないから,離散的な,Rα の代 りに連績菱数 Rを使
つても差支ない。           

′

を意末する。(34)の第二項に部分積分を行へば,結局

(34)は__原子密度 N(R)の場所的髪化|ま極めて緩
漫であるとすオuゴーー

N(r)(一ι層(r))一 diV(N(r)F(r))… …………・(34)′

と書かれる。但し 層(r),F(r)は大々 r鴇にある原
子に東縛された電子の数の亘l~m的李均及び原子の電気

能率の亘説的平均を意味する。

次に (30)の第二項

―÷平%∫∫∫|・ (r′).2eXp(_雫 )ごノ
…・̈・̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈・̈ ¨̈ ・̈̈・・…………(35)

は明力,こ自由電子による電荷密度の r鶏に於ける亘
醜的李均を意味する故,これを 一οラ′(r)と書くこと

にする。              ′

翁この他に原子核―一原子番観を Zとする一―に
よる亘頑的電荷密度 多N(r)を附加すると,電荷密

度 σの亘祀的平均は結局

;(r)=ρ〔r)一 diV P(r)………………・・̀……。(36)

となる。但し ρ,Pの定義は   ―

寅 燦 ■ ::〔l警
r)~ほ→
l…
… ⑪

である。

この様にして,(30)の右邊の第一項及び第二項だけ

を考へることによつ C,古典電子論からの師結 たる

(7)の前牛と同様な関係が得られたのであるが,これ

等の現は時間的に興らない一―所謂静電気的な――電

荷の分布を表はしてゐるのである。これに封して第二

項以下は主として,時間的に興化する電荷密度を表は

してゐる。例へば 鯰t,叩メなる状態に封應する勢力の

固有値を大々 ユら
=β
Jと すると,第 二項の中の

α島%ノ tま, exp{Ψ}なるF字間Lコ婁tをモ針ん
でゐる。これは

ν=7… …… ic38D

なる振動数で週期的に興化する電荷を表はす。所で第

二項の積分

∫∫∫
″̈ (r′》βJCr′ )eXp(―

lr′ _「 12)′
υ′ ¨̈ (̈39)

に於で,J又は′力ヽ餘り大きくなけれ1ゴ ″″(r′ )又は
πβJ(r′ )が r′=R.の附近以外で急激に減少する函数

とをり, こ

'し

に比して exP(― 上二
澤|三
:)の優彗化は緩

かであるから,後者を積分の外へ出せば,直交性の條
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)の第二項に部分積分:

度 N(2)

tゞ
―
)}― diV(N(r)'(r

し 層(r), Xr)tま夫々

こ電子の数の亘祀的

意味する。

二項

子による電荷密度の 7

する故, これを 一

子核―一原子番競を

多1(r)を附

平均は結局

)一 diV P(r)…………・

ρ,Pの 定義は
―元(r))N(r)一あ′(r)

)F(r)

c,(30)の右邊の第一頂

こよつ C,古典電子論か|

な関係が得られたの |

こ興らない一一所謂静

してゐるのである。こ

て,時間的に興化す

ぎ範 ,%β′なる状態に

EJ,コβメとすると,

rg曇1矛
ヨ三≧
} な

よ

IZ短一昴 ′|
ツ= ん   

・̈・

す る

eXp(一生三
fメ
生里

こ比して exp(一
lr′ ~r2)の

興化は緩

ま′が餘り大きくなけオ11ぎ 為I(r′)又は

=Rχ の附近以外で急激に減少する函数

件によう(39)は近似的に 0と なる。従つて第三項の

中で問題となるのは j及び ′力I大きな場合,自,ち原

子内の電子の非常に高い勘起状態間の範移に基づく部

分である。か るヽ韓移は一般に波長がαの程度以上の

・′――従つて振動数 νが ο′α程度以下の一―電磁波と

開係を持つであらう。第四項及び第五項に就でも同様

で,jが充分大きな所だけが問題となる。併し賓際問
題として,j乃至 イが非常に大きな場合には,電子の

東縛は非常に翡く,従つて自由電子との巨別は殆んど

ないから,さ ういバ、部分はむしろ自由電子に開する部

分に入れて了つて置く方が安営であらう。すると第三

狽,第四項,第二蓼中で現に問題となつてゐる部分は,

全部第六項中に含ませることが出来る。

そこで第六項に就 C見るに,崎 ,η が夫々 p,及び

乃 なる運動量を持つた自由電子の波動画数を表はす

ものとすると,

犠 一乃 >÷ … … … …… (39)

な
ぅ
限り 島り1ま exp(一二今ヂ

ゴ
)に比して急激に

慶化する函敷となり,第六項中で斯様な ず,ノ に封應
する部分は近似的に 0となる。残る部分は

ν=島一乃=→←/れ%2+″ザープπ%2+′′可
・̈・̈ “・̈・・̈ ・̈・・̈・・̈・̈・̈・̈ “" ・̈(40)

なる振動数で期間的に比較的緩漫に髪化する電荷分布

を表はす。所が電荷の保存の法n~iiによオ」ざ,時間的に

慶化する電荷密度は必ず一 時間
基間的に髪化する

一一電流密度を件ふ筈であるρ従つてこの項は次節で

逃べる電流密度の亘頑的平均の際に一緒に取扱ふべき

である。    |
筒以上の計算に於 こ出螢乳に取つた近似的な直交面

数系 (26)は,第一に電磁場との相互作用を無醜した

場合の固有函敷系であつた。その代りに外部電磁場と

して時間的に興化しない部分を取り出し,電ら。,はこ

の静電磁場中での SChr6dinger方程式を満足する固

有函敷に取ることによつて,近似トー歩進む。但しそ
の場合電磁場としては,所謂局所電磁場を取ら料ぎな

らぬのは勿論である。局所電磁場が微綬的乃至亘醜的

電餞場と如何なる開係にあるかに就ては Lorentz以

来多くの論芸が繰返されてゐる。これも矢張り量子力

撃乃至量子電磁力撃の立場から見直さるべき問題であ

るが,立入つた考察は人の機會に譲りたいと思』、。

スに電磁場の中でも時間的に興イヒする部分との相互

作用を考慮しようとすると,揮動論の助けを着りる他
ない。EIIち KleinOゃ Heisenbergう)の封應論的方法
に従つて,

ψ=召岬切h警<半)
+ギ 。ρttψ ttXp(一つ …

… くの

なる形に展開する。但し フ■,,鳥 ιま夫々%1,■ なる

状態の勢力を表はす。α

`3),み

∫
のは大 楯々動――Ellち輻

射場との相互作用――がない場合の量子化された振幅

で,α島
),あ
∫
1)は擬動による振幅の興化をは表す。

αP,ろρ は時間的に興化せず,

η絆)三 a鹿 O C19)  1,,)=ろ″⑨ろr)。…………・(42)

の固有値は0,1,ζ に限られてゐる力:,α島),ろ∫1)の

方は時間と共に種々なる週期で慶化する項を含んでゐ

る。これに件つて ;の表式も複雑になつて来る。
更に又,以上の取扱ひに於て原子乃至分子の電子間
の相互作用は無醜されこゐる。これをも考慮すること

も不可能ではないが,5)計算は大分面倒になる。 これ
等の問題の強討も次の機會に譲ることにすt,J

§4.電流密度のE硯的平均
非相封論近似に於て電子のスピンを無l~uすると,微
調的電流密度は

J=劣 。 gridψ _grad J・ ψ)― チ Jαル …(43)

なる形となる。そこで前と同じくψ,7に (27),(28)
なる展開を行ひ,E腕的李均値を取ると
F=召 F『十

F:‰
十
薔
F傷十
Jみ
ι・………・・(44)

んι       κ
`        

た,

となる。但し

咤夕=劣αtt αa(Faん gradγμ―grad″輌・%
(― +α ttα臼鳴%μ働
′
lι
=劣α島ろκttcλ gradゅ _gradFaん o均 )
一千α島仇ちん鈍軌

′i:=劣ろが。印ぐ」κ grad πμ―gradら・‰)

一千ろ庁αμ為‰働 ヽ
45)

後者を積分の外へ出せば,直交性の條
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である。)又 αιは局所電磁場に封する
ベクトル・ポテ

ンシヤルを表はす。一般の場合にこれを如何に取るべ

き力ヽま難しい問題であるが,先づ静電磁場の場合を考

へ,外部電磁場のポテンシヤルとα`と
が―致するも

のとしよう。そして (44)の 和の中で α=β,λ=7な

る猥のみを取出すことにすると

ら1=七 ∫∫∫J競(r′)exp←等 =)ご
ノ… (46)

前と同様に 物ん(r′)が r′笙Rα なる黙附近のみで大

きな函敷であることを考慮すると,近似的に

磁=キ l∫∫嬬Oの←Xくヂ)
_「 ′ヽgradα exp(― ti)}¨・(47)

となる。この式の右邊に於て部分積分を繰返した結果

(ま

『[1=〔 c gradtt exp(―ザ),れ〕…………(48)
となる。但し

7itαL=2れο%aん∫∫∫υ(ra′ )

モy,一磁graヴ十三←疇(rつhr〆 )れ
′

{ま しαんなる状態にある電子による磁気能卒を表ぃす。

こォしからして容易に

5距 恩 窯 )}・
…
・
… (0

が得られる。但し 晟(r)は r熙にある原子の磁気能

率の亘説的季均を意味する。

スに

r証==∫ ∫∫れ (r′ )・ exp←唯 ギ )ご・
/・・… (50)

であるから  ′

苓
F議一 十 苓廿 ∫∫∫

」【r′){―筋 grad′

+÷ Q(「′)}・ (F′ )。さXp←牛ギ)わ′

+十。手苓讐∫∫∫JKr′ )(″)   _
xgrad′。expl― =子

蟹
)あ
′

=I十十。
二i grad昴′ (51)

となる。但し ―″ノは (35)で定義され

r=―ι苓等∫∫レ(め{イ graα瑞・。弓

^《
諭eXp←ギ )″

′………②

は自由電子に原因する亘混的電流密度を意味する。

(49)及び (52)を (44)の右邊に代入すると

『==r‐■c curI″グ‐卜十二モ′生grad元ノ+………  (53)
が得られる。自由電子の亘醜的な密度 見ノが場所によ

つて憂らないとすれば,右邊の第三夢はなくなり,第

一項及び第二項が大々古典電子論から導がれた開係式

(7)の右邊の第一項及び第二項に封應することになる。

以上の計算では定常的な電流乃至時間的に発化しな

い磁気能卒を結果する様な狽だけを取出したのである

から,(7)の右邊の第二項,印ち も子
なる形の項は

五はれなかつた。(44)の右邊に於て,λキιなる部分

は,(53)の右邊の……の中に含まれてゐる力t,こ の中

には時間的に憂化する電流や磁気能挙の他に電乗性率

時 間的日 し二 印ち 子
魏 帽 _も 現岡 して

榮る筈である。これ等の詳細はスの論文に誤ることに

する。又電子のスピンの問題,個々の電子に働く局所

電磁場と亘醜的電磁場の関係,相当論的考察等,数多

くの問題が残されてゐる力1,こ オし等も順次に論ずるこ

とにしたいと思慮、。

最後に計算を手博つて頂いた野間進君に感謝すると

共に,谷 口工業奨働會の援助に当し,こ の機會に謝意

を表する次第である。
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